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0 Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Unterlagen meiner Übung der Fächer
”
Lineare Al-

gebra I“ und
”
Lineare Algebra II“ aus den Semestern HS23 und FS24. Weiterhin

wurden Materialien aus den Übungsunterlagen von Robin Frauenfelder und dem
PVK Skript von Gioele Zardini übernommen. Das Skript wurde für den PVK im
Sommer 24 angefertigt und soll als Lernhilfe und Repetitorium für den Sto↵ der
beiden Vorlesungen dienen. Es sind Theorie sowie Beispielaufgaben enthalten.

Trotz Revisionen des Skripts kann ichweder die Vollständigkeit noch die Kor-
rektheit garantieren. Es ist möglich, dass kleine Fehler enthalten sind. Falls dir
ein solcher Fehler au↵ällt, wäre ich dir dankbar, wenn du mich per E-Mail darüber
informierst, damit das Skript korrigiert werden kann.

Eine aktuelle Version dieses Skripts sowie weitere Unterlagen findest du auf meiner
Website: n.ethz.ch/~nbartzsch/.

Vielen Dank und viel Erfolg mit Lin Alg I & II.

Nicolas Bartzsch

Version: 3. Juli 2024
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n.ethz.ch/~nbartzsch/
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1 Lineare Gleichungssysteme

 

efinition

GleichungssystemesindMengenvonGleichungenmiteinerodermehrerenVariabeln

WannisteinGleichungssystem linear

Wenn dieUnbekanntennur indererstenPotenzvorkommen MeistenswerdendieVariabelnmit

reellenSkalarenmultipliziert

Bsp linear nichtlinear

13 1 2

Notation

ErweiterteMatrix
2 22

MatrixVektorprodukt 2 s

mn matrix

amaama am mGleichungen

n Unbekannte

i 3 Spaltenvektoren

in an

dasProduktwirddefiniertals

3

amam ann in amel amara annin

ösungsverfahren

EinLGShatentweder

eineeindeutigeLösung

unendlichvieleLösungen

keineLösung
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UmLösungenzufindenbenutzenwirdenGausschenAlgorithmus DadurchbringenwirdasLGS ineine

Formin dereseinfachzulösenistDieseFormheisst Zeilenstufenform

für m n
3 21 22

Pivot

IndieserFormlässtsichdasLGSdurch Rückwärtseinsetzen LösenUmaufdieZeilenstufenform zugelangen

benutzenwirdenGausschenAlgorithmusDieserbestehtaus elementarenZeilenumformungen

vertauschenvonzweiZeilen

addiereneinesvielfacheneinerZeilezueineranderen

DieLösungsmengebleibtdurchdieseOperationen unverändert

HatmeinLGSnuneinekeineoderunendlichvieleLösungen BetrachtenwireinigeLGSinZeilenstufenform

rangs ranga ranga

WennRanggleichAnzahl WennRangkleineralsAnzahl WennRangkleineralsAnzahl

Unbekannte UnbekannteundletzteZeile UnbekannteundletzteZeilenie

immergültig gültigVerträglichkeitsbedingungen

eindeutigeLösung uendlichvieleLösungen keineLösung

GeometrischeInterpretation

Zeileninterpretation

BetrachtenwirdieeinzelndenZeileneines2 2LGS sokönnenwir2Geradenim 2 DRaum definieren

Analogin3 DmitEbenen

BSP
2 2 22 5 2252

52 12 7 22 7 52

AbhänigvonderLösungsmengekönnenin 2 D folgendeFälleauftreten

2
















































































































































4 21 21

Lösung groß
2 22 22

eindeutigeLösung unendlichvieleLösungen keineLösung

Spalteninterpretation

DafürnehmenwirdieSpaltenalsVektorenundstellenunserLGS als Linearkombination der

Spaltendar Linearkombination bedeutethierskalierenund addieren

BSP

722 422 422

E i

nintmassiania 5 nimm G g

eindeutigeLösung unendlichvieleLösungen keineLösung

WennderRangvollister migibtesfürjedesb 2 s eineeindeutigeLösung dennalle

Spaltenvektorensindlinearunabhänig

WennderRangnichtvollist rem sindmindZweiSpaltenlinearabhängig DerRangsagtuns

wievieleSpaltenvektorenlinearunabhängigsindunddadurchauchdieDimensiondesLösungsraum
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Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax D besitzteineeindeutigeLösung

Ax D istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig
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1.1 Beispielaufgaben

1.1.1 Für welche Werte des Parameters a hat das Gleichungssystem

ax1+ 4x2 +5x3 = a

1x1+ ax2 �2x3 = 1

2x1+ 2ax2 �a2x3 = a

keine, genau eine oder unendlich viele Lösungen? Bestimmen Sie jeweils auch die
Lösungsmenge.

Lösung:
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a 4 5 a

i are II2 Za a a 2 Za a a

i keine Lösung

Ja 2

ii eindeutigeLösung
4 a 2ta alta 6 0 at3 a21 0 für a 2 istRangnichtvoll
a 3

1 3 2 1
3 0

8 Ist 1 1 32723 1 1 7 2

iii unendlichvieleLösungen

Jaa

1 2 2 1 9 3 0 3 0

0 0 9 0 z t
0 0 00 1 1 2 3 2 1 1 zt



1.1.2 Geben Sie für a und b Bedingungen an, so dass das System

0x1 +ax2 +1x3 = �b

ax1 +0x2 +bx3 = �1

ax1 +ax2 +2x3 = �2

a) eine Lösungsmenge mit zwei freien Parametern besitzt.

b) eine Lösungsmenge mit einem freien Parameter besitzt.

c) eindeutig lösbar ist.

d) keine Lösung hat.

Geben sie für alle Fälle a), b), c) die Lösungsmenge an.

Lösung:
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a 0 b 1 ö i.IE iiiOabt2 1 0 0 btl b 1

a ZweifreieParameter a 0,6 1

3 1

STER
0 0 0 0

b einfreierParameter a 0,5 1

ö
sit TER
9 2 1 2

1

0 0 0 0 ax 1 X3 tat

c eindeutigLösbar ato.be
1tbt1xg b 1 g 4 1

ö ax b X3 tab
o o btl b 1 ax 1 bis bat

d keineLösung a 0 b 1



2 Matrizen

 

WassindMatrizen

WirkönnenunsMatrizen veralgemeinerntals Zahlenfelder vorstellen

Eine mx n Matrix AhatdieForm

man Aar
ZeilenzuerstSpaltenspäter

ai A istder Eintrag inder i tenZeileund i tenSpalte
Matrizenmit nur einerSpalteoderZeilesind Spalten bzw Zeilenvektoren

Wichtige Matrizen

Quadratisch m n

Nullmatrix alleEinträgesindnull

ObereDreiecksmatrix min und A i sofür is
Rechtsdreiecksmatrix

Unter
L min und A ii für is

Diagonalmatrix diagldu.dedass Skaliert

Fünf trix wie 1

Transponieren

DieTransponierte von AistAT

Transponierenistwie
A AT 1356 SpiegelnaneinerDiagonalen

Ein transponierter Zeilenvektorwirdzueinem Spalenvektor und umgekehrt
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Symmetrische Matrizen AAT min A

wasmussaufderDiagonalen
AntisymmetrischeMatrizen AT A min A II stehen

RechnenmitMatrizen A B ER

Addition 1
Einträgewerdeneinzelndaddiert

Subtraktion 1
Einträgewerdeneinzelndsubtrahiert

Multiplikation

miteinemSkalar α ER 5

miteineranderenMatrix

AERM BERNXPSIEalleMatrizenkönnen zusammenmultipliziertwerdenBedingunist
p P

m n m

A B AB
min xp mXp

wenn Bedingungerfüllt istdas Produktdefiniert durch

AB Ain B k

Formelsieht komplizierter aus als es eigentlich ist Skalarprodukt vonZeilenundSpalten

Zusammenfassend Spalten aufZeilenlegen
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Bsp

2 3 3 2 2 2 Bedingung erfüllt

Berechnenwir nun das Ergebnis an Dafürbrauchen wir
1 Zeile dererstenMatrixund 2 SpaltederzweitenMatrix

an 100 1.2 0.1 0.2 2

2

Analog für an azn.az

an 100 0 an 021 1 an 021 4

Rechenregeln

AFB BTA
AtB C A BIC

AB C A BC

A B C ACTBC

ACC D ACT
ADRIAB RATRB

A µ ER
MA MAIA

ACHTUNG AB BA
imallgemeinenFall
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MatrixVektorMultiplikation Spaltenstruktursatz

SeiAER und dannist Ax ein 3 1 Spaltenvektor

Betrachtenwir nun einigeSpezialfälle

Sei dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

32 1 ersteSpalte von A

Wennnun dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

32 1 zweiteSpaltevonA

sei dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

32 2 zweimal zweiteSpalte

sei dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

1 19

Generellgiltfür Ax AER und ER

IE.EE E EaN i tespaltevonA

derSpalten vonA
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Die Matrizenverhalten sichalso ähnlichwie Funktionen Wenn man

einenVektor mit einerMatrix multipliziert kommt wieder ein Vektor

raus Analog zueinerFunktionz.B f x

Inder Linearen Algebranennenwir diesTransformationoder Abbildung

Was wenn eine Matrix ist Seienalso AER und BER

WirkönnendiesesProduktwie zweiMultiplikationenvonMatrixmitVektorsehen

AB Ab Ab Ab

DadurchkannmanMatrixMultiplikationen inbestimmtenFällen einfach ablesen

ZweimalersteSpalte

Wennwir wieder an Matrizen als Transformationen denkenso istdas
Multiplizieren von Matrizen wie einKonsekutives Ausführen von Transformationen

ABX Ax
ReihenfolgederMultiplikation

1 Zuersttransformiert BdenEingabevektor Das generiertdentransformiertenVektor

2 Danachtransformiert A denbereitstransformiertenVektor zu

Wir könnennun Matrizenaddieren subtrahierenundmultiplizieren
Könnenwirauchdividieren

In denreellenZahlen könnenwirDivisionalseineMultiplikationschreiben ä
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InverseMatrizen

Die nxn Inversevon einer nxn MatrixAwirdmitA bezeichnet Esgilt

AA
WennAeine Inversebesitztso nenntman A reguläroderinvertierbar

Bildlichmacht A dieTransformationvonARuckgänig

Um nundie Inverseeinerbeliebigen nxnMatrix zuberechnenbenutzenwirdenGaussJordanAlgorithmus

Bsp

EE ja
A

AllgemeinführenwirfolgendeOperationdurch A I A I A

Für 2 2Matrizengiltausserdem

aalen

Bsp BestimmedieInversevonA

A A 2312.1 A
12
















































































































































WennAeineInversebesitztso nenntman A reguläroderinvertierbar

Wiekann esseindasnichtimmereine Inverseexistiert

LetzteWochesahenwir dassbeieinemProduktzwischenMatrixundVektor wiedereinVektor entsteht
DasResultatkannalsoalstransformierteVersiondesursprünglichen VektorsgesehenwerdenMitderInversenA
vonAkönnenwir dieTransformation rückgängigmachenMathematischheisstdas

wenn Av w dann ist A w

DieMultiplikationmitA machtdieMultiplikationvon Arückgängig

i An Ai a
4 1

WelcheLösunghatdannArxb

Esgibteineindeutiges fürjedesb

EskannalsoeineMatrixexistieren sodasseindeutig
8

Ajb x

iiI A A

WelcheLösunghatdannAzxb I
Esgibtunendlichviele fürjedesb

Jedes derForm 1 t 1 erfülltdieGleichung

pg gWirkönnenalsokeineeindeutige Inversefindensodass

Ab

BetrachtenwirnochmalgenauerAn AzWasfälltauf

A aus
1 RangA 2 Aistregulär

A s RangA 1 Aistsingulär
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Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax D besitzteineeindeutigeLösung

Ax D istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

OrthogonaleMatrizen

EinenunMatrixheisstorthogonalfalls

ATA In bzw A AT

dh orthogonaleMatrizensind aA sehrleichtinvertierbar

OrthogonaleMatrizenerfüllenimmerdieseEigenschaften

i ZeilenhabenLänge1 undsindsenkrechtaufeinander

ii SpaltenhabenLänge1 undsindsenkrechtaufeinander

Bsp Sei Aorthogonal

A

ii Varta 1 Vaita 1

WennBedingungenerfüllt Orthogonal Esreichteinevonbeiden

TransformationenvonorthogonalenMatrizen

i Vektorenbleibengleichlang

Au W V

4 4

14
















































































































































ii DistanzenbzwWinkelbleiben
w

erhalten
Au w

α α da da

InsgesamtbehaltenFormenihre Geometriebei

JA

BeispielesindRotationenundSpiegelungen

LRZerlegung

Wiekönnenwir einLGSderForm Axb fürvieleb schnelllösen

Idee

Zerlege A LR

L istdabeieine Linksdreiecksmatrix

R isteineRechtsdreiecksmatrix_

mithilfedieserZerlegungmüssenwirnichtmehr Gaussen Esgiltdann
AX LRx Ly b

dh umfüreingenerelles bzu lösengehen wirwiefolgt vor
i Ly D durchVorwärtseinsetzen

ii Rx y durchRückwärtseinsetzen

Bsp

1 00 91 131
i III E

AusAufgabe
LösungfurAxD15
















































































































































Kochrezeptanwendenkönnen IstallesaufZusammenfassung
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2.1 Beispielaufgaben

2.1.1 Was ist

�
0 0 1 0

�

0

BB@

�1 1 �1 2
0 2 0 �1
�3 2 �3 1
2 1 2 3

1

CCA

0

BB@

�1 1 �1 2
0 2 0 �1
�3 2 �3 1
2 1 2 3

1

CCA

0

BB@

0
1
0
0

1

CCA?

Lösung:
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extrahiertdie zweite Spalte

3

1

wir müssen nur 32 31 auswerten 4
1



2.1.2 Für a 2 R sei die Matrix

A =

0

BB@

1 0 0 2
0 1 0 0
�1 0 1 0
a 1 0 1

1

CCA

gegeben. Für welche Werte von a ist die Matrix A singulär bzw. regulär? Bestim-
men Sie für a = 0 die Inverse von A.

Lösung:
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Singulär nichtinvertierbar ZeilenSpaltenLinabhängig

Regulär Invertierbar ZeilenSpaltenLinunabhängig

für a

10 02 jetztsind I EI 1in abhänig
0100 III

singulär wenn a

für 9 0
10 0 210 00 10 0 2 10 00 10 06 1 20 2



2.1.3 Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A, so dass LR = PA

A =

0

@
0 1 �3
�3 7 6
�3 �2 �2

1

A .

Lösung:

19
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9 1 00 3 7 6
0819 3

3 7 6
p



3 Determinante

 

intuition

DerorientierteFlächeninhaltdesParallelogrammswelches vonzweiVektorenaufgespanntwird

lässtsichmitdemKreuzprodukt berechnen

Betrachten wirzunächstdieFlächedie von denEinheitsvektoren und im R
beschriebenwird

MitdemKreuzprodukt erhaltenwir

1 1
s 5 1

Waspassiert nun mitdem Einheitsquadrat wennwir aufbeideVektoren eineMatrixA
anwenden

A 89 89 und 89 9 9

Die Fläche S lässtsichdurch8 9 6 berechnen

gIm Vergleichzum Einheitsquadrat istdieFläche
6mal grössergeworden s

Betrachten wir nun ein ähnliches Beispiel indemdie Vektoren durcheineMatrix

C transformiertwerden

c 81 81 und 81

s 8 2
s s

Die Fläche ist 2 mal grössergeworden

DerFaktormit welchemdieFlächedesEinheitsquadrats skaliertwirdlässtsich

beilinearenTransformationenaufjede Ausgangsform übertragenAlleFlächenwerden demnachmit

demselbenFaktor skaliert DieFormmussnichterhaltenbleiben

20



Wiekönnen wir diesenFaktor bestimmen

Wenden wir uns nochmals an das Einheitsquadrat 1 b 3

Wir nutzen dass Ab Ab AB gilt und somit können wir die
transformiertenVektoren ausdemProdukt AB auslesen

A 89 B Iz dh AB A

Wir erkennen nun dass die Spaltender Matrix A unseretransformierten
Einheitsvektorensind

A und A

A

Wirkönnenalsodirekt aus A dieVektoren auslesen und dieDefinition des

Kreuzproduktes anwenden

a
anbiarbe S

A arbaab Faktormit welchem Flächenskaliertwerden

det A

dieseGrösseheisst Determinante

Erinnerung Orientierter Flächeninhalt EinenegativeDeterminante bedeutet

dassdieFlächeskaliertundIhreOrientierung invertiertwird

In 3 D beschreibt die Determinante wiesichVolumen verändern

zu LV

21



Wenndie Vektoren und parallelsindist die Flächedes von ihnen

aufgespannten Parallelograms null n

Es giltdann R DER

Eine 2 2 Matrix A hat also det 0 wenndieSpalten

parallelsind

Erinnern wir uns nun an die Spalteninterpretationvon LGSderForm Axt zurück

7 4

F
1

nichtmassstanien G nichtmassstanien G

Rangvoll Rangnichtvoll

hier sahenwir dass wennbeideSpalten in dieselbeRichtungzeigenbzw parallel

sind derRang A nichtvoll ist

Rangund Determinante hängenalso zusammen

Genauerkönnenwir sagen RangA istvoll det A 0

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

22



Berechnung

Allgemein

kannman dieDeterminante rekursivdefinieren

detA
i
1 1 ai detA oder detA

j
1 1 ai detA

Zumausrechnenmitdem LapceschenEntwicklungssatz fürjede nxnMatrix

sei A

i ZeileSpalteauswählen vieleNullen

93 72 detA I 1 1 an detAke

ii Vorzeichen Schachbrett

I I detA 1 1 an detAke

iii Unterdeterminanten bestimmen

detA 1 1 an detAke

ErstesElementderausgewählten Spalte

3 odet

ZweitesElementderausgewählten Spalte

3 Es 1 det

DrittesElementderausgewählten Spalte

3 3 det
23



iv Zusammen addieren
detA 1 1 an detAki

det to det 12 det 3 det

21 10 187 3 4 3 53

det ad ab

Für 3 3gibtesRegelvon Sarrus Spatprodukt

det aeitbfgtcdh g.ec hfa idk

f ftp.wennVektorenin Multiplikationsreihenfolge ein Rechtssystem

Bildlich

Skalarproa

aeitbfgtcdh g.ec hfa idk

Durchgeschicktes modifizieren von A lässtsich die Rechnungvereinfachen Wirkönnen

folgendeModifikationendurchführen

i Vertauschen von ZeilenSpalten vorzeichender Determinante wechselt

A 89 A 9 A 83
az az z

6

8 g 8 g
s sy

sc u
v 6 6

x ̅
2 3 0.0 6 0.0 3.2 6 0.0 2.3 624



ii Bei Spalten Zeilenadditionbleibt Determinante gleich

A 89 A

Y Y

s
s

s

5 6 5 6

Die DeterminanteeinerDreiecksmatrixlässtsicheinfachbestimmen

det ad ob ad

det aeitbfotcoo oec ofa.iob aei

WennAeineNullzeile Nullspaltebesitzt so ist detA 0 Mankönnteimmernach

derNullzeile Nullspalte entwickeln und 0erhalten

BesitztAzwei identischeZeilenso istdefA 0 DerRangistnichtvoll eskanneineNullzeile

durchSpalten Zeilenaddition erzeugen

AlleRegelnsindauchaufderZsfg

25
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3.1 Beispielaufgaben

3.1.1 Sei

A =

0

@
1 4 8
3 4 6
2 1 1

1

A

Berechne det(A>).

Lösung:

3.1.2 Sei

A =

✓
1 2
3 4

◆

Berechne det(A�1).

Lösung:

26

1 3 2
det 1 4 24 48 64 6 12

6

detl

detl dell

detl 4 6 2 dete
1



3.1.3 Seien a, b, c, d 2 R und

M =

0

BBBBBB@

a 0 0 0 0 0
1 �2 0 �1 0 0
2 b 0 3 0 0
0 7 1 �2 0 0
�1 4 0 7 �1 c
5 1 d 4 1 2

1

CCCCCCA
.

a) Berechnen Sie det(M)

b) Für welche a, b, d, d ist M singulär?

Lösung:

27

a

Blocksatz

de.tl detlI.detl

a 0 0 0

dett 1 1 Gatab Ga ab

detl 2C

det Ga ab Zte alb 6 Zte

b singulärwenndet 0

alb 6 Zte 0

a 0 b G C 2



3.1.4 Seien a, b, c, d 2 R und

A =

0

BB@

a b c d
�3a 2b 3c 2d
a b �c d

�2a �2b �2c d

1

CCA .

Berechnen Sie die Determinante von A.

Lösung:

28

Ja III Ja Ja
0 0 2 0 20.52

Ia Gc La 2b 2C d

2C 2abdhabdtfatdiha.bat4abd 3abd
2C 15abd

30abed



3.1.5 Seien a, b, c, d 2 R und

A =

0

BBBBBBBB@

a b c d b b d
b c d d b d a
c d b c d c c
d b c d b b c
b d c b d b b
b c d d b d a
d a c d a b c

1

CCCCCCCCA

.

Berechnen Sie die Determinante von A.

Lösung:

29

also det 0



4 Vektorräume

 
intuition

WennwirZählen lernenentwickelnwir ein abstraktes GefühlfürZahlen

COGSEIDGIEcoole EarsEarsEars 3

egalwelchesObjektwirkönneneinergewissenAnzahl ObjekteneineZahlzuweisen

DieZahl 3 istdemnachnichtnur an Äpfelgebunden sondernkannauchaufDreiecke

Kreuzeetc angewendetwerden

Wir wissenauch was passiertwenn wir zuerst 3 Äpfelunddann 2Äpfelhaben

soso.cioeEeoesE

rooster 5

DiesesGefühlfüraddition giltnichtexklusivfürÄpfel sondernlässtsichauchauf
andereObjekteübertragen

5 5

WirkönnenGeld genausogutwie Äpfel BirnenundRechtecke addierenWirhabenalso

denBegriffderAdditionabstrahiertaufallgemeineFälleerweitert

Analogauchdie Multiplikation

Dasselbemachenwir nun mitVektoren

BisjetzthabenwirVektorennuralsPfeile imRaumbzwEbenekennengelerntWirwissenschon

wie man mitihnenrechnet NunkönnenVektoren genauwieZahlennichtnurPfeiledarstellen

sondernbeliebigeObjekte z.B

Kräfte

Position

ListevonZahlen

Funktionen usw
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Wirwissenbereits wie wirmit PfeilenimRaumrechnenkönnen

addieren
multiplizieren

A

NunwollenwirauchdieseOperationenaufalleAnwendungen vonVektoren abstrahieren

Ausschlaggebend sinddafürdieRegelnderOperationnichtdieObjekte

Rechenregelnwerdenzu Axiomen

WichtigeBegriffe

Vektor Objekt

Z.B Fruchtkorb

Raum Menge

Mengevonverschiedengefüllten
Fruchtkörben

InnereOperation Kombination von Objektenauseiner
Menge

Fünf L Ein
verschiedenen

ÄussereOperation Kombination von Objektenaus
MengemitSkalar

VerfielfachungallerFrüchte in
einemKorb
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müssen nun sowohl eine innereOperation alsaucheineäussereOperation
definiertwerden

V V V nimmtzweiVektoren ausderMengeVundordnetdem
Paareinen anderenVektor in U zu

a b i a b so wirddieinnereOperation ausgeführt

Lineim nyktorundeinenSkalarundproduzierteinen

α a α a so wirddieäussereOperation ausgeführt

Nunmüssen basierend aufdeninnerenundäusserenOperationenfolgende Axiomegelten

YHEELEugesetz.ES

esetz

NeutralesElement Nullvektor

InversesElement

Skalares Assoziativgesetz

Distributivgesetz

NeutralesElement

NunKennenwiralleRegelnundkönnenüberprüfenobbeispielsweisediebekannten 2D

VektorpfeileeinenVektorraumbeschreiben DafürmüssenwiralleAxiomeprüfen

Zusammenfassend

Wirwollenunsere Vorstellungvon Vektoraddition undMultiplikation von

denuns bekanntenVektorpfeilen imRaumundEbeneaufallemöglichenVektoren
abstrahieren verallgemeinern Damitkönnenwirdannspäterdie Eigenschaften von Vektoren

auchaufz.BFunktionen welchesichalsVektorendarstellenlassen anwenden
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Unterräume

EinUnterraum isteinenichtleere Teilmenge U einesVektorraums welchefolgende

Eigenschaften erfüllt

SummevonzweiElementenvonUist
i a b EU atbEU weiterhinTeil von U

Iii aeh ER α a EU
WirdeinElement von Umiteinem

EYE L L
Kalierte

Ein Unterraum ist selberauch ein Vektorraum

Bsp
Sei allelinearenFunktionenderForm alx a xtaz

und U allelinearenFunktionenmitSteigung 2 f x 2 5

Ist UeinUnterraum von

i a b EU atbEU

2x by 2x be 4xtbetbe inichtTeil von U

UistkeinUnterraumvon

BSP
Sei __ allelinearenFunktionenderForm alxta taz
und U alleKonstanenlinearenFunktionen f x b

1stUeinUnterraum von

i a b EU atbEU f x tf x betbe
Iii aEU ER α a EU af x α.by βTeilvon

Uist einUnterraumvon
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Erzeugendensysteme undBasen

Sei V Xiv dann ist v eineLinearkombination von v1 Un Seien

1 n ER v1 un EV V isteinVR

V α v1 zuzt α nun

die Menge aller Linearkombinationennenntsich LineareHülle und wird

mit span v1 Un abgekürzt

Δ
DieseMengeallerLinearkombinationen V3

istein VektorraumV DieVektoren v1 Un v

sind dann ein Erzeugendensystem von V

2VektorraumV span vi v2V3 Und

Es lassensich nun alle Vektoren in V durcheine Linearkombination der
Erzeugendenvektoren bilden

Betrachten wir Beispielsweise20 Vektorpfeile V R Es lassensich

beliebigviele Erzeugendensysteme finden

span

span

span

span

span 5

etc
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WennalleVektoren v1 vneinesErzeugendensystemslinearunabhängigsinddannhandelt

es sichum eine Basis Die Vektoren heissenBasisvektoren

In 2Dwirdoft die Standartbasis verwendet

Wobei ex und ey Δ

JederVektorkann eindeutigals ey
LinearkombinationderBasisvektoren

Ex
dargestelltwerden 2VektorraumV spanLexey
WirkönnenjedochauchanderelinearunabhänigeVektorenalsBasisvektoren verwenden

Seienz.B er und es
ey

JederVektorkann eindeutigals
ein

LinearkombinationderBasisvektoren

dargestelltwerden 2VektorraumV spanen e

DieAnzahlvon Basisvektoren bleibtjedocherhaltenDieseAnzahlnenntman Dimension

In unseremFallmit V spanLexey spanLenest hatder VR V

dieDimension 2

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasis von R

35



Es istalsomöglichmehrere Basen füreinen endlichdimensionalenVektorraum zufinden
Z.B

ey

ey ein

Ex
2VektorraumV spanLexey VektorraumV spanLenes
Wobei ex und ey Wobei en und es

Versuchenwir nuneinenspezifischenVektor in der Standartbasis ex e und der
Basis en es auszudrücken Betrachtenwir hierfürzunächst Xiv

1 wirerkennensofortdass 3 seinmuss

Somitist derKoordinatenvektor bezüglichderStandartbasis ex ey

1 wirerkennensofortdass 1 seinmuss

nun ist derKoordinatenvektor bezüglichderBasisen ey

Der Koordinatenvektorhängtalso vonderBasisab

NormierteVektorräume

EineNormisteinefixeRegel mitwelcher man jedemVektor in einemVReinereelle

positiveZahl zuordnenkannDadurchkannmansiedannVergleichen

Mathematisch lässtsichdaswiefolgtdurch eineAbbildungausdrücken

R i

EsgibtvieleMöglichkeiten dieseZuordnungzumachen
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geometrischeLänge EuklidischeNorm

2 2,72 V 18

W 17

grössterEintrag Maximumsnorm

2 Max h h V 3

W 4

Achtung es müssenbestimmteBedingungenerfülltseindamiteineNormvorhanden ist

v WE α ER mussgelten

1 V Ound v O i v 0

2 V α v

3 W V w

BeispielesolcherNormensind

Vz vit v EuklidischeNorm

AufR
gg maypry pygymnungnor

A 2 ai HibertSchmidtNorm

AufR A MEIFIai Spaltenmaximumsnorm

A z FEIFIai Zeilenmaximumsnorm
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Skalarprodukt

WirhabennuneinToolumdieGrössevonVektorenineinemVektorraumzuvergleichenIndiesemnächsten

SchrittwollenwirdieBeziehungzwischenzweiVektorenmiteinerreellenZahlbeschreiben Wieder lässt

sichdiesdurcheineAbbildungbeschreiben

R X y Xy

WobeifolgendeBedingungen erfülltwerdenmüssen

Xy ZE α ER mussgelten

1 Kytz Xy Kz

2 Kay α Xy
3 Xy y
4 X X 0 und X X 0 0

Wenn y 0 dann sind y orthogonal y
Esgibt vieleweitereSkalarprodukte Oftmüsst ihrzeigenobeineAbbildungeinSkalarprodukt ist

MitdemSkalarproduktkanneineNorminduziert werden

2 X X

Diese Norm erfüllt immeralle BedingungfüreineNorm egal welchesSkalarprodukt

Überblick

EineNormordnet jedemVektor eine
reelleZahlzu Ehre

ordnet jedemVektorpaar
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Gram Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Orthonormalbasis ONB

es e v

E i i i i i
b

BeieinerOrthonormalbasis stehendie Bei einer herkömmlichenBasismüssendie
Basisvektorensenkrecht zueinander Basisvektorenweder orthogonalnochnormal

orthogonal und habendieLänge1 sein

normal

7 B
e e es b be be

WillmaneinenVektor indieserBasis Willman einenVektor indieserBasis

darstellen dannkannihneinfach darstellen dannkannihnnicht orthogonal

orthogonal projizieren projizieren LGSlösen

Orthonormalprojektion

EinVektor w lässtsichaufeinenVektor v wiefolgtorthogonalprojizieren

µ
wie u

w
v

i

Sei es en eineOrthonormalbasis desVektorraums V danngilt EV

X e er
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Wiekönnenwirnun einesolcheOrthonormalbasis finden BzwKannichaus jeder
herkömmlichenBasiseineOrthonormalbasisbasteln

Ja

Dazubenutzenwir das GramSchmidt Orthogonalisierungsverfahren

Dafürbenötigen wir einebeliebigeBasis B be bis
einbeliebiges Skalarprodukt

undproduzierendamit eineOrthonormalbasis E es er

i Wähleeinenbeliebigenersten Basisvektor b undnormiereihn

er
be a

bebe b
ie

ii WähleeinenzweitenBasisvektor be Ziehezuerstden zu b parallelen

Teil ab
by

ez be bees ei
ei ei

und normiereihndann

ez by

it

iii WiederholefürjedenweiterenBasisvektorbi

e b bi e ey bi ez ez bi ein ein

ei Ei ei
DaskommtSEHRoft beiPrüfungen dran
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4.1 Beispielaufgaben

4.1.1 Seien

v1 =

0

@
1
0
2

1

A , v2 =

0

@
0
1
1

1

A , v3 =

0

@
0
2
2

1

A , v4 =

0

@
3
0
1

1

A

Kann w =

0

@
4
1
2

1

A als eine linear Kombination von v1, v2, v3, v4 beschrieben werden?

Falls ja, geben Sie eine Linearkombination an.

Lösung:
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0 0 0 5 7

4 75

4s.tt 1 9 9 75
2 1 27 2 1 2

1 4 3.75



4.1.2 Es sei der Unterraum U ⇢ R3 gegeben durch

U := {(x, y, z)> 2 R3 : x+ y + z = 0}

Bestimmen Sie eine Basis von U .

Lösung:

4.1.3 Überprüfen Sie ob die folgenden Teilmengen Unterräume sind. Begründen
Sie Ihre Antworten.

a) R3 ⇢ R3.

b) {A 2 Cn⇥n | A> = A} ⇢ Cn⇥n für n 2 N.

c) {p 2 P3 | p(1) = 0 und p(1100) = 0} ⇢ P3, wobei Pn für n 2 N der
Vektorraum der Polynome mit Grad  n ist.

d) {(x1, x2, x3)> 2 R3 | |x1|+ |x2| = |x3|} ⇢ R3

Lösung:
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7 0 v1 3 0 vi 7 0 V5

aber v3 v2 v deshalb B

a 23 23

EnthältNullvektor 23

Abgeschlossenbez Addition
23 xi.si

Abgeschlossenbez Multiplikation α

IstUR



b EnthältNullvektor 88 88

Abgeschlossenbez Addition

Abgeschlossenbez Multiplikation α

IstUR

c EnthältNullvektor P 0 370 2 0 0

Po17 0 Po11001 0

Abgeschlossenbez Addition
a a

Abgeschlossenbez Multiplikation
a a

α

1 110 11

IstUR

d EnthältNullvektor 0 0 0

Abgeschlossenbez Addition
1 1 2 0

keinUR



4.1.4 Betrachten Sie den Vektorraum P3 der reellen Polynome vom Grad  3 mit
der Basis B = {x3 + 1, x2 + x� 2, 2x+ 1, x+ 2}.

a) Welches Polynom in P3 hat die Koordinaten (2, 1,�1, 3)> bezüglich B?

b) Sei p(x) := x3+x2+x+1. Bestimmen Sie die Koordinaten von p(x) bezüglich
B.

43

a
2 1 3 1 1.1 7 2 1 2 1 31 2

2 3727 7 2 2 1 3 6
2 37 272 5

2 III
Xy
3 2 2 48 3
EI Es



4.1.5 Sei V der von den Funktionen {1, x, x2, ex} aufgespannte Vektrorraum mit
dem Unterraum U := {1, x, x2}. Für zwei Funktionen f, g 2 V sei das folgende
Skalarprodukt definiert:

hf, gi := f(0)g(0) + f 0(0)g0(0) + f 00(0)g00(0) + f 000(0)g000(0).

a) Wie lautet die Norm von f 2 V bezüglich des gegebenen Skalarprodukts?

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis in U bezüglich des gegebenen Skalar-
produkts.

c) Verifizieren Sie, dass h. , .i tatsächlich ein Skalarprodukt ist.

Lösung:
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a
X.X

f 71012Floß 51012 Flo

D GrahamSchmidt b 1 bz x.bg

ey I 1 ej bzbz.esey 1 1 x bz

ez

ej bsk.kz B 1 x

es
c X.y.EE

x.ytz O y 0 210 Klo yo 210 O y.totz'l0 O y 0 2 10

O y 0 O 210 O yo Klo 210 O y 0 O Elo
O 510 O 2 O

X.yx.zx.LYO Xylol Klo Lylo O xy 0 O y 0

O y 0 Klo yo O y 0 O y 0 α Xy

Xy O y 0 Klo yo O y 0 O y 0

9101 10 yo o y 0 O y 0 O g

X.x 1012Hof 1012 107 0

f f 0 f 0 e TermsonstnieNull



4.1.6 Sei folgendes Skalarprodukt auf P4 gegeben

hp, qi =
Z 1

0

p(x)q(x) dx.

Finden Sie eine Orthonormalbasis für den Vektorraum span(1, 3x4).

Lösung:

45

GrahamSchmidt b 1 bei3 4

e 1

ein
4 1 13 51

3 4 35

e

ez 3 4 3Pdx 9 8 158 4 29dx

ez 451343 43154 1

2 Halbtag



5 Lineare Abbildungen

 
Definition

Seien und reelleVektorräume Dannheisst

F i Fx
lineareAbbildung falls X.GE α ER

i Fx y Fx F y und ii F α αF

wennwir nunprüfenwollenobeine Abbildunglinear ist dannmüssen wirprüfenob

i und ii gelten

Beispiele

Fi if i Fx y 3 y 3 34 Fx F y linear
ii F α 3 α α 3x αF

Fi 3 i Fx y 3 y 2 3 39 2 Fx F y nichtlinear
affinlinear

WeitereEigenschaften von linearen Abbildungen

Owirdauf 0 abgebildet

sind und endlichdimensional z.B 2 dannkann jede lineare

Abbildung F durcheine m n Matrix Ae beschriebenwerden

F

A heisstdannAbbildungsmatrixvonF

Beispiel

F22 23

Y 5
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LineareAbbildungenundMatrizen

Wie wirgesehenhabenkönnenwirlineareAbbildungendurcheineMatrixbeschrieben x Ax
AnhandderAbbildungsmatrixkönnenwirvielüberdieAbbildungherausfinden

Bild
Ganz amAnfangvon LinAlgI sahenwirdieMatrixVektor Multiplikation

DasheisstallemöglichenVektorendie durchdasProduktAx entstehenkönnen werdendurch

dieLinearkombination derSpaltenvon beschriebenZumBeispiel

erreichbarer erreichbarer
Bereich Bereich

i

i i i

DiesererreichbareBereich nenntsichBildeinerMatrix DieDiemensiondesBildesistderRang
Mathematischformuliert

Bie y.cz e2 sodassy AER

Kern

Wiegeradegesehen beschreibt dasBildeinerMatrixdenRaumaufwelchenbeliebigeVektoren

durch abgebildetwerden

A BildvonA

Ä Ä i

i
47



WirfragenunsnunobesVektorengibtdieaufNullabgebildetwerden

DhWirsuchenalle sodass 1 0

A

i

i nenn

Mathematischformuliert Kern e2 0

ZusammenhangmitLGS

Rangvoll Rangnichtvoll

a

IIÄösung
X X O

Uendlichviele
Lösungen

i

i

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasisvon R

DasBildvon istnDimensional

DerKernvonAbestehtnurausdemNullvektor
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Zusammenhang
dimKern dimBild n

Beweis

Seite 2

DerKernvonA istdieLösungsmenge desHLGSAxO DieseLösungsmengehat n rfreie
ParameterDabeiist rderRangvonA AnzahlPivots

A t.ws t.xetr2n 3n r 1

DerLösungsraum von AxOhatalsodie Dimension 1 DamithatauchderKerndie
Dimension 1

dimKernA n r

Durchdas Gaussverfahren zum dösenvonAx0 habenwir die Zeilenstufenform R von

A gefunden DieBildervon Aund RlassensichdurchdiejeweiligenSpaltenbeschreiben

A R 07

BildA span a a a BildR span r r r

Da AundR dieselbeLösungsmenge beschreiben spannensieauchdenselbenRaumauf
DadurchhabenSiedieselbeDimension

DieDimensionvonRisteinfachzu bestimmendasiegleichdemRangr ist

dimBildAl dimBildR r

Dadurchist dimKernA dimBildA n r t r n

dimKernA dimBildA n
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Basiswechsel

Wiewirbereitsgesehenhaben könnenwir fürdenselbenVRverschiedene BasenwahlenOftkanndie
WahleinerbestimmtenBasiseinProblemstarkvereinfachenUmvoneinerBasisindieandrezuwechselnbenutzten

lineareAbbildungen

BasiswechselfürVektoren

KoordinatenbeschreibenumwievieldieBasisvektorendesasoziiertenVektorraumsskaliertwerden

Dh dieKoordinatenhängen immervonden Basisvektorenab

Z.B inderStandartbasis

4 1
4 3 2 1 1

Würdenwir z.BdieBasismitBasisvektoren wählenunddieKoordinatennichtändern

würdenwireinenanderenVektorerhalten
1

4 1
4 3 2 1 1 2

MitdenneuenBasisvektorenwären die richtigen KoordinatenfürdenselbenVektor

1 2
2 2

InderneuenBasis sinddie
Koordinatenalso

1

1 beschreiben

standart 2neu gleichenpunkt

Wennwiralso voneinerBasisineineanderewechseln müssen wirauch dieKoordinatenändern

Dafürführenwirdas KonzeptderÜbergangsmatrixein

50



NennenwirhierfürunsereStandartbasis B unddieandereBasis B Wirwollen

nunvonB nachB transformieren

WirsuchenalsodieKoordinateneinesVektorsaus B inderneuenBasisB

Mathematischausgedrückt hi I
FormeinesLGSinMatrixSchreibweise

I B B I B I B
FB

B I
B
I it I

B I

DieMatrix transformierteinenVektorausderBasisB indieBasisB Wirwollenjedochdie

Transformation von B zu B DafürnehmenwirdieInverse

UnsereÜbergangsmatrix istalso B D Bis

Zusammenfassend

FürbeliebigeBasen q 9 an und wewa Und gilt

91 92 9

V

51
7 Halbtag



BasiswechselfürDarstellungsmatrizen

WirkönnennunVektorenvoneinerBasisineineandereTransformierenNunstelltsichdieFrageobdasauch

fürMatrizengiltDennlineareAbbildungenundderenDarstellungsmatrizen sindauchaneineBasisgebunden

Sei AeineDarstellungsmatrixeinerLinAbbildunginderBasis Danngilt

9

wirsuchennundieDarstellungsmatrixdergleichenAbbildunginderBasisw Also

w w 9W

DurchUmformenerhaltenwir

g 9g

9 99 9g 9 w

9 w

9 w w

w 9 w

w

BeieinergenauenBetrachtungfälltfolgendesauf

w w 9W

w 9 w
TransformationdesEingabevektorzuBasis

AbbildunginBasis

RücktransformationzuBasisw
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5.1 Beispielaufgaben

5.1.1 Sei

A =

0

@
2 1 �1 2
1 0 �1 0
3 1 �2 2

1

A .

Bestimmen Sie eine Basis für das Bild und den Kern von A.

Lösung:

5.1.2 Sei P2 der Vektorraum der Polynome vom Grad  2 mit der Basis B =
{1, x, x2}. Sei

L : P2 ! P2

p(x) 7! p00(x) + 4p0(x) + 3p(x)

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von L bezüglich der Basis B.

Lösung:

53

Xy t 3 5 STER
S

2 2 4 3 _zt.si
KernA

DaRangA 2 nehmenwirzwei1inunabhSpaltenvonA Bild A

1 3 ersteSpaltevon A

4 3 zweiteSpaltevonA

2 8 3 2 dritteSpaltevon A



5.1.3 Geben seinen die Abbildungen

a) F : R2 ! R2, (x1, x2)> 7! (2x1 + x2, x1)>

b) G : C([x0, x1],R) ! R, g(x) 7!
R x1

x0
g(x) dx

Prüfe ob die Abbildungen F ,G linear sind.

Tipp: C([x0, x1],R) beschreibt alle stetigen Funktionen auf dem Intervall [x0, x1].

Lösung:

54

Fxy 2 1 95,492 24 2 291192 Fx Fy

Fax 2 α 24th Fx
F istlinear

F R R

E 24 A

b
99h ffgxthxdxffgxdxtffhxdxsg.sn
Gag ffxgxaxx.fi gxdxxGgGistlinear



5.1.4 Gegeben Sei der Vektorraum V 3 = R3 mit der Standardbasis B. Die Matrix

A =

0

@
�5

6
1
6

1
3

1
6 �5

6
1
3

1
3

1
3 �1

3

1

A .

definiert eine lineare Abbildung von V 3 nach V 3.

a) Durch eine Wahl der neuen Basis

B0 =

(0

@
2
0
�1

1

A ,

0

@
�1
1
0

1

A ,

0

@
1
1
2

1

A
)
.

werden neue Koordianten eingeführt. Bestimmen Sie die Übergangsmatrix
T von B nach B0.

b) Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung in den neuen Koordinaten
beschrieben?

55

a s S s

b

3



5.1.5 Betrachten Sie die Abbildung F : R3 ! R3 gegeben durch

0

@
x
y
z

1

A 7!

0

@
7x+ 5y � 8z
5x+ 3y � 4z
�x� 3y + 8z

1

A

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von F bezüglich der Standardbasis E =
{e1, e2, e3} von R3 an.

b) Gegeben sei die Basis B = {b1 := e1, b2 := e1 + e2, b3 := e2 + e3} von R3.
Finden Sie die Übergangsmatrix T von B nach E und ihre Inverse T�1.

c) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F bezüglich B unter Verwendung
der Übergangsmatrix T und ihrer Inversen.

d) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von F und eine Basis des Bildes von F .
Geben Sie ausserdem die jeweiligen Dimensionen an.

Lösung:
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a

c

b
c

c EB E BE

d

Kenia1 dim 1

RangA 2 dimBild A 2

BildA Ii



6 Eigenwertproblem

 

Betrachten wir zunächst eine lineare Abbildung gegebendurch Ax AEC

DieAbbildungnimmteinenVektorX undbildetihnaufdenVektor X AX ab

A

Wirfragenunsnun obes bestimmteEingabevektoren gibt welchedurchdieAbbildung A

nur um einenFaktor 1 gestrecktbzwgestauchtwerden

A X X

WirwissenalsodassindiesemFallfüreineAbbildung gegebendurch AX folgendesgeltenmuss

X Ausdembekommenwirdanndie allgemeineGleichung

Rx

DerVektor welcherdurchdieAbbildungnurgestrecktbzwgestauchtwirdnenntsichEigenvektor

DerFaktor1 umwelchengestrecktbzwgestauchtwirdwirdEigenwert genannt

Eigenwerte

Wirsuchenalsoein 1 sodass Rx giltWobei 0 Durchumstellen erhaltenwir einHLGS

derForm
A R 0

WannhatdiesesHLGSnurnichttrivialeLösungen x 0

DasHLGShatnichttrivialeLösungengenaudannwenn det A R 0

MitdieserGleichungkönnen wir nun dbestimmen
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Bsp
Sei 350 bestimmealleEigenwertedi von A

det A 1 det 1 det 6
3

0

3 1 611131 0

1 3 12 3 13 6

DasPolynom pAR det A R heisstcharacteristischesPolynom WennAEC dann

istpAR einPolynom ntenGrades

InunseremBeispielistderEW 3 einedoppelteNullstelledescharacteristischesPolynoms

WirsagenalsodassdiealgebraischeVielfachheitdesEW3 gleich2ist Dh

11,2 3 mitalgebraischerVielfachheit2

13 6 mitalgebraischerVielfachheit 1

Merkmalevon EW von AEC

i AhatmindestenseinenEW REC

ii Ahathöchstens nEW REC

iii Ahatgenau nEW REC wennmandieEWmitihreralgebraischenVielfachheitzählt

WeitereDefinitionen zuEW

i DieMengeallerEWvonAheisstSpektrum von A

ii ZweiMatrizenAB heissenähnlich wennfüreinereguläreMatrixT gilt
B A Aund B habendann dasselbecharakteristischePolynom

dieselben EWmitdenselbenalgVf

dasselbeSpektrum

dieSelbeDeterminante
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Eigenvektoren

Wirwissennunwiewir EWbestimmennunmüssenwir nochdie dazugehörigen

EigenvektorenEV bestimmenD.hdenVektor findenfürwelchengilt
dx x 0

DasProblemkannwieder zu A d x 0 umgeschriebenwerden Nunsetzenwireinender

EWeinundlösendasHLGS Demnachsind die EVimmermiteinemEW verbunden

BSP

SeiA 350 mitEigenwerten 11,2 3 und13 6 Bestimmedie EV

vi A R A 3 0

38 O X t ER 12 0 1 0

t oderEx

V A R A 6 0

38 509 0 1 0 2 9 3

oderEx

Vaz A R A 3 0

vi Viz it oderEx

DawirhiereinHLGSmitdet 0 lösen wirdes immer unendlichvieleLösungen für A R 0

geben Dh jedemöglicheLinearkombinationvonEVvoneinemEWistauchwiedereinEV Der

dadurch aufgespannteVektorraumistdanneinUnterraumvon C undnenntsichEigenraum

EigenräumewerdenmitEn bezeichnet
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Bsp
SeiA mitEigenwerten 1 und 3 4 Bestimmedie EV

Ex Ex Ey A R A 1 0

ZweifreieParameter
Gauss

t aus StER
t s

E StER s t StER span

Eyanalog

IndiesemBeispielistalsoderEigenraumE zumEigenwert 11 1 beschrieben

durchEr span

DieDimensiondesEigenraums dimEx heisst geometrischeVielfachheitvonRi
In unseremBeispielistalsodiegeometrischeVielfachheit von 11 2

Die geomVf istgleichderAnzahlderfreienParameter imHLGS A R 0

Allgemeinistimmerzubeachten dassfüreinenEWRvon AEC geltenmuss

1 geomVfvon1 algVfvon R n
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Diagonalisierung

FürAbbildungenistesvorteilhaftwenndieAbbildungsmatrix diagonalist da Diagonalmatrizen leichtinvertierbarsind

undMatrixmultiplikationeinfacherist BeimDiagonalisieren wollenwiralsoeinenBasiswechselmachensodass

dieMatrixinderneuenBasisdiagonalist
FüreineMatrix 6 wollenwiralsoeineMatrix 6 finden sodass

1
dingda an

istdanndieAbbildungAineinerneuenBasis

BeiDiagonalmatrizenwerdenBasisvektoren nur umSkalare vonderDiagonalenskaliert D.h

dieBasisvektorensinddieEigenvektoren

Eigenwerte

f
Eigenvektoren

WirwählenalsodieEigenvektorenderursprünglichen MatrixalsneueBasisDerFaktormit
welchemskaliertwirdsindgenaudieEigenwerte

Die Übergangsmatrix enthältdannalsSpaltendieEVvon DieDiagonalmatrix mussnun

aufderDiagonalendieEWvon haben Dh diag2 In

DawirfüreineDiagonalisierung brauchenmuss regulärsein

Aufeurer Zusammenfassung stehtaber

Wasbedeutet erfüreine Matrixwennsiehalbeinfach ist

EineMatrix isthalbeinfachwennjedes 2algVfh gVfh

InanderenWorten JederEW 2 mitUfhgezählthateinenEVwelcher linearunabhängigvonallen

anderenEV ist Deshalbgiltauch
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Recall

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

Aistinvertierbarregulär

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasisvon R

Dadurchdass halbeinfachist garantierenwirdass reguläristundsomitist diagonalisierbar

Spezialfall Symmetrische Matrizen

Sei c 2 symmetrischdanngilt
isthalbeinfachalsodiagonalisierbar

besitzteineorthonormaleEigenbasis

eineorthogonaleMatrix sodass diagonalist

Anwendung PotenzenvonMatrizen

Sei eC diagonalisierbar Berechne

Da diagonalisierbaristgilt

Nunist 3 IIII 33 diag 2 1 1

Generellgilt diag 2 I

DadurchvereinfachtsichauchdasMatrixexponential e diage ein

durcheinsetzen ine
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Hauptachsentransformation quadratischerFormen

QuadratischeFormen

EsgibtquadratischeFunktionen inmehrerenVariablen Z.B in zweiVariabeln

4 1 2

BeigenauererBetrachtungsiehtman dassdieseFunktionauchmiteinerMatrixbeschriebenwerdenKan

Hier ist nun 4 1 2 diequadratischeFormvon

Allgemeinkönnenwirfür jedesymmetrische Matrix c 2 diedazugehörigequadratische

Formfinden Sie istwiefolgtdefiniert e 2

2 2

X X 9,4

JenachMatrixkanndiequadratischeFormgraphischandersaussehenBspfür2Variabeln

Die unterschiedlichen quadratischenFormenlassensichklassifizieren

taggen

EinereinquadratischeFormhatkeineMischterme Dh SiewirdmiteinerDiagonalmatrix gebildet

e 3
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DurcheineTransformationkönnenwir einenichtreineForm ineinereineFormumwandeln

DafürnehmenwirdieEVderMatrix undwählensiealsneueBasis Diagonalisieren Durchdiese

Transformationbringenwirdie quadratischeForminihreNormalform

Kegelschnitte

SeieinequadratischeForm für e222symmetrischDannistdie Niveaumenge

e22 q x 1

einKegelschnitt VerschiedenesymmetrischeMatrizenlieferneinendieserKegelschnitte

Fürdie quadratischeForm 4 1 2

Z 1

Kegelschnitt

SeieinequadratischeFormg für e233symmetrischDannistdie Niveaumenge

e23q x 1

eineQuadrikoderFläche2GradesVerschiedenequadratischeFormen liefernverschiedeneQuadriken
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Die Normalformen allerKegelschnittesind

Hauptachsentransformation

x
g

Rotation Translation

x

g
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6.1 Beispielaufgaben

6.1.1 Sei

A =

0

@
�3 4 �4
0 5 �8
0 4 �7

1

A .

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und geben Sie die geo-
metrischen und algebraischen Vielfachheiten an.

Lösung:

66

det A II 0

5,12 13 2 54
2.215211

721 32 0

5211 72 32 1 273
LEE HÄH

E3

3 5 E 3 geom.ufh 2

1 1 10 it ER

Xy Zt f
Es geom.ufh.es



6.1.2 Sei

A =

0

@
�3 4 �4
0 5 �8
0 4 �7

1

A .

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und überprüfen Sie ob
A diagonalisierbar ist.

b) Falls möglich, diagonalisieren Sie A, so dass

D = T�1AT

c) Kann T orthogonal gewählt werden? Falls ja, geben Sie ein solches T an.

Lösung:

67

a Aus 6.1.1 P 1 3 2 5 2117 121 32 2 3 2 1

geom.ufh alg.UA Matrix isthalbeinfach Diagonalisierbar

D T

C T kann nicht orthogonalgewähltwerden da A nicht symm ist



6.1.3 Sei

A =

✓
5 �6
3 �4

◆
.

Berechnen Sie eA.

Tipp: Das Matrixexponential vereinfacht sich für diagonalisierbare Matrizen als

eA =
1X

n=0

An

n!
= Tdiag(e�1 , ..., e�n)T�1

.
Lösung:

68

53 15 1 4 2 18 22 7 2 7 1 2 2 0 1 1,22 2

E

gg it ER
E 1 41

2

3 G ff tut ER
1 2 2 2 4

D 5 1 TE

e



6.1.4 Sei die quadratische Form q gegeben durch

q : R2 ! R

q(x) 7! 1

2
x2
1 +

p
3x1x2 �

1

2
x2
2 , x =

✓
x1

x2

◆

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A, so dass q(x) = x>Ax.

b) Führen Sie die Hauptsachentransformation y = Tx durch und geben Sie die
Normalform von q an.

Lösung:

69

a 1232
3212

D
32 12 1 12 1 22 1 7 1 11

E E

TorthogonalSpaltennormieren

4 DT

qlyt xTAx ytDy.ly 42 9 y

q.ly yi y



7 Methode der kleinsten Quadrate

 
Wiekönnenwireine möglichstguteLösungfüreinüberbestimmtesLGS c finden

NehmenwiralsBspein Systemmit3 Gleichungenund2Unbekannten

180

Graphischkönnenwirunsdaswiefolgtvorstellen

Messwertenicht Bild

Difference

Bildvon L2

OptimaleLösung aopt bopt
52

nichtMassstäblich

WirwollennundieLängedesDifferenzrektorsminimieren

d 172 041 b 190 a45 b 180 042 b

Wiefindeichnun a undb sodassdieDifferenz d c minimalist

aoptund bopt findenwirdurch

y d Bildvon orthogonalzud

y d 0

y d 0 Skalarproduktausgeschrieben

y c 0 deingesetzt

y ey 5
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QRZerlegung

IdeeEineMatrix e2 indasProdukteinerorthogonalen Matrix ne2 undeinerRechtsdreiecksmatrix

e2

m m

n m n

Anwendung Die ZerlegungwirdfüreinalternativesLösungsverfahrenderkleinstenQuadrategebraucht

welchesnumerischbessereResultate liefert

Berechnung
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Anwendung fürkleinsteQuadrate

optimaleLösung
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7.1 Beispielaufgaben

7.1.1 Sei
x1+ 0x2 = 2

x1+ x2 = 1

x1+ 2x2 = 0

x1+ 3x2 = �1

x1+ 4x2 = 1

ein überbestimmtes lineares Gleichungssystem. Lösen Sie das Ausgleichproblem
mittels der Methode der kleinsten Quadrate. Das heisst, finden Sie (x1, x2)>, so
dass krk2 = kAx� ck2 minimal ist.

Lösung:

73

10 2

11 1
2 C 0

1111
19

01 2 34

1

Löse c



7.1.2 Gegeben sei
x1+ x2 �1 = r1

x2 �3 = r2
x2 �4 = r3

Lösen Sie das Ausgleichsproblem mittels der QR-Zerlegung.

Lösung:

74

11 1
01 C

01

932 i 3 j 2 az 1 9321 w 2

sindQ c sind
sindcosy cost

Q sind
sindcost 0 1

a

p

0 1
Qc costsind

sindcosy 7
2



8 Lineare Di↵erentialgleichungssysteme

 

mogenelineareDifferentialgleichungen 1Ordnungmitkonstanten Koeffizienten

SolcheGleichungensindbereitsausderAnalysisbekannt AllgemeinisteinesolcheDifferentialgleichung

gegebendurch y t ay t a 2 konstant

MitderLösung y t ceat CE 2

Ein KonkretesBeispielhierfürist y t 2y t

MitderAnfangsbedingung yO 3

DieLösungdieserGleichungistdanngegebendurch

y

y t y o e 3e ᵗ

t

DieLösungsmengedieserDifferentialgleichung y.CC 2 p ay istein1DURvondenmalstetig

differenzierbarenFunktionen 2

SystemehomogenerlinearerDifferentialgleichungen 1Ordnungmitkonstanten Koeffizienten

GenauwiewirauchschoninLinAlgIsahenkönnenwirGleichungenineinen SystembeschreibenDasgehtauch

mitDGL's BetrachtenwirdafüreinBeispiel

Y t 2 t 110 1

galt 4galt 10 3

DiesesSystemistentkoppelt dabeideGleichungen unabhängigvoneinandersindDadurchkönnen

wirsieauchseparatlösen

I t y 0 e e t

Yalt 10 e geht
t

75



UnddawirinLinAlgsindkönnenwirauchsolcheSystemeinMatrixschreibweise ausdrücken

oo b x e e

Graphischkönnenwir uns
Odaswieherkömmliche

Linearkombinationenvorstellen Hlt t

y t
blossdasjetztalles auch g t

von t abhängt

EskannaberauchseindassdieGleichungenabhängig voneinandersindbeispielsweise

Ht 40141
I 101

galt 2 t 3galt

Daskönnenwirnichtmehr
direktlösen

WennwirdieMatrizenderzweiBeispielevergleichenfälltfolgendesauf

1 und

DieMatrix istDiagonalWennwirnununsereMatrix diagonalisierensolltenwirdasSystem

wieobenlösenkönnenWirführenalsoeinenBasiswechsel y indieEigenbasisdurch

t

O O

InderBasis könnenwirdasSystemnunlösenunddanachzurück Transformieren

t e e y t e e 3
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Ja Y 1

O

t alt t1

t
ft

2

GenerellkönnenwirjedesSystem homogenerlinearerDifferentialgleichungen 1Ordnungmitkonstanten Koeffizienten

KompaktmitMatrizendarstellen

111 1202 1nA Y 11 12 In

mit
In ante anaya anna an an ann

DieAnfangsbedingung istdann O

unddieallgemeineLösung lautet r e

Wennnun diagonalisierbaristvereinfachtsichdieallgemeineLösungenorm

r e diagle eh o

HomogenelineareDifferentialgleichungen höhererOrdnungmitkonstanten Koeffizienten

Bisjetzthabenwirnur Differentialgleichungen 1OrdnungbetrachtetalsoDifferentialgleichungen indenen

maximaldie1AbleitungvorkommtWielösenwiraberDifferentialgleichungen höhererOrdnung Betrachtenwir

hierfürdieGleichung

y t 4g t 2g t 3gt 0

DurcheineSubstitutionkönnenwirdieDifferentialgleichungin einhomogeneslinearesSystem

1Ordnungumwandeln
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Yo

y
Ya Ya Yat 4 t 2g t 3 4 0

J
Is Ja DGL1Ordnungmit3Variabeln

DamitdieInformationenderSubstitution nichtverlorengehenwerdenSiemitGleichungenindasSystem

eingebunden

YoJa
oder

3 21 492

Sidenote DieSubtituition funktioniertauchbeinichtkonstKoeffizientenundinhomogenen Gleichungen
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8.1 Beispielaufgaben

8.1.1 Sei

A =

✓
1 1
6 2

◆
.

Lösen Sie das Anfangswertproblem

y0 = Ay , y(0) =

✓
0
10

◆

Lösung:

79

16 1 1 1121 6 1234 4 12 4 1 1 0 11 4 22 1

E

p 12 3
HER
1 5 Ey

2 ERE 1 2 1 E 16 3

y Cae cae

Anfangsbedingung

O C ca 61 62 2

y 2e 2e



8.1.2 Gegeben sei die Di↵erentialgleichung 2. Ordnung

y00(t) = �8y(t) + 4y0(t) (†)

a) Verwandeln Sie (†) in ein Di↵erentialgleichungssystem 1. Ordnung. Welche
Dimension hat der Lösungsraum dieses Systems?

b) Geben Sie die allgemeine reelle Lösung des in a) gefundenen Systems an.

c) Bestimmen Sie die Lösung von (†) zu den Bedingungen y(0) = 1, y(⇡4 ) = 1.

Lösung:

80

a y t 8pct 4g t inSystem1 Ordnung umwandeln

Substitution

Yo Ja

y y
V1 8 4J Wobei yo y

dadurchergibtsichfolgendes Differentialgleichungssystem y y

Do V1
01 Da c Ʃ hatder

Y 8 41 V1
Lösungsraum dieDimension 2

b AllgemeineLösung finden

EW

det 1142 8 742 8 11.2 4 1932 4 2
16 4242 2 2

11 2 22 12 2 22
EV

Ezzi 282 412 2 8 2822 212
2 2 221 0

0 0 0

J S mitkomplexKonjugiertemerweitern

2 2 S Yo 252 für s 4 Yo 242 44242 I i



Ezzi span Ezzi span immerkomplex konjugiertePaare

AllgemeineLösung t e EV f ehzitt
DieseLösungist jedoch
Komplex

im

inreelleLösungumwandeln
ein cos ging

Reminder IG
re rosa irsind

t e e e cosat isinzt

e cos
4 52 495,22

sinat e coat sinat sinat coszt
4sinzt

RealundImaginärteilsindlinear unabhänig

DaderLösungsraumdieDimensionzweihat istdieAllgemeine Lösunggegebendurch

y t e alcoszt sinzt blsinzt coszt

y t e la b cosat la b sinzt

C LösungenfürfolgendeBedingungen yO 1 yE 1

y t e la b cosat la b sinzt

i.ly 0 elIablcoso la bsind ab 1

ii glatt Ella b cos la b sin Ela b 1 la b e

y t e cosat e sinzt



8.1.3 Gegeben Sei das Di↵erentialgleichungssystem 2. Ordnung

y00(t) = �2y(t) + z(t)

z0(t) = �6y(t) + 3z(t)

a) Verwandeln Sie das Di↵erentialgleichungssystem in ein System 1. Ordnung.

b) Geben Sie die allgemeine Lösung des in a) gefundenen Systems an.

Lösung:

81

a.ly
ubstitution

Y x Ä
0 21

2 6g 32 21 3

b EWundEVberechnen

1 0,1 1,1 2 mit Eo E E
2

012

002

AllgemeineLösung

In c Cat c e
2


