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0 Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Unterlagen meiner Ubung der Ficher ,Lineare Al-
gebra [ und , Lineare Algebra I1“ aus den Semestern HS23 und FS24. Weiterhin
wurden Materialien aus den Ubungsunterlagen von Robin Frauenfelder und dem
PVK Skript von Gioele Zardini {ibernommen. Das Skript wurde fiir den PVK im
Sommer 24 angefertigt und soll als Lernhilfe und Repetitorium fiir den Stoff der
beiden Vorlesungen dienen. Es sind Theorie sowie Beispielaufgaben enthalten.

Trotz Revisionen des Skripts kann ich weder die Vollstindigkeit noch die Kor-
rektheit garantieren. Es ist moglich, dass kleine Fehler enthalten sind. Falls dir
ein solcher Fehler auffillt, wére ich dir dankbar, wenn du mich per E-Mail dariiber

informierst, damit das Skript korrigiert werden kann.

Eine aktuelle Version dieses Skripts sowie weitere Unterlagen findest du auf meiner
Website: n.ethz.ch/~nbartzsch/.

Vielen Dank und viel Erfolg mit Lin Alg I & II.
Nicolas Bartzsch

Version: 3. Juli 2024


n.ethz.ch/~nbartzsch/
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1 Lineare Gleichungssysteme

Definition:
Gleidwngssysteme. sind Hangen von Gleidwungen mit ener oder mehrecen Vaciabeln.
Wown ist &w Gleidungssystem fineas 2
> Wenn die Unbekonnton nut in dec ersten Pstent vorkommen . Mestens werden die \aciobeln mit

reellen SKalacew multiphaiect.

Bsp: Lineas: nidd Lineac:
[3x1+ 2x,=3 i+ xl=6
x+ ¥x,=8 7, + coslx,)=2
)lo'liu'k;o‘\}
Erweitete Mobein:
Xy X, X%
X, +2% + 8%, = 2 8
X, +7 X% + 3%, = — T3
X, +4%x, +1x, = 4 1
Maeiz -Veldorprodukt Ax =b
1 1 n
o o .« O .
A=|"12 %2 = %n mxn Malcix
%m1 %mg *** %mn m ﬂe,ic‘\uhﬁev\.
t
x, b, N Unbekonnte
xX:= %2 , b:= ?z .SP&“’.C"NCH.OM
xl’l bn
dos Produkt wicd definiert als:
%y Py oo Xy Okt Oyt oy %,
A = F1z Oy eee Oy L I e e o o N I b
*mi Oy %mn X, O X CmaXot ot QX

Lb'sungsveriakren :

Ein LGS hot entweder:
= eme e'mdeu.ﬁac, l&sw\g
= unendlich vide Losungen

- Keine Losung



Um. /.Esuhﬁen 2 f‘mdev\ berutzen wir den Gamsschen Alsoriﬁ\wws. Dodusch brinﬂm wir das L6S

m une

Form i der en eifock 2u losen ick. Diese Form heisgt Zeilendufenform.

X, % % | X, X, %, %
fus m=m 3 2 8|3 3 2 8 03 fur m#n

o|q 3|8 o 0 I3 5|8

o o [DI3 o o o]l@|s

In diesec Jorm Lisd sich dos L6S dusch Rickwastseinselien losen . Um ouf die Zeilendufenform 2u 3el¢m3u\

benfaen wic den Gousschen Algerithmus. Dieser bestehi ous elementaren Zeilenumformungen,
I.) vestouschen von zwei Zeilew

I)

addieren eines vielfachen einec Zelle 2u eiver andesen.

Die Assungsmenge blebt dutch diese Operationen unvesdnded .

Hot mem LGS num eme , Kene oder umendlidh viele Lésumﬁenz. Rebroditen wic einige LGS i Zeilendufenform .

n=3 n=3 n=3
—— — ——
X, X, X, | X, X, X, | X, X, X, |
1 1 3|1 1 1 3|1 1 1 3|1
o 1111 o 1. 1|1 o 1111
0 0 -61-3 o o0 o010 o o ol

wenn Rang gleids Anzohl Lenn Rowg klemer ols Awishl  Wenn Rowng Kleiner als Avaahl
Unbekawvte .

Urbekonnte und letzte Zesle Urbekonnte und letzte Zesle nie
immer giiltig . gi}u&ia (Vestrialichkeitsbedin gungen)
eindeutige Losuny tendlich viele Losungen Keine. Losung

Geometriccne Intespretation:

Zeilewintespretotion:

Betrochten wic die emzelnden Zelen eimes 2x2 L6S, oo Konnen wir O Gexaden im 2-D Roum  definieren.
Anolog in 3-D mit Fbenen.

Bep:

X, +dx,=85 & xs=
1 215

Xy
2

l

+ = o« = -

Abk&nia von dex Lssungsmenge kénnen in 2-D  folgende Talle auftreten.



< LOSUNG i 9\)9@

emdeutige Losung unewndlich wiele Lésungen keine Listng

Spoltenivtecpretation:

Dofis nehmen wic die Spalten als \ekboren und slellen unser LGS als (ineoskombination dec

Spo.\hn doc . Lineackombivation bedertet hier skaliecen und addiecen.

Bep.:

X +dx,=5 Xy +(l)x2=
X+ 1x,= 1
1 o 7 1
7'y ( 0 X, & (7.) . 'y .
/ H/~ (;,)762
X, ,
X, X,
Wicht wrosstablich. 5 Nicht wassablich 5 Micht wasssiabich s
emdeutt ge Losung unewndlich wiele Losungen keine Lasung

| |
4 2|5 _, 4 2[5 4 2[5 _, 425 1 2|5 _, 41 2|5
54 |7 o 1|2 2 410 oolo 2 4]3 oo |1

Wenn. des Rmng voll ik (r=m) gibt es fic jedes (Ax=b) eine e.‘mdeuﬁﬂe, LBsuwj (denn alle Spalten-

vektoren sind (ineor unobhnanig)
Waunn der Pamg mecht voll ist (€< Sind mind Zwe Spalten Lineos abhnangig . Dex p\m\% 506& wns

wie vide Spaltenvekboren [mear wnobhdvgig Snd und daduch oudh die Dimension des Losungstoum

n: Anzahl Unbekannte

Ty X2 X3 o T 0 xTp| 1

® % * SRR EERIE by
§o 0 0 ® - % EE bo -
s 0 0 0 . EE. b1 )

o

S . . . o 5 ° =
=) B . 5 [
© . . .
O A5
= 0 0 0 el ® - % b,
E 0 0 0 .- 0 -+ 0 bry1
< : : : : : :
= : : : :

0 0 0 <o 0 e 0 b




Folgende Aussagen sind fiic jede Matrix AeR™" &quivalent :
— A hat vollen Rang
— Ax=b besitat eine cindevkige Losimg
— Ax=b st fyr beliebiges b lssbas
— Das homagene Las Ax=0 ot ner die triviale Lasuwng (x=0)

— Zeilen / Spallen Sind  Lineos unobhinig




1.1 Beispielaufgaben

1.1.1 Fiir welche Werte des Parameters a hat das Gleichungssystem

ar1+ 4xrs  +dr3=a
lzi+ azry —223=1

2r1+ 2axs —a’rs=a

keine, genau eine oder unendlich viele Losungen? Bestimmen Sie jeweils auch die
Losungsmenge.

Losung:
| | |
o k 5|a 1 o -2 |1 1 o -2 |1
Tel -a. I+
1 o« 2[{ —™ o 4 5la ST 0 -d44 245|0
2 Qo. -O-z o 2 Qo_ -().2 o 1A 0O 0 "l'lkz -2%o0-

1) keane Lisung

Y-or =0 @a2=H¢->Q=12.3 2
-2tafe & o ¥2 &=

i) etndent g2 Losung
a=-3
Lo = -0 &= o*ta -6 =0 & (atDo-2) =0 — a= —>f|}l( o= ist Roma wht vell!
=d i nt .

o=-23 : 1
X .=
1 3 -2 |1 S s _ 4
b -5 -4 |0 RN O
0 0 -5 |-5 Xy=1+3%,42%; o X4=4'33'*2 =12

i) wendhidh viele Lésuvlam

h-ot=0 & o’z 4 ¢->0~'-i°23
-2+ta =0 &S =2 o= 2

4 2 -2 |1 Ax4=0 =5x3=0
0 o 9 |0 x,=t  teR
0 0 o0 |O

)(.1= 4 +213'2K2 & X.'= '1-2'!:



1.1.2 Geben Sie fiir a und b Bedingungen an, so dass das System

01’1 +axs +1£U3 =-b
ary +0xe +brs = —1
ary —+ars +2r3 = —2

a) eine Losungsmenge mit zwei freien Parametern besitzt.
b) eine Losungsmenge mit einem freien Parameter besitzt.
c) eindeutig losbar ist.

d) keine Losung hat.

Geben sie fiir alle Fille a), b), ¢) die Losungsmenge an.

Lo6sung:
| | | |
0 o 41|-b o 0 b |1 o 0 b |-A1 o 0 b |1
o 06 b4 I, 0 o 4| IB 0 o 4|62 0 o 4]
o o 2 |-2 o0 & 2 |-2 0 o -bia|-1 0 O -b+1|b-
o) Zwes freie Pacametes: 0.=0 b=1
| --
0 o 1]|A x5= -1
0 0o 4|4 Xt st
0 0 0 0 )(125
b) em freier Pacameter: o #0,b=1
| .
o 0 A4 | xg-{‘ teR
0 o 1 (-1 Q%= -1- %5 @ XK,- %
0 0 o 0 0~)(1 = '{'X; & Xq= -10-:,2

¢ ) endeukiq Loshos « O #0 b+ 4

(-b*43\(3= b-1 & Xz-_u = -(4_-9 =-1

I
o 0 b |1 1-b 1-b
0 a 1 ]-b  ax,=-b-%1 & Xz='4_b
- ~
0 O -btt]|b-1 o = -1-bxs e s b -4
4

o

d)  Keine Kosung: a =0, b#1



2 Matrizen

Wos sind Matcizen 2

Wie kovwen s Modrizem  veralgemeinernt als  *2olenfeldes®

Eme mxn Matrix A hat die Foem :
Aaq Qqz --- Qay
A=| Ot ez ---Gaw w 2elen
Qs Oy 0 Owy
o = (A);

vorstellen .

- AQRWH

(Z‘e_'ulm znesst , S polfen p&&u)

st dec Einbrog in der i-dew 2ele vmd j-len Spalle .

Motcizen wmit wivor einmec Spalte odes 2l stwd  Spalten- baw. 2eilenvelloren

!4 )\ thit ge Modxi zew:

- Quedrodisch = =

0o oo
> Nulwmoalvix :=| 0 © o , alle Eimi‘r&oe smd mol}

© 0o

4 23

—  Obere Drelecksmafvix :=( ol 5) , ™M= und
Rechtsdreiecksmatbriz o0d6b
100

= Unlece Drelecksmaix  :=(2 301 = und
Livks dveiecksmatriz 456

— Diasovxalmuhix

(A)"i =0 fis 1>

(A);i =0 fo< 1<

du0 0 i
0dn® | = cliog(dus, ks, ohey) ( SKaliech)

0 Ody
400 "
—  Eivheitswobrix = o410 =]In (e ad )
\dentitat co 1
Teoms poniecew :

Die Transponieste von A it AT

1y
423 T
A=<L\56) A(%g)

Ein transponiecler  Zeilanudktoc wicd 20 omen  Spalenvelcter und

Tromsponieten st Lie
Spiegeln an eiver Diojﬂna‘eh

pwapkehet



- Symmek\'sc‘r\e Ma‘{'f'\zen t=

- Anhsymmekiszhe Motrizen:=  ATz-A

2

Redmen wit Matrizen: A, R eﬂam'“

Addition: (u s) (40 1 ) : (:1'-2 y )
h 56 o 40 b6

i Eithfésc wesden emzelnd oddiest

Subteektion: (132 3| _[dro:4 ) | (@2 2
o410 4 ye

- Eiwf:t&ac wesden em2elnd subtrowiert
MulbipliRat ion:

- il emew Skalac eR

- mit emer andecen Modviy -

AeR™" BeR™

seien

m=Nn

A= AT (4 § )
= lm:y\ A: 2 4y
5

Los wwse o dec Diaaom\en
stehen

nicht alle Matrizew Kovnen 2osawwen wolhipliziect wecden . Bedmgun it

n
™m n =wm
A Y
mYwm - ‘hx = wm
[ - |

AB

*

e Bed'mﬁml\j ex{ollt ist dos Produlet defimert dusch:

w

A8y = (A (R)y

Foemel siet kowpliztiesYex aws als es eiguntl e st { SKalosprodukt vow Zelen und Spalten)

= Zysomwenfassend " Spollen auf Zeilen legen.



= 2 x — Bediw\:juv\g exfollt

Beedwen wic vim das Ecaebnis oy . Dafic bauhen wic:

1. 2eile  dec erstews Mabvix ynd 2. Spalte des zuweten Matrix

2
Q4L=(1OO)'(4) =42+041+0-2 *

AY\Q\OS -(‘6( Oaa 5 By Qe

- (400)(0

eaeln.,

6]

1

(@]
)= o, =(021)~<0)
.1

=4, =(o,u)(4

AR = B+A
(AsR)+ C = A+(R4C)
(AB) Cc = AlBC)

(A+R)C = ACtBC
A(c+p)=Ac+ AD
Z(A+R) = 7A+ 1B
A(pAY = () A

ACHTUNG: AR+ BA

A, eR

im o.llscmim‘v\ Fall

2
2

)- s



Modvie Nektor My liplikation - (S paltenstruktorseta)
Sa AeR>™ hnd ™ dawn ist Ax em 3 Spaldenveklor

) -

Retcachion wir nin ewige Speziolfalle:

A Qe QRyy
Qzqy Ray Qay

Oy 0y Q3

4
Sei =0 doav st das Prodokt Ax  defiviert duren -
0
30 2| (4 3
24 u||o] =12 — ecste Spalle wom A
0 2 o \0 0

Wenwn wm x=|

0
) doaw st das Prodokt Ax  defiviert duren -

30 2| |0 0
24 (1| =44 — 2weide Spalle vow A
0 2 0 2
)
Sei ¥ =| 2| domw ist das Prodokt Ax defiviert dureh -
0
30 2 0 0
24 4[] 22| ={2] ~ 2we mal 2wele Spale
0 2 0 o Y
v'
Ser Y= dovw st das Prodokt A x defiviert duxeh -
30 2 0 3
2 4y 1
0 2 0 & l

mxn

Ge'nere" 53[@ Cic Ax: AeR uwd XER“’H

(2) a(n\ A(:'\ = j-te Spm“'e von A

)
A‘A"‘ 7\40{4 P X b ... Xy
-

Lineas [ 0vabination
des Spalten vom A

10



Die Matrizen verhallen sich olso  alwlich wie Fuwmkionen. (Jewn wWan
onen Veldor wit eimex Modvix  wlbipliziest kowwt wiedex o Vekhor
(AvS . Av\a\oﬂ 2 omesr Fowkhion 2B, §(9).

In der Winearem Algebm vawnew wic dies Tronsformabion oder Abb]lduhj.

™ in nxp

Woe wemn x tme Mabrix ist2 Seien alee AeR wad e R

B2:)(20)-(20)

Wic Komnen dieses Prodokt wie zwei Mulbiplikafionen von Matris wit Vekior Seven

Lo p
Q W~
QO

0
q
2

AB - ( Ab(") Ab(") . A b(?\ )

Dao(wc'a\ kamn wan /uou{-\‘i)( Mump]i’(o.ilbheh in besl-?mufm F&\l&n einCack a\aksu\.

SELENS

0
4
4
l 2we wmal essle Spaﬂ'e

-kQN
N SO

Wean wic wieder om Makicen als Teamsformatioven denken, So ist dag

Mulbipiziecm von Matrizem wiz em Konsekuhives Aoskthren wow Trausfocwmatimen.

ABX = Ay = %"
—
Rethenfolge dec Mulbiplikation
1) 2uet tronsformiest R den Eu'hgmhvelclof x. Das StV\ui@r+ dey travsformierten Vekfor '
2) Donath Lovsforwmirt A den beseils Eonslormierten \oklor ' zw x"

lA)l.f kaV\Y\QV\ won Mm"t'(zw oddieren subtronieren uwd mu\‘-;P“Z‘.Qfe“.
o . “ .. J
Kevmen wic awch "diwidiecen 2

In den reellen Zakhlen Komen wic Division als eime Multiplikation sdheeiban - % = xa'

11



hawverse. Moadrizen:

Die nan Inverse von avec nan Malrix A wicd mit A? bezeidhnet . Fs yﬂ'-

¥
AA =T,
Wenn A eime Mverse besitat  se mewut moam A requla¢ oder imverhierdas.

Bildlich wocht A* die Tawsformation von A Ruckgiiniy .

Rechenregeln:
=1 (AT =@
(A™H =4 rang(A™") = rang(A)
(AF) 7 = (@a™)"
(c-A) t=ct.a7"t
(A-By t=B7t.A!

Uvws nun die Jnvecse eimes bo.l-'ebi‘,ev\ nxn Modax 2u becechnen benutzen wir den Gavss - lordon Alaori{hmm‘-

Bsop:
2-10
A=l4 2-2
o4
210400 .. 240|100 ronx 2-40(100 «m 2-10(100
- 422040 —= o0-54f1-20 — oi-szyf1-20 — o-5Y[4-20
014|004 01 1|oo 0 oi-1l1-2-5 co4|125
iy A10[100 L= 240/100 1.x Q00[024 i1 40 oo 4 2
— O 505402 — 040424 — 040124y — 04042y
oo 4|42 5 © o 4(4-2-5 004|425 oo 44 25
L |jo4 2
A=(12y
1-25
All gemein fihren wic ](olgehde Operotion duseh * Al — z|A

Fiic 2x2 Mateizen Sil’r ausserdem:

Bsp= Restimwe die lnverse won A

2 4 - “ 3 A =2 R
33) EaT (1) |k 4 id



Waonwn A eine haverse besitat S0 newnt mom A fegulac odec iwvechierbas.

Wie Kawn es sewm das wicht ivwner eime Invesse exsistiedt 2

Letzte (odhe sohen wir, dass bei einem Produkt 2wiscvien Modvis. umd Veklor twiedec eim Vektor evitsteht.
Das Resultat Kann alse als teansformierte Version des urspeinglichen Vektors gesehen wesden. Mit dec avessen A
von A Kawnen wis die Transforwmation Tiickganig mochen. Mathemotisdh neisst das:

. 4
wemn Av=w dam it Atw =v

Die Multiphikation nit A wmacht die Multiplikation von A clickganiq

D =<4 *) A
2 o [N

Welche Lasung hat dovn =b [2

—* £s gibt ein eh\deul-iae.s {ov jedes b

Es Kown olso elme Motvix existierew ,sodass eivldeul’\j

A'b=

i) (44 -
(23) =

Weldhe Lasung hat dovn =b 2
— ks 535"’ unendlich viele {o+ jedes b . b

Uedes dec Form (.‘41\"' t (‘4‘1\ ecfullt die Gldf)\W\J “ --/ )x

Wic Kovinen alse keive eindeotige Inverse finden, sodass | 23y

Ab=

2

Betcoditen wic nochmal gevaves A, ¢ A, Wes falt auf 2

=(.,, .() Goves (4 -() R"""S( Yz 2 5 Aist fegulac
2 0 G -2

NER Goues 4 4 R‘mﬂ( Y= = Aist sinsul&t
2 2 ©c 0

13



Folgende Aussagen sind fiic jede Motrix A€R" oquivalents
— A hat vollen Rang
— Ax=b besitateine cindevkige Losimg
— Ax=b st it belicbiges b losbas
— Das homogene LGS Ax=0 ot mur die triviole Lisurg (x=0)
— A igt mvechiecbac /cegolicc

— Zeilen / Spalten Sind  fineos unobhing

orﬂ\gama\a. Hokrizen:

Eine nxn Matein heisst octhogonal , folls
AA=T, baw. A'=A"
—> d.h. orthegonale Motrizen sind u.A. Sehs liewit  mvertiecbar!
Octhogonale Matrizen ecfGllen imwmer diese Eigenschaftew:
i. Zeilen hoben Lange 4 und sind  Senkrecht oufeinondec

ii. Spolten hoben Llange 4 und sind Senkreckt aufeinomdec

Bsp: Sei A orthogoval:

a, o,
(L)

oS
[
4
o
»
| [t
~

|
ii. a:“‘t; = J a Y

lWenn M(vxsuhsm ecfilit = Orthegoval | ( Es reicht eine vow beidew)

Transformationen von orlhogonalen Mateizen:

>

i. Vektoren bleiben S'Qick )oma.

A = A N

—_
Lo=ly b
La

14




ii. Distanzen baw. Winkel bliben
erhalfen . /7. N

e oly
ﬂ-'1=°('I. ) d‘Scl,_

v

|V\$3¢So.m‘(’. behalten Formen thre Geowetrie bei.

v

Beispiele. sind Rotatioven und Spiegelongen

LR - Zerl equnq:

(Die Kowen wit eim LAS des Form Ax=b fic viele b adwmell losen 2
ldee :

Zedege A=LR
ist dobes eie Linksdreiecksmafrix

R ist eine Reddsdreiedismatrix

mit hilfe dieser Zedlegung miissen wit nicht mehe Gaussen! £s gilk down:
Ax=/2x = y=b

dh tm fic ein genecelles b zu losen gehen wic wie folgt vor:

i. Ly=:b duds \oasbdseinsetzew

i Rx=y duch Rickwsctseinseteen

Bsp-
1321 {00 [4137% 4
A=l 245| =240 0 -2-3 b=|9%
34 2 241 o o4t 13
[ v
{00 [Y ba 137 %4 Y4
i 240 4% | =]} i 0-2-3|-|% || Y4
34/ \4/ \b oot \x/ |4
: R
AusAu&nhe 1



Kochrezept anwenden konnen! st alles auf Zusammenfossong:

2.8 LR-Zerlegung

Mit der LR-Zerlegung kann man eine quadratische Matrix A in
das Produkt einer Linksdreiecksmatrix L sowie einer Rechts-
dreiecksmatrix R zerlegen. Dies ermdglicht ein effizienteres
Lésen von Axz = b; mit vielen verschiedenen b;.

Bsp: Lése Az = b durch LR-Zerlegung von A = (i ;’2)

Vorgehen:

@ Bringe A durch Zeilensubtraktion in Dreiecksform. Bei
erzeugten Nullstellen speichert man, das Wievielfache ei-
ner anderen Zeile von dieser Zeile subtrahiert wurde.

. (2 5 2 5
B (3 5) = (3
Von dieser Zeile wurde das 2-fache einer anderen subtrahiert.

@ Bestimme L und R. L besteht aus den markierten Ein-
tragen und 1 auf der Diagonale, R aus den nichtmar-
kierten Eintragen.

Bsp: ([; _)) = L= (é 'l')e R= ((") 3’)
@ Lése Ly = b (einfach, da L eine Dreiecksmatrix).
@ Lése Rz = y (einfach, da R eine Dreiecksmatrix).

LRP-Zerlegung mit Permutationsmatrix P

P-A=L-R

Manchmal ist es notwendig, dass man bei @ zusatzlich Zeilen
vertauschen kann. Dies wird durch eine Permutationsmatrix P
moglich.

Hierzu schreibe man zu Beginn die Identitatsmatrix neben A,
und macht mit dieser alle Zeilenvertauschungen mit:

1 o1 2 0 1|3 4
ERE (0 1|3 4)=”(1 0|1 2)

Auf der linken Seite steht am Ende die Permutationsmatrix P.
L und R werden auf die gleiche Weise wie iiblich bestimmt.

Bei @ I6se man nun Ly = Pb, bei @ weiterhin Rz = y.

16



2.1 Beispielaufgaben

2.1.1 Was ist
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2 0
RO  EE K It
2 1 2 3 2 1 2 3 0

Losung:

—
o
o
—

o
Na?
Y
=
w —
=N N
o o |
w —
w = o
[y
N~———
—
o lo |
w =
— N N
o o |
w =
w e~ o
—
SN————
—

~11 -1 2
02 0 -1
- (0010539 3
2 1 2 3
\_/V_—’
¥
X,
(00 40) *|= x4
x!
%

4
. . 2

Wit missan vus (-3 2-3 1) 2 owswecten —— -4
4'

17



2.1.2 Fir a € R sei die Matrix

1 0 0 2
0 1 00
A= -1 0 1 0
a 1 0 1

gegeben. Fiir welche Werte von «a ist die Matrix A singulér bzw. regulér? Bestim-
men Sie fiir a = 0 die Inverse von A.

Losung:
S}nsu\ii( . nicht invertierbac — 2eilen /Spalten (in. abhanmgiy
Regulés : Mvestiecbas — aelen /Spalien (in unabhiingiy

f!’i( o= -;_-

jefet emd I ¢ IZ (. abhdwig

sinﬁu\&x wemn a=%_
!ﬁsmo
100211000 4002|1000 1006|120 -2
0100lpq10 0 It o400 0|(0100-20#X o040 0f(0O100
4040|0046 I+W 004 210406 3mr 0040|141 24-2
040100 01 oooc1|o- e ooo1jo- o1
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2.1.3 Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A, so dass LR = PA

1 -3
6 |.
—2

-3 7
-3 =2

A(”

Lo6sung:

~
Vo . ©wmiy
0 ¢ ~ o
oM g e
Oopoyv 0Oy
o~ O ~O0 o
To O ©9Yo

0O~y
S~SO o
040

-3
o -

-3 % ¢
0 1
0
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3 Determinante

Intuition:

Des orientieste Flochenmhalt des Pasallelgmnms , welehes von 2wei Veklorew oudaespomnt wird

D5sgt sich mil dem Keewzprodokt  berechnen.

. o).
Betrachien wir 2unaechst die Flache die von den Eineils vekioren (;)m)( 4) i R

beSck\'iebch wied.
M dem Keevzprodukt  echalten wic:

CHE S ) B

o

Was poassiert vun wmit dem Einheitsquodrat wenn wic auf beide Vektoren eime Matrix A

omwemden .

aofas) = (E8ll-(2) = (32)6)-[3

Die Flache S Jssst sich durc‘n(é)ﬁ(Z) =6 beredmen. |
lm \/e.'(al?.idl\ 2Um E'W\\\eikqvo.drat ist die Flolche S
6 mal grosses geworden. ) <

........... .

Betracditen wit v e dhaliches Respiel indews die Vekdorew ducch eme lateix

C trovgformiest wecden

(33~ BUEG) = G-

Die Floche ist 2 wal 9r6ssec geworden.

Des Foktor wit welchew die Fliche des Eimhetsquodrals skalied wird Jasst sich
bei Linearen Taamsformationem aul jede Ausgangsform dbertragen. Alle Flachen wecdem dewnach wit
dew Selben Tokior Skaliect. Diz Form wuss wicdht evhalten bleiben

20



Wie Kownen wic diesen Fokbor bestimmwen 2
Wendew wir tins Wochwmals on das Eiw\\ne,'.{sgvadm{ﬂ
Wir nufem ,dass (AK? AB™)= AR " gitd und Sowit kémnewm Wiv die

'l:mnsﬁrmief{ev\ \Vektoren aus dem Produkt AR  auslesen .

20
03

A=

Whr erkennen won ,dass die SpaMen der Madey A umsere framsfecmieclem

|

(10]) - dh. AR =A
&(04) I,

Einheitsvelboren sind.

o)) e a3
N

w O

w O
\

Wic Konnen olse diveldt ama A die Vekioren auslesen und die Defindion des

Krey prod vkles avwendem.

RS2 -

A=(04 b4) s = Fakdor wit welchewn Flachew skoliect werden.
a, b
= det (A)

diese (irosse heisdt Defermimanile .

Erivxhe.rung . Orientierter Flachenivhalt | Eive hesa{:ive, Determinante bedeytet

doss die Flache <Kaliert umd lhre orientiertmg invertiect wird.

M 3-D beschreibt die Defermimonte wie sich Volumen verandem

> /! —> //

/ Y AN
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Werm diie \/QI({:MQV\(;:) und (::_ ) pocalle( sind ist die Floche des,vom ithnew

awfoespomten , Pasallelograws vull

Es gilt damwa (j) - 1(::) , LeR

2

Ewve 232 Molviy A=(Zt‘) hat olso det =0 wemn die Spalien
pacallel gind.
E rinnern it ums wun an die Spqﬂehimkefprefo’ciov\ v LGS der Form Ax=b ausick

»

Ta (3 e Ta

()

L 4
[

L 4
[uny

Nicht wasstablich Nicht wassiablich.

Rmng woll ana nicht voll

hies  sahen wit, dass wenn beide Spallen wm die sdbe Rihtung zeigen baw. parcallel
sind, dex Rang(A) nicht well ist,

Romﬁ wd Determinavte hoingen alse  2usammen.

henaver Kownenm wic Sagn Rowg(A) ist voll 4 det(A) # o0

Folgende Aussagen sind Fiic jede Motrix AeR" aquivalents
— A Yot vollen Rang
— Ax=b besitat eine cindevkige Losung
— Ax=b st fir beliebiges b fosbas
— Das homagene Las Ax=0 ot ner die triviale Losuwng (x=0)
— A ist wvertiecbac /cegulicc
— det(A# 0

— Zeilen / Spallen Sind  fineos unakh&hﬁ
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Befe Chnu“ﬂ %
Allgemen

Kayn man die Delerminorte reMucsiv definieren:

det A= (-0'¥ay debAy odec  det A= (-0 Vay detA,

i=q J=1

Zuw ausredwen wit dem Lapeeschen Everic\duthQa’ra‘- (fic jede ngn Matrix)

3 Laplace’scher Entwicklungssatz:
o 2 Bei den meisten Matrizen ineffizient. Kann jedoch bei Matrix
. _ 4 mit vielen Nullen in einer Zeile oder Spalte geschickt angewen-|
seA A - —2 - ‘z det werden.
3 6 5 @ Zeile oder Spalte auswihlen (dort wo viele Nullen).

@ Jedem Element dieser Zeile/Spalte ein Vorzeichen zu-|
ordnen (Schachbrett).

@ Fiir jedes Element die zugehdrige Zeile und Spalte strei-
chen und Unterdeterminante bestimmen.

@ Jede Unterdeterminante mit zugehorigem Element und
Vorzeichen multiplizieren und addieren.

i) 2ele [Spalte auswahlen (viele Aullen)

0-23
-2 1-2
26 5

i) Not2eichen ( Schachbrett)
+ -4
- + -
+ -+
ity Unlesdetexminamten  bestimmen
(‘6 -2 3)
-21-2
365
Evstes Element des ausgewdlillen Spalle:
023
R 4 - — ) 4 '2)
(+E ; é) to de{(e. 5
2waites Element des ausgewsliten Spolte:
-2 3 5
2E e at (3 3)
Dritles Element dex auzgewnhiten Spalte:
©-23 )
(dé 1 -z> -3 .de{<f_i>

R 45
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iv) 2usamwmen addiecen:

ol 3130wz alis) > w(z2)-

= 2010 18D+ 3(4-3) = -5

SDQ? ol fot Me‘n:

© Fie Qw2

det(z :) = ad-cb

- Far 3x3 gibt es Regel wom Sacrus: ( Spo«':produkfv)

abe
det |d e €] = aettblg+cdh - gec -hfa -1db
9 hi

[} n
Rildhidh:
abe abe
d e € d e ¢
9 Wi 9 Wi
F o4t - - =

oet + b(s+cdh - gec -hfa - 1db

Dusch 3&&\'\0‘({6& modifizieren vovv A lagst sich die Rechnung verainfothen Wit kannen

-I»o\sev\de, Modifikationen ducchfihcon.

1) Vertavschen wvon Zeilen /Spalten — voszeidhen dec Detecmiviomte  twedhsalt

i) A{s)) 23)




i) Bo Spalten- 2elenoddition bleibt Deltecminoute  gloich

A<(22) A<(33)

e e

K N s’

o Vo
@ ’
5=¢ S=6

Die Determinonte omer Dreiecksmatrix lasst gich emfoch bestivmen

b) = ad-0b=ad

(s 3
det(o d

)=ae‘«+b€o+coo -oec -0fa_-10b = aei

‘-"hﬁ

o b
det |0 e
0o

Wewn A eine Nullzele / Nullspalte besifet, so ist del (A =0 . Mo Konmte iwvwmer nach

dos MNullzeile / Nullspalte eyfwickebr und 0 echalten.

RBesifet A 2wei identische Zeilon so ist det(A)=0. Dec Rong it nicht voll (es Kown eine. Nullzeile

cucch $‘Pa]£€n- Zelenaddition erzeugen.

Alle. 'Re.se.‘h sind ovc auf dec 2sfy:

3.2 Rechenregeln Determinante

Neben den Zeilen/Spalteneigenschaften von 3.1 gelten folgen-
de Rechenregeln:
det(AB) = det(A) - det(B)
det(AT) = det(A)
det(diag(di,da,- -+ ,dn)) =di - da---dn
det(Dreiecksmatriz) = dy - da -+ - dp
det(A™Y) = 1/det(A)

LHolbbng
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3.1 Beispielaufgaben

3.1.1 Sei

N W =
—os

— O 0o
N————

Berechne det(AT).

Losung:
1 3 2 T
AT=(H y 4) — det(AT) = b+ 24442 -64-6-42
% 6 1 = -f
= det(A)

3.1.2 Sei

Berechne det(A™1).
Lo6sung:

-4 _ 4
det(A )= R

det(A)=h-6=-2 —det(AD=-1

26



3.1.3 Seien a,b,c,d € R und

a 0 0 0 0 O
1 -2 0 -1 0 0
2 b 0 3 0 O
M = o 7 1 -2 0 O
-1 4 0 7 -1 ¢
) 1 d 4 1 2
a) Berechnen Sie det(M)
b) Fiir welche a,b,d,d ist M singuldr?
Lo6sung:
o)
a 0 0 O 0 O
1 -2 0 =1 0 0 Blocklsd:e
2 b 0 3 0 O
0 2 1 9 0 o —det(M)=del ) detl )
-1 4 0 7 -1 c
5 1 d 4 1 2
a 0 0 o o o
1 -20 4 "
det( ) = = -|41-2-1 =—f-€a+ol> = ba -ob
Lbo 2 2b 2 3
0 3 1 -2
-4 c
t = =-2-C
det(" ) 12

det (M) =-(6a- b)Y 2+6) = a(b -6)( 240
b> Sinqules wenn de{(M) =0
—a(b-£)(24c)=0

o=0,b=0,c=-2

27



3.1.4 Seien a,b,c,d € R und

a b c d
—3a 2b 3¢ 2d
a b —c d
—2a —2b —2¢ d

A:

Berechnen Sie die Determinante von A.

Lo6sung:
o b ¢ d o b ¢ d
o b d
-30. 2b 3¢ 2d| TH 1-3a 2p 3¢ 2| _ 5 | A 24
o« b -¢c d| = |0 0 =2 of T 7| p
"2 -2b -2¢ d "2 -2b -2¢ d Lo -2b

=-2c i 2abd - hobd +6abd +Yobd +kabd +3a\>d§

- 2c M5043
= - 20obcd

28




3.1.5 Seien a,b,c,d € R und

a b c d b b d
b ¢ d d b d a
c d b c d c c
d b cdb b c

b d c¢c bdbbd
b ¢cdd b d a
d a ¢c d a b c

A:

Berechnen Sie die Determinante von A.

Lo6sung:

=0

VI olee det(4)

_)]I

d\accbac
o™ U0 oTT o
ESEE SIS EES T IS N
TV OT T
LWL VU™ OV
o OO O
a(bcdbbd

\

29



4 Vektorraume

Induit ion:

(ewn tit Zalen lecnen entwicken wie oin obstrakles  Gefohl foc Zahlen.

o006 xxx 11D —,3
eaal welches Objekt wir kimnen eiver opwissen Anzdnl Objeklen cine Zoh zutweisen.
Die Zohl 2 ist demnach micht nuc an Apfel gebonden , sendem kann avdh auf Dreiecke,

Krevze , ek, angewendet werden.

Wir wissen avch was passiest wenn wic 2uerst 2 Ap@el tnd dann 2 Apfel habon .
[6e] %

Dieses Gefahl fir oddition gidk micht exklusiv fx Apfel , sovdecw lisst sich aveh auk
andere Ubjekle tibectragen.

+ — 5" i+ I—.5
Wic Kivnen Geld genav so gut wie. Apfel , Birnen und Rechrecke. addiesen . Wic haben also
den Regeiff dec Addilion absteahiest (auf allgemeine. Falle equeitest).
Analoy auch die Holkplikation

Dasselbe machen wir v mit Vekoren .
Ris jetet haben wic Vekboran nus als Pleile im Rauw baw. Ebene Kewnengelesvit - Wir wissen sdhoy
wie Mman mit imen ramet. Nun Kavmen Vektoren | genav wie Zahlen, nicht wur Pleile dacstellen |
Sondexvt beliebige. Ubjekte 2.R.

= Keifle

—+ Position

—+ Liste von Zahlen

=+ Tunkbienen usw.
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Wir wisgen \)o,rei"s Wiz wic mit F'T‘ej\en im Rovm rechnen kb'hr\ew.

addiecen wwltpliziecen
Je =7 A/ =

Num toollew wic auch diese Opesationen owd alle. Antwendungen vom Vekboren obstrahiecen .
Aussd\lagg)ebeno( sind dafiis die Zegehn dec Opesation nicht die Objekte.

~ Rechenregen wecden 2w Axiomen

L)ic.\nl‘,ige. Begriffe:

\ekioc > Objekt
2.8 Feuchtkorb
’Raw\ > -JIQV\SQ.

HMenge ven vergchieden gelél\tem
Frudhthorben

Kombivation von Objz\d‘u\ avs amel
Munge.

lh [ege. olle Fetichte aws Verschiedenen
Feudhtkorbem 2usomwen.

A 4

lwnece. Opesation ©

Kombivation von O\)jl\d‘e/f\ avs
HQ’“SQ mit alas

A 4

Aussece Opesation ©

\IQxFiQL{:oc\\uv\% aller Frichle m
anewn Korb.

4. Vektorraume

4.1 Definition Vektorraum

Sei V eine Menge von Objekten. V heisst Vektorraum, wenn
eine innere Operation (Kombination von zwei Objekten) und
eine dussere Operation (Kombination eines Objekts mit einem
Skalar) definiert sind, und folgende Axiome gelten:

Innere Operation: Aussere Operation:
@P: VXV o>V O: KxV o>V
(a,b) > a@b (a,a) > a®a

31



Axiome:

£s wtissen mun Sowonl @ne wimere O?Qra’tiov\ ,als auch eine Gussece Opesation
defiwiect wecden.

@D Nx\N—=+V\ (D wimwmt 2we Vekforen aus der Mewgg V und ovdnet dew

Pow< @inen awderen Vekfor in V z2u.)
(0,8 0@ b (so wird die ivnere Opecakion ausgefohrt)
O: RxV—=V (O wnimwt eiven Vektor und einen SKalac und produtiert eimen
neuen Velktor m V)

(e2,0) =+ 2@ o (so wird die Gussese Operqéiov\ qusga{-b\\rﬂ

Nun wissan , basieceond oub den ivneren und  Gussecem Opexationem,(alsuﬂdc Axiowme gellen.

Axiome: S Ve,khx'\elles
(A1) YVu,v e V : u@Pv=vPu Romu{‘,o.“\lse,séti
(A2) Vu,v,weV: (u@v)Pw=u@(vPw) e Ve.[("or\enes
(A3) 30 €V, u@0=u Assoziativgesete

D S [ Newtcales Elewent ( Nuwllvekler)
(A4) Yu e V, u@(—u) =0 )

I—weV - — [nverses Element
(M1) Vo, B € R, (- B)OQu=aGOBOuW)

\
Vu eV \ SKQ‘Q'('QS ASSO&‘Q“'\\QG}G{'&

(M2) Va, B € R, (@ +B8)OQu=(aOQu)DBO)|
Vu,v eV : a@Ou@v) = (@Qu) Pla®v) | Distribudivgesete
(M3) Vu e V : 1QOu=u

— Neutrales Elewment

Nun kenmen wir alle Regeln und ksnnen Gbesprafen ob beispielsweise die bekammten 2-D

Veldorpfaile einen Vekforrawm beschreiben. Dofiit wissen wic alle Axiome. priifen.

Zusawmenfassend:
Wir wollen uwsere Norstellvng vow  Vekloroddibion und Moltiphkation , vow
don uns bekawnten Veklorpfeilon iwe Ravm und Ebene ,auf alle moglichen Nekioren
abstrahiecen (vecallgemeinecn) . Domit Kevnen wic down Spates die Ejgenschaften von Vektoren
auh auk 2R, Funklionen (welche sich als Vekboren dacstellen lassen) awwenden.
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Untescoame :

Ein Unterroum  ist eine michfleere Tei\memae, U emes \ekiorravms welche {olgewie
Eiqenschaften ecfillt .

/ Summe von 2wei Elementen von U jst
() Va,bel: athel eiterhin Tl von W

() Vaell ,xeR: wo el N

Wicd ein Element von U mit einem
Skalac multipliziedt ,s0 ist das skaliecte
Element weitechin Teil von U.

Eivy Unterravm st selber aweh ein  Veldorraum.
BSE.I:
Sei V: alle lineoten Funktionen der Form: olx)=a,x +a,

und UW: alle lineaten Funktionen mit Steigung 2 : F()=2x +b

Ist W ein Unteccavm von V 2
(i) Yabell: atbel

= (2x+b) +(2x+b,) = LUxtbhs+b, — nicht Teil von U

Wist Kemm Unteccaum vonV

BSE.I:
Sei V: alle linearenFumktionen der Form: alx)=a,x +o,

und W: alle Kongtomen lineaten Funktionen : §63=b

lst W ein Unteccavm von V ¢

() Vabell: atbhel — LD +f,()= b +b,

E‘Eilvmnu
(i) Vael ,ee R:

o el — «f(2)7 b,

Wist ein Unteccoum von'V

33



Eczengendensysteme und Bosen:

n
Sei V= 21: ®v; , olonn ist v eive Lineockewmbinakion von Vi, ... Uy . Seien
|=

o2y, €R vy vn eV (V ist eim \R)

N o= oy Vgt XV + .0+ L\

die J'(ew\g)e aller Lineackombinationew newvwmt sichy  Livneace Hille und wivd

mié a\)se.\r(ﬁ( Z'(i .

Diese J‘fe,hae. allet Lineackambinationew Vs

it ein Vektorraum V. Die \ekteren N, ..., Vs v

sind dovn ew  Erzevgendensystem von V. , .

Va

Vektorcaum \/=Span vy, v, Vs ,...,v0)
Es lossen sidh nun alle Vekforen i V' ducch eme Lineackombination dex
E rzeugendenvekforen bildew.
Betrachten wic Beispielsweise 2D \ekforpfeile (\V=R®. Fs lasen sich

beliebig viele Erzevgendensysteme {inden :

spand|, ' 5]"|

11\ [- 3
5\30&\'\{ o ? ; ! y }
1 4 o) (-1
Spom{ 1\ o)’ 2 '(4)}
1 (o)
spom{ o/’ {4 }
2 -3 4 2 5 (V]
sP““{ €'\ s ’(z)'(-1 ’ 1—)' 2 }

ete.
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Wenn ,alle Vektoren wvy,..., vy @ines Erzeugendensystems Lineas unabhinig sind dann ‘handelt

ee 2 pm eme DRoasis. Die Vekioren heicsen Bosisvekboren .

n 2D wird oft die , Stondartbasis” (;)»(f ) vecwandet .
Wobes : af(‘) wnd z,=(°)

0 1

Jeder Vekfor kown 2indeutiq ols g
Liveaskombiviation des Roasisvektoren . ,

€x

da(ﬂesie_ll{: wercden. R
Vektorcaum \/= span (€, €,)

Wic kovnen jededh avth ondere Umeas unobhanige Vekforen als Bosisvelboren verwenden.

. _[2 - _[7
Sewen z.B. 14 wnd ¢l 5

“@P

Jeder Vektor kown emdeotiq als
Lineaskombivialion des Rosisvekteren .

do.(gesl:dlf werden. N
Vektortaum \/= Span ( /&)
Die Anohnl ven Bogisvelkboren bleibt jedodh erhallen. Diece AwzoW nevnnt mow Dimension.
n unserem Fall mit =spoan (2,,2,) =span ( &) ot des VR

die Dimension .

Folgende. Aussogen sind fiic jede Motrix A€R" aquivalents
— A ot vollen Rong
— Ax=b besitet eine cindevtige Losung
— Ax=b st fis beliebiges b losbas
— Das lhomogene Las Ax=0 lat wex die triviole Lasurg (x=0)
— A 1t mvectiecbac /cegolic
- det(A# 0
— Zeilen / Spalien Sind  fineos  unobhing

— Spallen von A sind eine. Rosis won R
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Es ist also wmaglich meheece Rosen ftic eiven endlidhdimensionalen Vekdorraum zu findew.

2B
4
g,
E=
Vektorcaum \/=Span (2, €,) Vektorcaum \/=Span ( 1 &)
R e
Wabei : €x=(;) wnd ef(,?) Wobei =(:’) wnd e_;=(2)

Versuehen tic i einen Spezifischen Vekior in dex Stomdastbasis &, g, und der

n
Boss =, & ous zudrticken . Betrachten wic hiecfis zunachst (33:) = 2_; L VA
O e B P ic erk t.d - 2 3w
3 |0 tly | o+ Wit erkennan %ofort ,dass ¥ =%,: 2 e Muss.

Somit ist ( _'-2) der Koord inatenyektor b&ﬁslid/\ dex Stondattbhass €, ¢, ,
xy

3 2 1
— (3) = (1 )-!» Xl( 2) wic Qrkqh“m so§o\'f ,dass %=1 Sew muss

4 .
nun ist ( 4) der Koerd inalenvektor  beziiglich dex Bass ,e

: g

Der Koordinatenuekbor homet ales von cesr Rogis ob. |

Notmiede Veldorroume -

Eive Noom ist eme five Qesd, mit welhes man jedem Vekloc , in emew WR eine reelle
positive Zahl 2uordwen Kam. Doducch Kamm wan sie davm Necgleichen.
Hathemotisch l5sst cidh dag  wie Jolgt duech eime  Abbildung ausdriicken:

I-l: V=R, vIvl

Es Qib{ viele Moglichkeilen diese Zuordavng 2u Wadhen .
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geometfische_ Loinge ( Euldidisdne  Noxw)
Nzl = oG+ =7 —  |IVll,= J4&

lll,= J47

arass‘ter fintfdﬂ ( Moximumsnorm)
Ixll_= max(121,1%,1)  — [Vl = 2
lwll, = 4

Adrdung ! es missen bestimnte Bedingungen efillk s domit aine Norm ochanden e
VvweV,o eR muss se_&m:

1. IMIZ20 und INl=0 = v=10

2. Mol =1l IVl

3 v+ull < livil+ i

Beispidle edces Nornen sind -

IV, = Wi+ (Euklidische Norm)
n
Auf R IVIl_= wmax(Ival, .., Ival)  ( Mogimumsnorm)
Ivll = (vl e va)™ (e Nom 15 p <o)

"A"z‘= Jilzjlo.ijlz ( Hibeet - Sonmidt - Norwm)
hd RY7 1Al = Tmax lz"; layl ( Spoltenmoximumsnarm)

n
Al = max 2 |a.| (Zeilenmoxmumsnarm)
ZN 4¢)én g=1 o
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Sko.Lo.m\’oJukf :

Wi Noben nun ein Todl um die Gosse won Vekboren in einem Vekborromm 2w Ves)eichen. n diesem nachaten

Seheift wollen wic die Rezichung zwischen zwei Vekboren mif oiner reellen Zall beschaiben. Wiedec |aest

Sich dies dudn eime Abbildung beschreiben.

(0, ) VeV =R, (x.4) = ()

Wobe: folyende Bedingungen ecfilll wecden miissen:

V kg2 eV o eR muss gelben:
1 (y+2) = (x,y) +{x,2)
2 (%, wy) = 2(xy)
3. {ty)={yx

4 (x,x)20 und (x,x)=0 = x=10

Wenmn (x,3)=0 domn sind %,y orfhosonol (xJ.g)

£s gibf viele weifere Skalasprodukte! Oft migst ihe zeigen b eine Abbildung om Skalacprodukt st .

Hit dem Skalasprodultt kamn eine Nosm indugiest werden .

llzll = J<x, 2

Diese Noem ecfilll jwames alle Be&insuwl Léc eime Noom | e.aul welches  Skolarprodukt.

ube(bh'ck . 7.1 Definition Vektornorm

Eine Norm im Vektorraum V' ordnet jedem Vektor v eine relle
Zahl |[v]| zu und kann so als eine Art Mass verstanden werden.

Sie muss folgende Bedingungen erfiillen:
@ Il =0und |v]| =0 & v =0

@ Il vl = e - o]l
® v +wll < o]l + [Jwl|

Eve Norm osdwel dee\m Veldor eive
veelle Zoll 2u.
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8.1 Definition Skalarprodukt

Zahl {z, y) zu.
Es muss folgende Bedingungen erfiillen:

@ <@,y + 2y = <z, w) + <z, 2)

@ (@ ayy = oLa,y)

® @)=

@ (z,2) > 0und {z,2) =0 & 2 =0
Beispiele fiir Skalarprodukte
o Standardskalarprodukt auf R™: (z,y) = T -y
o Funktionenskalarprodukt: {f, g) = SZ f(z)g(z)dz
Rechenregeln:

(Az, Ay) = (z, AT Ay)

{a,b)

cosp = Ya nbeR?
lallbll

Ein Skalarprodukt ordnet jedem Paar z, y von Vektoren eine

Em Skala.cprodukt osdwel

ewe veelle Zoll 2u.

jedew eldor pgac



Gram - Schmidtsches  Orthonormalisiesungsvesfoheen

G thovormalbasis (ONR)

Rei amet Grthonormal bosis  sfehen die Ra amec hekommliden Rosis wiasen die

Rasisvekboren senkrecht 2ueinomder Rosisvelloon wedes o\-f\nosom( voch normal
(0(&“030*@) und hoben diz ,ﬁ:&nﬂe 4 Sexn.
(normal) .
2.RR..
2.R:
Wil man eivem Veklor in dieser Rosis Wil man einem Veklor in dieser Rosis
dasstellen ,doxn Karmr ihn emfach dacstellen , davm Karn i viicht osthogonal
orthogonal projiieren. projiziecen . (LGS Losen)
Or‘thmaﬁhatpcoiel({iah :

Ein Vekbor ) Jaisst sich out einen Neklor v toie folgt orthogonol progiziecen

Su ey,...,ey eme Bsthonormalbasia des Vedoaums V', donn ai& VxeV:

n
X = kZ{ (x,e) e
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Wie Konnen wic vun eine coche Gsthonormalbosia finden 2 Raw. Kown ich aus  jeder

hockommlicdhen Bosis eme  Gethonormalbasia bogleln 2
do!

Dozu benutzen wir das (rom- Schimidt - Or{hogov\atisieruv\ssvufo\\nfevx.

Dofiic bevietigen wit: eine belidbige Bosis B-Ib,, b, |
ein belicbiges Skalasprodukt

und produziecen damit ene Gsthonormalbasis

1) Wahle einen beliebigen essten Rasisveklor b, und nemmiere im,

b, b,

6,1 =\/(b.,,b,,)l

e b1
I ?
1) Wohle emen 2weiten Bosisvelbor b, , 2iehe 2uecst den 2u b, pocallelon

Tl ob

und nosmiese im damn T

v

lles I -\/<,_)‘

v

1) Wiederhole Jic jeden weiteren Bosisvekor b;

eli: bi - (bi,e,) ey -(bj,e;) e, - . - (bj,ei ) e,

= % €;

R YR oy

Dos Kommt SEHR off be Rufungen dran !
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4.1 Beispielaufgaben

4.1.1 Seien
1 0 0 3
V1 = 0 , Uy = 1 , U3 = 2 , Vg = 0
2 1 2 1
4
Kann w = | 1] als eine linear Kombination von vy, vs, v3, v4 beschrieben werden?
2

Falls ja, geben Sie eine Linearkombination an.

Lo6sung:
4003q-zr+m4003q_n+m4003u
01201 — 01201 = 0 1 2 0l
2 4 212 0 1 2-5(-6 0o 0 0-5|1
7
Xy= 5
X =1 i-1 Y 1 0 0 3
3 —la)=tlo|-[1]+|2|+L |0
S S
X, =4-2t 2 2 1 2 1
x1=L|-3.%
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4.1.2 Es sei der Unterraum U C R? gegeben durch
U:={(z,y,2)" eR*: 2 +y+2z=0}
Bestimmen Sie eine Basis von U.

Losung:

o 4 4
X:O:\]‘:-:l' Iﬁ:O'.\]z:-q , 2-:0‘.\/3:-(;

s sw ) )

4.1.3 Uberpriifen Sie ob die folgenden Teilmengen Unterrdume sind. Begriinden
Sie Thre Antworten.

a) R* C R3.
b) {A € Cvn | AT = A} C C"™ fiir n € N,

c) {p € P3| p(l) = 0 und p(1100) = 0} C Ps, wobei P, fir n € N der
Vektorraum der Polynome mit Grad < n ist.

d) {(z1,20,25)" € R?| |z1| 4 |22| = |23]} C R?

Losung:
3 3
a R <R
0 3
Erthalt Nullvekber . (g)e R
Abgeschlossen bez. Addition (§I)+(§1)=(§1131) s
2y 33 13483/ €R vz, ,% eR

3
Abgeschlossen bez. Mulkiplkation *'(21) eR veeR
3

- I uUR
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oo\l (o0
b) Enthalt Nullvekbor . ool =\oo

("‘11 Qaq ) +( baq bay ) _ (“11 +baq Qqq +boy ) _ (a" + bay
OGaq Oa2 bat baa Oaq+bag O+ by - Oqq+baq

Alagesc)\lossen bez . Addition

Qqq Oqyq Qqq Ogq T
Abgeschlossen bez . Mulkplikation ""'(ml1 % ) (5\1.4 % ) veeR

— |t UR

<) Enthalt Nullvekber . P, = 0-x3+0-* +0-x 40
p(D=0 , p,(4108)=0

Abgeschlossen bez. Addition

1 *H:\m 1 1400

Abaeschlossen bez. Mulkiplikation

1 1400 1 4400

— |t UR

d) Erthalt Nullvekbor . lol+lol=10l

X Absesc)\losseh. bez . Addition (

S0~
S—
+

0
alo
N —

1]
T~

[« S

~———
re
ey
-_—
ES
]
'S)
H*
o

—  kein UR

Gy +byy

022+ b2

)T



4.1.4 Betrachten Sie den Vektorraum P der reellen Polynome vom Grad < 3 mit
der Basis B= {23+ 1,22 + v —2,2x + 1,z + 2}.

a) Welches Polynom in Ps hat die Koordinaten (2,1,5=1,3)" beziiglich B?

b) Seip(z) := 2®+2?+2+1. Bestimmen Sie die Koordinaten von p(z) beziiglich

B.

Qa.)

= (X3 + 1 (24x-2) =2 ( 2x+1)43(x42)

b)
4 0 00|4
0 40 0|4
O 4241
1-21 214
40 004

2o+l 0 4 o o|4
0 0122
O 00-3|-4

-I+N

.2)63{- L+x*+x-2-2x-1+3x+6
223+ x%+ax+5

1 4 0 00
b

1 x 0 400

4 2@+« O 0 21

0 0 012

43
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4.1.5 Sei V der von den Funktionen {1, z,x? e*} aufgespannte Vektrorraum mit
dem Unterraum U := {1,x,2?}. Fiir zwei Funktionen f,g € V sei das folgende
Skalarprodukt definiert:

(f.9) = f(0)g(0) + f(0)g'(0) + f"(0)g"(0) + f"(0)g"(0).
a) Wie lautet die Norm von f € V beziiglich des gegebenen Skalarprodukts?

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis in U beziiglich des gegebenen Skalar-
produkts.

c¢) Verifizieren Sie, dass (. ,.) tatséchlich ein Skalarprodukt ist.

Losung:

%) l=
15 11=J$(0)*+ £0)*+ £ (0)*+ £ (0)*

b)) Groham - Sehwict * b,=1 b,=x b=z

ad Rk —e,=b,-(be)e; =x-(x,1)-1=2 =b,
1] —
€2
™Y
el

- ey = by-(be)e, - (bede - x*=b,

e S g 2
=0 =0 B-44,2, %1
e = e; :x_z
S Tell 2
€ XYz eV

(x.ys2) = 2(0) [y(0) +2(0) ]+ (o) [y(0) +(0) ]+x"(0) [y(0) +&'(0) J+x"(0) [y'(0) +2"(0) ]

= 2(0) y(0) +(0) 2(0) +x1(0) y(0) +x(0) £(0) +x"(0) y'(0) +x'(0) £'(0)

+20) y'0) +x(0) £"(0) =(x.y)+(x.2)

(x.y) = 2(0) y(0) +x1(0) «y(0) + X'(0) ¢y'(0) + £(0) % )

= «[ 2(0) y(0) + x(0) y(0) +x"(0) y'(0) +x10) y"(0) J=t(x y)
(x.y)=2(0) y(0) +x(0) y(0) +«'(0) y'(0) +x'(0) y"(0)

= 4(0) x(0) +y(0) x(0) +y'(0) x'(0) +y"(0) x"(0) = {y.x)

(x.20= 20 +x(0) +x (0)*+x (0) "= 0

(f}>= 0— =0, e -Tem sonst nie Null
44



4.1.6 Sei folgendes Skalarprodukt auf P, gegeben

(p,q) = /O p(x)q(z) dz.

Finden Sie eine Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span(1, 3z4).

Lo6sung:

(iralom - Scmidt : b=4, b,= 3!

e
—e,=b,-(be)e,
Euﬂ[%xs]:: 2
= 3x"-%

€a
¢
Tegl

. 1 s ' 1T, 1 y
"61" =\/f° (3 h-%) dx =\/f° Ix -%x";-%dx = T

e,=

e,= %(3xl'-é)= %(5;{"-‘()

— 2. Holbﬁag 45



5 Lineare Abbildungen

Defimition:
Seien V und W ceelle \ekborraome . Dam heisst
FV=W, x=Fix)
Lineace Abbildung  falls Vx,y eV, VxR

i Floerg= F+F(y)  und i Flex)= < F(x)

wemn wic wun peisfen wollen ob eime  Abbildung lineac isl , damn wiissen wic prifen ob

1. und . 3el£en
Beispiele:
- F:R—R i, =3(x+y = 3x 43y =
x = 3% Lineas
ii. =3 (eXx)=x-3%x =
. FR—R i = 30x+y)+2 = 3x43y+2 # 1 it lineac
x+—3x+ 2

Weilese £ igenschoffen von Lineasen  Abbildungen -
- Owied anf 0 obse.\)'u\dei'
- &ind Vund W endlichdimengional z8.V=R", W=R", down Konn jede Lineace

Abbildung F: V=W duch eine mxn- Matsix AecR" besdhrieben werden

FR- R"
X = A X
heisst donn won
Beispiel:
FR- R
X [*Y ) x
= -2 =
) ) )
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Lineose Abbildungen und Mofeizen:

Wie wir gesehen hoben, konen wie Lineace Abbilduhgen ducch eime Motrix beschrieben (X — x )
Anhand dec Abbi]dunssma’crix Konnen wic wiel ubes die Abbildw\s hemusfindew.

Bi‘d:

Gomz o Anfoceg von ZieAlgT Sohem wic die uHotrix - Vekkor - Hulkiplikation

G

Dos heisgt olle mc'iaaichen Vekboren die ducch dos Produkd Ax  emtstehon Komen . wecden ducch
die Livieackombinofion dec Spalten ~on A beadwieben. 2um Beispiel:

4 2
A=(5 ) A=(5%)
~ ecreichboces \ A~ esreichbaces
Receieh Receich

/

(2o G- (o) WG ()

Dieses ,erceichbose Beceich” nennt sich emes .Motrx . Die Diemension des Rildes it dex Rawg.

Hothematisch foemuliact: - “
Rcd (A)= { ye R 13xeR" sodass y= Ax}

Keen:

Wie gerode gesehien , bescheibt das Bild einec Hotrix den Roum awnd weldhen beliebige Vektoren
% dusch A obgebildet ecden.

()

~
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Wic fragen uns nun ob es Vekboren gibt die auf Null obgebildet wecden.

N

Dh. wir Suchen alle 2 ,s0dass Ax=0

HMothematisch foemuliact: Ken(A)= {x eR“|A1=0}

2 uswmemhmol mit 1S -

A=(; ) Rong oll A=(:{Q ) Rowng micht voll
Solle)= (e ()C) S e ()2 )
nuc die
triviole Lé'Su.\nS uendlich viele
Ly=71,=0 /.Bsuv\ae.'l\

Folgende Aussogen sind Fiic jede Motrix AeR™ Gquivalent:
— A ot vollen Rang
— Ax=b besitat eine cindevkige Losimg
— Ax=b st fos beliebiges b losbas
— Das homogene LGS Ax=0 \at wr die trivide Lisurg (x=0)
— A igt mvechiecbac /cegolicc
— det(A# O
— Zeilen / Spolten sind fineas unobhing
— Spallen von A sind eine. Bosis von R
— Das Bild von A ist n-Dimengionol

— Dex Kem von A besteht nus aus dem Nullvektor
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Zusammnkwg =~ dim(Keew) + dim(Bild) =0

Bewess:
Sei AeR™"
Dex Kem vem A ist die Losurgsmenge des HLGS Ax=0 . Diese Losungsmenge hot 1-« freie
Paametec . Dabei ist 1 dex Rang vow A (Anzahl Pivets) .

2B, 124 1 Xyt ) Hpr 2t Kyt
A=[34 5| — 23
Y

0 1 2 4|0
0 — O -5-7|0
o 0o o]0

w <+

y
5
h3a 3 £=2 wm:3 =4

Dec Lo8ungsraum vow Ax=0 hat olso die Dimension 4 . Damit hat ouch des Keen die

Dimension 1.
dim( Kem A= n-¢

Dusch dag (oussverfahren 2um  Jisen von Az=0 hobon wic die Zolendfufenform R vom

A gefunden . Die von A und R lossen cidh durch die jeweligon Spoltem beschreiben
124 124
A=(34 5 R=lo-57
h 39 0o o
= Spom{ o.w, o.m,amg = = Spom{fw, -rm, f‘;\

Do A wd R die gebe Jﬂi‘su\«gsmemae beschreiben , Spawnen sie audh dew Selben Roum oauf .
Dodurdh hoben Sie die gelbe Dimension.
Die Dimension von R ist einfath 2u beslimmen da sie gleidn dem Romg ¢ it

dim ( ) = dim )=

Dodusch ist dim( Ken A) + dim( )= n-¢ 47 =n

dim( Kem A) + dim ( Y=n
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Rosiswechsel :
Wie wic bereits gesehen haben , kownen wic fiic den selben VR vessdhiedene Basew woklen. Off Kann die
Whhl eines bestimmten Bosis ein Problem stack wereinfachen. Um vow eimer Rasis i die awdme 2w wednseln benutzben

[ineoce Abb'n\dunsm.

Basiswechsel fic Vekioren:

Koetdinalam besheeibon um wie viel die Bosisveldoren des asoziiecten Vekborraums skaliect twerden.

Dh. die Kootdinaten h&rﬂan immes von don  Bogisveklomn bl

Z2.R. in des Slandacibasis :

- [ —

A\ 4

al |1
Wicdon wic 2.R. die Basis mit Bansvekiocen [4]:[4] woklen und die Koocdinaten nicht andesn |,

wicden wic emen anderon Veklor echalion.

In der meuen Rosis simd die

Koordinaten alse

bescheeiben
a)dc\'nn punkt

Weon wit also von tier Bosis in ene omdere wechseln, missem Uis omeh die Koordinaten andern.

Dofiis {inten wic das Komzept der o,
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. 1
Newnen wis hiesfic unsece Standostbasis B{[a],[,o,” und die andese Bosis =[ } i wellen
nun von B nadh = Fromsformiecen.

Wic suchen alse die Koordinoten eines VeKte aus B in des neuen Bosis
Hathemotisch ausge,drﬁckl: [Q] + ["‘] = ["‘] =
1 1) |4
B B B

.u Form eines £L65 in Mobeix - Schreibweise

L Bl = el -

B B
o
T—»ﬁ
-t [y 4 A
- [l ], =400,

Die Motax T - teonsformiest einen Vekbor aus des Rosis in die Bosis B. lr wollen ]'edoc.\\ die

Trangformodion von B 2u 7. Dofic nehmen wic die Inverse

. -1 1 1
Unsece id deo T o Ta =% [_4 2]

sa d:

Jic beliebige Basen Q=fq .9, ,...3,} und ={ w0, ., Un] gilk:

T, =[] L] ...[s] )

vl =T, [v]

— ?.Hoﬂ%os, ol



Rasiswechsel fic Docclellunasmottizon:

Wic Kémen nun Vekloen vbm eines Bosis in eme andere Tansformioren. Aun stelt sich die Fcage b dos auch
fir Halrizen gith Oem linease Abbildungm und deen Dacglellungemofrizon sind awch an eine Basis gebunden.
Se A eine Dosglellumgsmoliix eine lin. Abbildung i des Basis g . Damn  gilt:

[Al [x], = [4],
wit Suchen nun die Dasglellingemofix des gleichen Abbildung in der Basis w . Also:

(Al [x] = [4]

Dusch Umformen esholfen wit:

[A], [x], = [4], I T
T AL =T Lol | T [4), = (4],
T AL =), | I-T% T
T ALT T = [yl | T 2] =]
T AL T el = [yl
T om,

[Al," T, LALT,

Be eimes genauen Betcadtung follt (o\gmd‘l% owf:
(A1, [x] = [yl
(A1, T Txd e gl

%

Abbildung n Basis g
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5.1 Beispielaufgaben

5.1.1 Sei
21 -1 2
A=|1 0 -1 0
3 1 =2 2

Bestimmen Sie eine Basis fiir das Bild und den Kern von A.

Lo6sung:

24-1 2o TeT 1 4 0fo .oy 1 0-40(0 4

10-40jo —m 24-4 260 — 06441 2o —

34-2 2 34-2200 3 544 2]0

1o 40 E x,‘-.": 'xs-.s 5,€6R S 1 o

o4 4 2|0 X1=7(.3=S —_ -t-s KQA'K(A)={ -1 , -2 }
$ 4 o

000 O Xym-Quyxy s -es t o/ \1

Do Rang(A)=2  nehman wic zwei ln. unobh. Spohew. won A. 2ild (A)=i(f'l),(:)z
3/'\4

5.1.2 Sei Py der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 mit der Basis B =
{1,z,2?}. Sei
L: Py — Po

p(x) = p'(x) +4p'(x) + 3p(x)

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von £ beziiglich der Basis B.

Lo6sung:
4 3
1:(0) i) 3 = (o) esste Spolte von A.
) (4]
0 L Y 342
x:({) —_ l{+3x = (3) 2WQAE¢ SPO)k \JD\I\.A- A:(Oag)
(V] Y 0o3

0\ ¢ 2
:) — 248x43x" = (g) drite sPoJ&e won A.
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5.1.3 Geben seinen die Abbildungen
a) F:R2 = R2 (z1,20)" = (201 + @9, 21) "
b) G: C([xo, 1], R) = R, g(x) = [} g(x)dx
Priife ob die Abbildungen F, G linear sind.
Tipp: C([xo, z1],R) beschreibt alle stetigen Funktionen auf dem Intervall [z, z1].
Lo6sung:

o.)

F(x+y) = Axary,)+ ’(2*31) = ( d "“*"z)+( 2'54*3:.) = F )+ Fy)
%41Y4 %4 Y4

Flax) = ("""2 "*”‘"{z)= x-( 2 "4”:) =« F (%)
ol ¥y Aq

F it Lineos
. }_: Rz — Rl

() ()= (2 8)(x)  A=(30)

b.)
G(g+h) = [XH gtarnimadx= [Xg00dx + [Jmoa dx= g+ Gin

Glag) = [} wegd = & [XTg(x)dx = 2 G(g)
° ° G st Lineas

o4



5.1.4 Gegeben Sei der Vektorraum V3 = R? mit der Standardbasis B. Die Matrix

5 11
16 65 %
A= 5 —§ 3
§ 5 A
3 3 3

definiert eine lineare Abbildung von V3 nach V3.

a) Durch eine Wahl der neuen Basis

2 —1 1
B = { o, (1], (2 }
—1 0 2
werden neue Koordianten eingefiihrt. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix

T von B nach B'.

b) Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung in den neuen Koordinaten
beschrieben?

211400 1 %%|%00 1 %%|%00 1 04[%%0
(011010)—>(o11010)—)(011010)—»(011010)
10 2/l001 0 %%|%01 0 0 3|%%1 0 O 1|%%%
1 00|a%a%
—)(O 1 0|% ‘76-73) LTS
0 O 1]|%% % T_(_%s/s.y:)
%% ¥

B\ [%%B\[/2 11 {40060
B- T[A]BS= (-‘/s ‘76'73)(%'% Ys)(o 4 ;)= 010

% Y% Y s¥s%:/\-1 0
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5.1.5 Betrachten Sie die Abbildung F : R® — R? gegeben durch

x Tr + by — 8z
y| — | bx+3y—4z
z —x — 3y + 82

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Standardbasis & =
{e1, €9, €3} von R? an.

b) Gegeben sei die Basis B = {b; := ey, by :=e; + ey, b3 := ey + ez} von R3.
Finden Sie die Ubergangsmatrix 7" von B nach £ und ihre Inverse 771

c) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F beztiglich 5 unter Verwendung
der Ubergangsmatrix 7" und ihrer Inversen.

d) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von F und eine Basis des Bildes von F.
Geben Sie ausserdem die jeweiligen Dimensionen an.

Lo6sung:

SRR

A00 400
11 —|o10

001

411 A11
©4-1 T;m: ©4-1

001 001

(4-1 1)(? ) -8)(4 1 o) (-i 0 3)

=lo41)[5 3 -4]{o14|=|612-6

0c01/\-1-3 8/\001 “1-4 5

C‘) | | | 2.=% el
1 5 -8|o 1 3-8|0 1040 37
53 -Hlo - o-2xlo — o0 4-3[0 x,=3t km\(A‘)={(3>} dim =1
1-3 glo 0 -16 480 000[0 4.t

Rm\s( A= 2 =dim (Rild (A =2

saane((2) ()
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6 Eigenwertproblem

nxn
)

Betrachten wir 2unachst eine Lineare Abbildung gegeben dusdh x = x (heC ).
Die Abbildung nimeit einen \ektor % und bildet thn aut den Vekbor x'= /A X ob.

S

Wic fragen uns vun , ob es bestimmile Eingobevelthocen % gibt . welthe ducch die Abbildung x +— A x

nue um  eimen Jakier A geé:redd: baw. gestaud-t wesden .

S

Wir wissen also,dass in diesem Fall fus eine Abbildung, gegeben dusch X = /X , fologndes  gellen wuss :

x = %' z2A% . Aus dew bekowmmen wic dewn die allgemeine Clejc}\ung'-

Ax= Ax

Des \ektor v weldhes dureh die Abbildung nus geé:red{é baw. gestaudt wird , nevnt Sidh Figennekder.

Der Falder 1 ,um weldhen geﬁrfedd- baw. gestoudnt wird , wird £ gonwert  genammt .

Eu'ae\\uute-.
Wir Sudwen alss @m A sodass Ax= Ax glt. Wobei X #0 . Ducch umslellen  ehallen wic e HLGS

dec Form.
(A-ATI)x=0

Wann hot dieses HLGS vaur vieht triviale L&sumfn (x #0)

3.4 Wichtige Zusammenhinge
Folgende Aussagen sind fiir A™*™ aquivalent:

e Das homogene LGS Az = 0 besitzt nur die triviale Lésung.

o det(A) #0

det(A-AIL)=0

Dog HLES hat viewt triviale lésw\sen genau down wenm

Mit dieses G[ejc}\uv\g kémmen wir vum A beshivwmen

o7



BSQ‘.

o)
Se; A= o] , bestivme alle Eignwerte Ay von A,
3

300 400 3-2 0 o0
del|A-AI) = det((s-e o)-l(o 4 o))=det( 5 -g-7 O )=0
00 4

—
o0 w
A O

0 143 o 1 3-A

- (-g-;l\ =0

, , Az=-6

Das Polynom py(1):=det( A- AT | heisst chacactecistisdnes Polynom . Lann Ac € down

ist py(2) em Polynom n-ten Grades.

I unseem Beispiel ist dec £% 3 eime doppelte  Nullstelle des chacacteristisches Polynoms .

Wic Sagen alse,dass die olgebeaisdhe Vielfodnneit des EW 2, gleich 2 ist. Dw.:

A, 3 wit algebraischer Vielfachneit 2

A3= -6 it algebraischer Nielfachheit 1

Meckmole won EW won Aed:“m;
i. A hat mindestens eimen Ew A€

i. A haot wichstens n EW A€

ii. A hat geno N Ew AeC , Weyn man die EW wit ihrer algebraischen \lielfachhneit 2ahit .

Weitere Defimitionen zu EW:
i. Die Menge ollec EW von A hasd Spekbrum yow A
i, Zua Motrizen AR € haissen dhnlich |, wenn fis eine rvequloce Maken T gilt
B=T'AT. Aund B hobendom:  dos selbe chacactecistisdne Polynom

die sdben EW wit den selben alg. Vf.
dos sebe Spekirum

die Selbe Determimarte
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Eigenvekioren:

Wir wissen wun wie wic EW bestimmen, nun missen wis nodh die  daaugehsriqen
Eigenvekioren EV bestimmen. Dh. den Neklor % finden fic welenen gité:

Ax= Ax (x=#0).
Dos Problem kamm wieder 2u [A-AT)x= 0 umgeschieben wecden. Nun setzen Wit emen der

ENY ém und Lisen dos HLGS. Devnoch snd die EN imwmer mit einem E\Y vesbunden .

Bsp:

SeiA=(

(e 24

(o]
-6
1

w QO

) , mit Enwadten 2,,22 uUnd 252-6 . Bestimme die EV.

vy, (A-2,Tlx=(A-3T)x= 0

300 300 00O
>lls-60]-{030||x=|5-90]|x=0 — Zy=teR ; 2,:0; 24:0
0 13 003 0 40
o o
Va\:(o).L odes Ehzi(o)}
1 1

Vot (A-AT)x=(A+6T)x= 0

A w o

(;) odec Ey -1 (

)z
Vz: (A-A_II)X=(A-BI]x=0
z @ O 0
Vs, ® Vs, v =0 ]+  ode Exz:{ 0 }
i

Do. wic hiec et HLGS wif det =0 [sen witd es immer unendlich vide Losmaem fic (A-AL)x=0
geben. D.h. jede miqliche Zimeaskombmotion von EV von cinew EW ist ouch wiedes eim EV. Der
doducch aufgesponmte Vektoraum ist dann em Unterraum wad newnnt sich Eigenroum.

Eigevraume wesden mit E;. bezeichnet,
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244

Sei A=(4 2 4) , mit Eignweten 1,,-4 und 2,24 . Restimme die EV.
442

Ey.= E,=E,  [A-AT)x= [A-41]x=0

244 100
> {1 24]-(0 40
412 0 0 A1

st o= ]

E, oma\og.

In diesem Beispiel ist also des Eigencaum £, 2um E. iqenweet  ,=4  beschriehen

dusch £q* Span § (: ) , (;)} .

0 1

Die Dimansion des Eigancaums dim (E,)) Neisst geometrisdne Vieachhet won ;.
ln unsesem Raispiel ist also die geometrisdne \Uiefochhat von 4 2.

Die geom \f gt gleich dec Anzolil der freien Posawetes iwm HLGS (A-AT)x= 0

n
= Allgemein il immer 2u beadeten , dass fils einen EM 2 vem Ae d:m SQU;Q“ muss:

1< geom. . von 1 Calg. VWvem 2 € 1
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oJingonoJisiesuyg :

Fiic Atbildungen ist es vortehaff wenn die Abbildungsmabeix diogenal ist, do. Diagenalmotrizen [eicht imvectiecbac sind
und Mabrinmudliplikation emfaches ist. Beim D'mﬁonolisimn Wollen wic olso emen Basiswedrsd machen, so doss
die Mabrix w dor meuon Rosis diagonol it
Fic one Mobrix A€ €™ wolen wir olso eine Mobix Te €™ finden , So dass:

T'AT =D = disg(d,,...d.)
D ist down die Abbildung A in eines neuen Basis.
B Diogonadmotrizen werden Bosisvekoren vine um Skolace vow dex Diagonolen skaliet . D

die Bagisvekloren sind die Eigenvekioren.
PANEN

(o %)l

Wit waklen also die E ijenvekbcm dex u(syrﬁngit'&\ell\ Halrix ols nene Bogis. Dex Fokbor mit

E Raznw.de.

welchem skaliert wicd sind genou die E iatk\wa{Q.

Die libe(gangma{:rix T enfhilt des als Spalten die EV won 4. Die Diogomalmadsix D muss vum

out der Diagonalem die EW ven A hoben. Dh. D = diagl2,,..,2.)

Do. wic fis @me Dingomolisieccung T'AT =D, T brouchen
Auf ewcer 2usommenfossuny stelt ober:

6.6 Diagonalisierbarkeit

Eine quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar, falls eine
regulire Matrix T existiert, sodass D = T~ ' AT eine Diago-
nalmatrix ist.

|A halbeinfach <= A diagonalisierbarl

Woa bedeutet en fis eme  Mokrix wenn sie holbeinfoch st 2

Eive Moteix Aist holbeinfoch wem jedes 1 olg Vfh. = 9. VFh.

ln omderen Worten : Jdedes EW A; (it yh ge2hil) het emen FV welches Lneos unabhimg wvon allen

onderen &V ist. Desholb gil,{ auch:

Eigenbasis: Die Eigenvektoren einer Matrix A € C™*" bilden
einen Basis fiir C" <= die Matrix ist halbeinfach.
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Recoll-

Folgende Aussogen sind fiic jede Matrix AGRM“&quivalehf=
- A ;T\VC\"I".Q\'bo.r/feva(
— Zeilen / Spalten sind  fineos unobhinig

— Spollen von A sind ene Bosis won R

Doduseh, doss 4 halbeinfoch i gacmtieren wic dass T reguldx ist und somit ict A diogenalsiesbas.

Speziolfoll: Symmetcische Mokcizen
Sei Ae R™" symmetcisch domn gith:
— Aist habeinfoch , also diagonalisierbac
— A besitet eine orthemormale Eigenbosis

— 3 eine orthogonale Motcix T 0 doss, TAT=TAT diagonal wt.

lwwmd\mg: Potonzen ven Mokrizen

Sei AeC™" diugohal'nsiefbar  Betedme A
Do A diasohaﬁsietbar ist 33& :A=TD Td

Nunist A%= AAA= (TDT'NTDT'NTDT ") = TD T =T ding( A},...,20) T

Genesell gilt [ A" = T dingl 2%,..,28) T

Doducch veseinfocht sich auck dos  .Nabrixexponentiol A= dingle?, .., M) T

62



I;lmégfacksutbmusiormﬂoh guo.dro&isd\ef Jocmen:

Quodratisehe Jormen:
£s gbt quodratische Funktionen in mekrecon Vosiablen. ZB. in 2we Vacioben .

Q (X, 1) = x4 iz e xl

Ba genourer Bo.tme\\’mhj Sieht wmam , doas diese Funklion ouch mit eimec Motrix bescheieben twerden Kann

qlx,,x,)=(x, 7‘1)( ;_ 3)( ::)

Hie ot vun 22+ bz z,exd die von A=(;- 3)

Allgemein kswnen wis fic jede Sywmetrische Moteix A R™", die dozugehorige quadsatische
Form finden . Sie ist wie folgt definied: x eR"
g R"—R

n
.
X XAX =2 0 2.,

L,J="

Jo noch Jotrix kom die guadratische Form graphisch omders awssehen. Rsp. fic 2 Vasiabeln.

Eigenwerte von A: {3, -1} Eigenwerte von A: {2, 0} Eigenwerte von A: {— g, - %}

indefinit Positiv semidefinit Negativ definit

Die untesschiedlichn quodratischen Tormen lassen sich klossifizieren.

10.2 Definitheit einer quadratischen Form
g 10.3 Definitheit einer symmetrischen Matrix
Eine quadratische Form heisst:
“ Variante 1: Bestimmung der Eigenwerte
e positiv definit: q(z) >0V #0 Die erste Moglichkeit ist, die Definitheit durch die Eigenwerte
o negativ definit: g(z) <0Vz #0 zu bestimmen. Eine symmetrische Matrix heisst:
e positiv semidefinit: g(z) =2 0Vx #0 o sy deif: Alle A > 0
e negativ semidefinit: q(z) <0Vx #0 e negativ definit: Alle A < 0
e indefinit: sonst e positiv semidefinit: Alle X =0
Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be- e negativ semidefinit: Alle A <0
stimme man die Definitheit der zugehérigen symmetrischen o indefinit: sonst
Matrix A

Eine rein quadratiscche Torm hat Keine Mischferme . Db Sie wird mit eimes Diagonalmatrix qebidet:

qx,,x;)=(x, xz)(jé)( ;:) = 3x}_x2



Ducth @ne Jramsfomation Kswnem it eine wict reine Torm in eine reine Form umwandehn,
Dafic nemen wic die £V dec HMabix A umd willen sie als e Ronis (D;o.smmlisiecev\)_ Dursch diese

Tronsformation bringen wic die Quadrotisthe Fom in thre Novwalforer .

Kegelsdmdl‘ e-

Sei eine quodmtishe JForm g, fis AcR™ symmetrisch. Donn ist die Niveaumenge
LxeR*: g, (=1}

em \(egdsc}m'nﬁ. Verachiedene symmetrische Mobrizen liefem einen dieser Kegelschnite.

a Kreis b Ellipse C Parabel d Hyperbel e 2 Geraden f Punkt g Doppelgerade

x4

=2 2,
x,_)_x‘+ hx x,+x; -

fus die quadratische Form g =(x, xl)('; j:)(

L)
Kegelschnitt

Sei eine Quodratisdne Jorm g, fis A eR™° symmetrisch. Donn ist die Niveaumenge
{xeR: qA(x)=‘l}

eine (uodrik odes Tliche 2. Grodes. Verachiedene quodradisdhe Tormen Lliefem versdhiedene (uadeiken
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Die Normalformen alles Kegelsdmitte aind:

Rang(A) = 2:
Lt —1=0
L -5 -1=0
L+5h+1=0
X2+ 22 =0
X2 — 2y2 =0
Rang(A) = 1:
x2—qy =0
x2—a?=0

x> +a?=0
x2=0

wobei «, 3, alle # 0.

Ellipse/Kreis
Hyperbel
leere Menge

Punkt
sich schneidendes Geradenpaar

Parabel

paralleles Geradenpaar
leere Menge

Gerade

Hougtachsevtronsformotion :

10.7 Hauptachsentransformation einer quadr. Form

Form rein quadratisch machen.

quadratische Form in der neuen Basis dar.

der zugehdrigen symmetrischen Matrix A.
Bsp: q(z) = 2% + 23 — 323 — 6z122

Vorgehen:

sodass q(z) = zT Az

q b/2
Trick: az? + bxiT9 + czg = A= <b72 é )S

zwei Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert: 8.4

-3 0 0 0 142 -1/1/2
Bsp: D=0 -2 o0}, 7T=[0 1v2 1v/2
1 0 0

0 0 4

unsere Hauptachsentransformation durchgefiihrt.

BSp: yTDy = 73yf - 2y§ + 4y§

Wir kénnen durch zwei Koordinatentransformationen (Dre-
hung y = T'z und Verschiebung z = y + c) jede quadratische

Wahrend der Koordinatenvektor x die quadratische Form in
der Standardbasis darstellt, stellt der Koordinatenvektor z die

Die Basis, in der g(x) rein quadratisch wird, ist die Eigenbasis

Je nach Aufgabe miissen nicht alle Punkte durchgefiihrt wer-
den. Fiir ausschliesslich Hauptachsentransformation reicht 1-3. = —3(y? — 2y1) — 2v3 + 4yZ — ¢

@ Man bestimme die symmetrische Matrix A € R™*",

@ Man diagonalisiere die Matrix A (siehe 6.6) und bestim-
me die Transformationsmatrix 7. Da A symmetrisch ist,
kann T orthogonal gewshlt werden und 771 = 77T,

T orthogonal wahlen! Spalten von T normieren, falls

@ Multipliziere aus: q(y) = y% - D - y. Wir haben nun

b = 1 in Normalform.
Bestimme a € R™ und b € R.

Bsp:q(z)+2zg—%=1=} a

zieren): yT Dy + aTTy + b =1

23
2

=-3(y1 — 35

Terme.

; v
transformation an: z =T " x + ¢

@ Falls in Aufgabe gefragt: Bringe Quadrik q(z) +a” z +

0
0}, b=—
2
@ Schreibe Quadrik in transformierter Form (ausmultipli-

Bsp: yTDy + aTTy +b= 73yf — 2yg + 4y§ + 2y1 — % =1
@ Falls noch lineare Terme librig: Ergdnze quadratisch

Bsp: 0 = —3y? = 2y§ + 4y§ + 2y; — %

=-3((y1 — 35)° — (5)°) — 2v5 + 493 — 3
1)2

3
2 2 2
)2 —2y3 +4y5 — 3 +3- (5

&
=—3(y1 — )2 — 293 + 443 — 1

Durchfiihrung der zweiten Koordinatentransformation
z = y + ¢ (Verschiebung). Man bestimme Vektor c.

Danach enthélt die Gleichung nur noch rein quadratische

—il/a
Bsp: ¢ = 0 = Q(z) = —32? - 223 + 4z§
0

@ Falls gefragt: Gib die zusammengesetzte Koordinaten-

W=

X2

Y4
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6.1 Beispielaufgaben

-3 4 -4
A= 0 5 =8].
0 4 -7

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und geben Sie die geo-
metrischen und algebraischen Vielfachheiten an.

6.1.1 Sei

Lo6sung:

— det(A-11) =0

-3-4 4 -4
6 5-1 -8 |=(3-2) ‘5"1 -8 ‘=(-3-z)[(5-z‘>(-?-l)+32]=0
y -3-4
o 4 14 2,7-3
(5-A)-3-A)432 = A422-3 =(2e)(A-0) =0  71-2-3 7:=23 2.=1
— 1 2 S s
2'21'3 1’3= 1 a,ls- \jPL‘ =2 O-la\l“\ i
£,
O b4-4|o 0 1 1o z,-t  steR
0 8-8lo — o o ofp 2,=$ 1\ /o
o L-4jo oo o]|0 £.=S E_3=§<0),(4)§ —>3um.vﬂ\.*,2
3 o/ \1
£, .
1 _1 1 _1 0 x3=£ €R 1
— 0 1 2|0 X2 24 E =§<2)g —)aum.vﬂ.=i
oo 0|0 Xy 2t ! 4
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6.1.2 Sei

-3 4 —4
A=1 0 5 =8
0 4 -7

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und iiberpriifen Sie ob
A diagonalisierbar ist.

b) Falls moglich, diagonalisieren Sie A, so dass

D=T7'AT

¢) Kann T orthogonal gew#hlt werden? Falls ja, geben Sie ein solches T an.

Lo6sung:

o) Aus 644 p(D=63-ffs-A3-2)430 = - (24321
geom. AN =alg Afh = Hokiv it helbefach 2 Diagenokisierbas.

Y ou233) (1))

¢y T Konn nicht ovhagomal gewihit weden da A nicht eywm. ist.

w00

-30
D:(o-3
00
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6.1.3 Sei

Berechnen Sie e?.

Twpp: Das Matrixexponential vereinfacht sich fiir diagonalisierbare Matrizen als

Z = Tdiag(e™, ...,eM) T}

n=0

Losung:

‘5_2‘ - -_6 ’ > (5-A) (-4 -)+48 = A-2 -2 =(As)(a-2) =0 A;=-1,1.2

3
Ear tek

6 -6 1 -1 X,=L €

e P !
E,:

3-6 4-2 Z-t eR

3 -6 My °| - 7(:=1xz £ =§(‘})3

o-(23) T=(13) T

eho (1 z)(e‘o)(.4 z)=(1 z)(-e:’ 151)=(-€'+2e7’ ze‘-zez)
11\oe*/\ 1 4 11/ e? -e* et 2e'- 2
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6.1.4 Sei die quadratische Form ¢ gegeben durch

g: R >R
L, V3 L 1
q(m)n—>§$1+ 3$1m2—§x2, =14,

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A, so dass q(z) = 2" Az.

b) Fiihren Sie die Hauptsachentransformation y = Tz durch und geben Sie die
Normalform von ¢ an.

Losung:
) 1, &
o2
%Y,
b) 1/1‘/7. ‘E),z
= (-2 A1) -2 = 2%-4 =(2-D(a+4)
ﬁ)z _4/1_'1 [/1 A %) T
E-I : E .
-1 E/.z £ ={ Ny - % 6/1 \/3‘/3
\E)z -3/1 4 1 ‘E)z 4/1 b E_,: (-1)
T 0\-{:\'\030\1@[ _Spm\{.ﬂ\ neTMIS RN .
T-[%% D=(1 :)
Y4 )
—)():zTA_.:TD: 10%17_11
7ty x =47 Dy = (y, 3,)(0_4 N AT

9(3) : 342 '\Jzz
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7 Methode der kleinsten Quadrate

Wie Kkiwmen wir eive miglichet gute Lisung fiic ein ibecbestimmies LG5 Ax=c ;tinJa\z.
Nehmen wir ols Bep e System mit 3 Gleidhungen und 2 Unbekanwien,
112 = 044 +b (412) (lu 1

1% = o.45 +b — (4% |=| ug 4)(‘:)
180 = 042+ b 120] \ 42 4

(irophisth Kévwen wic ung dos wie folgt vorstellen:

Messweste micht £ Bild

112 Qopt U4 +bopt
1% | = | aopt us +bopt
180 Qopt 4 2 +bopt

/

W4
’\—Bild von L8 1

b2 4

. B uq 4
DP{',IT')QIQ LOS\AN} (115‘ ) Qopt + (1 )bop‘t
b2 4

nicht Mossstablich

Wic wollen nun die. Lawge des minimieren:

=V (432-(otid+ b)* + (1% -(0 45+ b )"+ (480 -( b2+ b)*

Wie finde ich mun o wed b ,So dass die = c- ,4.(:”:) eimmal igt 2
op

oot Und by finden wir dureh:

AyL (Bild von A orthogenal 2u /)

(Ay ). d=0 ( Skalosproduict nusacso\\debev\)

3TAT (C- A '(&OPt )) =0 (d eingesetal )

Hre=aa(T) (A= (37
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QR - Zeclequng:

'de€= Eine Moteix eIRmn in das Prodult eines or(hoaonu(m HMobrix Qe IRnX“ und aner Reclbsdreiecksmokrix

mxXn

€

A‘I\wehc{mn3= Die QR-Z'erleSumg wird for ein oltenatives LGsungsverfahren dec Kleindten Quadede gebeauckt

weldhes numerisch bessere Resultate liefed.

BU@&W\M‘\S :

11.2 QR-Zerlegung

Mit der QR-Zerlegung kann eine beliebige Matrix A € R™*™
in das Produkt einer orthogonalen Matrix @ € R™*™ und einer
oberen Rechtsdreiecksmatrix R € R™*"™ verwandelt werden:

A=Q-R

Vorgehen:
Wir wollen nacheinander alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen von A eliminieren.

@ Man wahle zu eliminierendes Element und benenne es
aij-
1 0
BSp: A=1|0 1)= as; soll eliminiert werden
1 1
@ Lese 7, j ab und notiere aj;, a;;

Bsp: i=3,j=1=>aj; =1,a;; =1

@ Berechne w = 4 /a2, + a2,
3j ij

Bsp: w = V12 +12 = /2

Man finde die richtige Rotationsmatrix Q’%. Man neh-

me zuerst die ldentititsmatrix I € R™*™ und set-
ze i;; = cos(a), i;5; = —sin(a), i5; = sin(a),
ij; = cos(a).

1 0 0 cos(ar) 0 sin(a)
Bsp:1=(0 1 0]=Q7 = 0 1 0
0 0 1 —sin(a) 0 cos(a)

@ Setze in Rotationsmatrix sin(a) = ai}j und cos(a) =

%3J
w

1/v/2 0 1/v/2
Bsp: Q" = 0 1 0
(—1/\/5 0 1/9
@ Berechne Q'7 - A = A’
1/vV/2 0 1/4/2 1 0 V2 1/V/2
Bsp: 0 1 0 J-(fo 1}=1]0 1
(G b6 -0 30

@ Falls A’ keine obere Dreiecksmatrix, wiederhole (finde
Q"7 etc.) bis alle nétigen Elemente eliminiert.

1 0 0 V2 1/V2
Bsp: @"" = (0 v2/v/3 1/V3 |, A" =0 3/\2
0 —1/v/3 2/\/3 0 0

Wenn A” = R gefunden, berechne Q = (Q"7 -Q'T)T
— A = Q - R
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/{th\r\dumS fos Kleindte Quadrote :

Kleinste Quadrate mit QR-Zerlegung

Lést man ein Optimierungsproblem mit dem Computer, liefert
das in 10.1 beschriebene Verfahren ungenaue Lésungen (da nu-
merisch instabil). Das Lésungsverfahren mittels QR-Zerlegung
ist besser. In Aufgabe nur machen, wenn explizit verlangt!

Vorgehen:

@ Man bestimme A und c wie bei 10.1.

0 1
Bsp: A= 1), e=|0
1 1

@ Man fiihre die QR-Zerlegung durch A = QR

= o=

1/vV2 16 1/V3 V2 1/V2
Bsp: Q = ( 0 V2/V/3 —1/\/5),11 = ( 0 \/5/\/5)
-1/v2  1/V6  1/V3 0 0

@ Man berechne d = Q7 - ¢

0
Bsp: d = Q7 -c = (ﬂ/\@)

e \
@ Man berechne I6se das Gleichungssystem Ry ‘[x] = do, DP{.;\'\D.L& lﬁsm\ﬂ

wobei R die extrahierte Dreiecksmatrix aus R ist und
do die dazugehdorigen oberen Eintrage von d

Bep: ko= (7 JBT%) @ = (Leva)
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7.1 Beispielaufgaben

7.1.1 Sei

T+
T1+
T+
T+
T+

Oxq = 2
To =

209 = 0

3rg = —1

4y = 1

ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem. Losen Sie das Ausgleichproblem
mittels der Methode der kleinsten Quadrate. Das heisst, finden Sie (z1,22)", so

dass ||r||2 = ||Ax — ¢||> minimal ist.
Losung:

10 2

14 1
A= 1 L C= 0

13 -1

14 1

£ w e =+ 0

lose ATAx = A'c

3

()G - (2) — (5l

a 2
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7.1.2 Gegeben sei
r1+ T2 —l=mnr
i) -3 = T2

i) —4 =T3

Losen Sie das Ausgleichsproblem mittels der QR-Zerlegung.

Losung:
11 1
0 4
Lo, ..x..
32 3J'1 Q,z_’-:'i Q32=4 N=V3‘

1 © © ne = —-

QL(O cosd s'm4>) Sne = &
0 -Sng cosd cos+=T;

. 1 © o \[44) [11
Q A=|o0 ¢ sm¢ [0 1] ={0"2
0 ~SWM¢ cosd/\0 1

1
-1 (v] o 4
QTC =(o ws ¢ S\T\*)(3 = %
0 ~Sm$ cose/ |4 vz
2
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8 Lineare Differentialgleichungssysteme

'Hom&ns Lineace Diftosentialoleidungen - Ocdnung mit kongtanten Koeffizienten :
Solche G‘e.‘\e.\mnsen sind beceis ous des Analysis bekonrt. Allgemein ist tine Selche Diffecentiolgleichung

gegeben ducch: Y@= ay®) (aeR, konsord)
M dec Losung: y®=ce® ceR

Ein Vonkseles Beispiel Wiecfic ist: y(£)=-2 y(t)

Mit dec Anfongdbedingung: y)=3

Jdie 'G'suns dieses Gleio\\uwl i down gegeben ducn:
y

y#)=y(0) et= 3% K

| t

Die Lé'sunaswrxae. clieses 'Diﬂqcenkialﬁlei&unj {yeC'(R) :y’: ay} ist ein 1-D UR won den {-mal slelij

diffesentiebacen Funktionen C'(R) .

Sgstem homogenes Lineacer Diffacentialgleichungen £ Ordnung mit kongtanten Koeffizienten :

ferau wie wic ouch Sdnon in LinAlyT ohen ,Ksvmen tic Gleicdhungen in einen  System besdweben. Das geht ouch

mit D4L's. Betrochten wir dofiic ein Beispiel:
V(#)=-2y(#) y,(0)=1
V(#)=-k y(¢) y(0)=23

Dieses Sydtem it do. beide Glecungen. unabiviy son Gnower . Doduich kiwen
wir sie ouch Sepacat lisen .
Ji
y(8)= y(0) ¥ = % ———
y,(8)= y{0) oM o3t A \¥
>t

1)



Und do wir in LinAlg simd Kownen wit ouch Sdehe Sydleme in Motrixsemeibweise ausdriicken.

ol (3 205 (oo — v 304

N

N

birophisch Komew wir uns

dos wie heddwmliche \ y(
SRS

) t
T /
[inm Kombinationen vosstellen, 7.;‘/

bless dos jetel alles ouch ~ /7/// y,(#)
von abhifmg{ &
N

Es Komn obex ouch seiw doss die G|dckm\3m eb\n&v\ig von einonder sind | beispielsweige:

k-1
-2 -3

Y®=-hy®-y) [y W cw=f)
y) v I s

Doc Komen wir nicht wehe
direkt .Qé'su.

y,(8)=-2y(#) -3 y(t)

Wenn wir die Mobrizen dec 2wei Beispiele vesgleichen fallt folgendes owf:

[2 0

_ -h-1)
1| o -k und AZ-(-z -3

A

Die Hotrix A ist Diagonal | Wenn wic nun unsece Hobrix A, diogovolisiesew  Sollien wir dos System

wie oben lisen Komnen. Wir filren olgs ewmen Bosiswedhsel y =Tz i die Eigenbosic durch

() z(®)) (-2 0) z(t)
y,(t) y=Tz z(¢)| Vo -5l\z(t)
_

yo={1) 20=})

VAN R
y¢) \-2-3

Iq dec Basis z kavnen wic dos Sydlem nun (ssen und dovoch 2urick Trowsformiesen.

S
e 2] . 2t [ -5t[3
_ gt :)+65f(o) - fe é)
3

W+ Wi

]
Wit
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Y, y=Tz

~—\ LT A% = ;;"‘
/// /'////‘/
—< 2(t)
\ r ////
{
N

benecell Konmen wir jedes Sastem homogenes lineacer Diftecentialgleichungen 4 Ordnung mit kongtoten Koeffizienten

kompog\(‘ mit Hotrizen dacstellen.

/
i oyt ot togy,

A %y % et %qp
- U
o = eee _— Y=AY Pl'l{ Y= .ee , A:
/
yn = oy Yy ton Yot etV yn %ng %ny *° %npn

Die Avxfah&sbedh\swg it dawn: Y (0)= Yo € IRn
und die allgemeine Aisung loudet: Y (%)= eAx

0

Wenn nun A diagovalisiecbas ik, Veceinfodet sich die allgemeine Lisung enerm :

Y= &Y, = T ding(e",..., ) TY,

Homogene Lineace Diffocentialaleichungen hiherec Ordnung mit kongtanten izenten :

Bis jetat hoben wir nuc Diftesentialgleidungen 1. Ocdmng betrackiet, olso Diffecentialgleichurgen in denen
mogimal die 1. ANeifunj vorkemmt . Lie fosen wir obec 'Diﬂecen\:ialslei&\unﬂen hiheres Ordnung? Betraddten wir
hiecfiic die Gleidnung:

y ) +hy"(£)+2y' (#)-3y(#)=0

Dureh eine Subshitution Konmnew wir die Diftesentialgleichung in ein homogenes lineaces System

1. Urdmma umwondeln:

7



Y=Yy
_— yz'(t)+l+y2(t)+2y1(t)-Bya(t)=0
=Y ' '
V.= yz' DaL 1 Ordnwng mit 3 Vosiobeln ,
%=y

Dowit die Wformationen der Subskitudion nicht vecloren gehon ,weeden Sie wit Gleichungen in dos Systom

einaebunden
Yo=Y, ,
] yﬂ o010 yo
Y=Y, 0des y. |={ o o 1]]y,
, : 324
Y. = 3y0' 2y, - ’*yz ¥ ’ Y,

Sidencte: Die Sublituition Junkbioniest ouch bei nicht kond. Kooffizienten und inhowmagenen Gleic\\ungm.
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8.1 Beispielaufgaben

8.1.1 Sei

A:(é ;)

Losen Sie das Anfangswertproblem

y' = Ay, y(0) = (100)

Losung:
14 1 ) 2304 = (-Y(AeH=0 A=k et
6 2_'1 —>(4‘l (2‘1)‘6':' -34-b-= 'lf( +1)= =1, A=
E. -
1-a 4 3 4| xaeteR =(4)
6 -2 —]lo o 754‘% 3
E .
-1 2 4 2 4 X.L-.t eR ﬁ =(4)
6 3|7 ]o of x-% 17 |2

y(x)= ciel“(13)+ c.€” (12)

— Avx{‘om%sbed gung -
vy )

e 3¢ 2¢()

(V]
10

1

y(o)= c1(3 — (;12

) C‘\='Cz=2
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8.1.2 Gegeben sei die Differentialgleichung 2. Ordnung

y"(t) = —8y(t) + 4y (t) (1)

a) Verwandeln Sie (1) in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Welche
Dimension hat der Losungsraum dieses Systems?

b) Geben Sie die allgemeine reelle Losung des in a) gefundenen Systems an.
c¢) Bestimmen Sie die Losung von (f) zu den Bedingungen y(0) = 1,y(%) = 1.

Losung:

o) y () =-8y@t)+ ’*y’(t) i Sgs’(m {. Ordnung  umisomdeln

Subshku‘:io\v\
Y, =¥
Y=Y ¥, =-8y,+hy,  wobe  yi=y,
Y=Y

dodueh eqibt sich folgendes Differentiolgleichungssystem y'=Ay -

y’=y U 2x2

o — | () o 1\[%)|  0aAdeR nt dec

y, =-8y +ky v \-84&l\y

1 ’ 1 1 =/ ' Usunasraum die Dimension 2.

b) Allgemeine Losung finden

EW:

V-16" _42hi_ oy
p] =5 2%21

det(-l 1 )=-m-1)+g= F-aaeg —> 3, =42l 42
8 41 '

,11= 2+2i ,12= 2-2i
EV:

E : [-2-2i 1
-8 k-2-2i

0) _)(-2-21'. 1

0) 5 [-2-2i 1 |0)
0 -8 2-2i 0

0 0 0

y, = S mit Komplex Konjugiertem ecweitem

N s L 4 2-2i 2-2i .
(2+2L)y0—5 [—3 y0= _2"'2!- ;u_( S—Lf y0=_2*2i —2_2t =%=1'L
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‘Ezm: qun[(1;i)} , £2_2i= Spon[(ti)]

.\ Diese Lisung ist jedoch
+21 1' 3 J
Allgemeine Lssung : Y = e* (EV) - Y@= eu 0t ( QL komplex !

n reelle Lssurg wmiwomdeln.: .
e"x= COSX + i SinXx

w2t [1-1 af1-1) | 1-4
Y®)= e(:z i ( I )= &t ezt( 4 )= tlcos :2+,+i.5'm2t)( 4 )

_ gt [(cos 2t + i Sm2t - icos 24 + Sm2t ]= 2t {( cos 2t + S\nlt) (s\nlt cos 2t ]
kcos 2t +4ism2t kcos 2t kswm2t

Reol- und Imaginisteil stnd linear Unebhdnig.

Do. dec Losungsroum die Dimension 2uwei hot , ist die Allgemeine Losuny gegeben ducch:

yit) = &t { o.(cos 2t + sm2t) + b(sm2t - cos lt)]

y(t) = ot [(a -b)cos 2t + (0-+b)$'m2‘l:}

C.) Losumen fiis folgende Bedingungen: y0)=1, y(%)= 1
y() = & [ - b)cos 2t + o +b) sim2t ]

i) 30 = €1 -b)cog0+ (o +b) sin0) = (- b) = 1

St

iy y@= oDkt +lsb)sind | = dlasb)=1  (sb)= ¢

yi) = &l cos 2+ e’ sm2t)




8.1.3 Gegeben Sei das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

y'(t) = —2y(t) + 2(¢)
2'(t) = —6y(t) + 3z(t)

a) Verwandeln Sie das Differentialgleichungssystem in ein System 1. Ordnung.
b) Geben Sie die allgemeine Losung des in a) gefundenen Systems an.
Losung:

o) Subdlitution:

y=x x'=-2y+z z| [0-2 1)|[=z
y=2' — Y==x — ¥ |={1 0 of¥
z'=—6y+3z z' 0-6 3/\z
b)Y EW und EV berechnen :
: 0 1 2
2’1=O)z'1=1)2'3=2 mit £o= 11 » £1= 1 ) £1= 1
2 3 6
000 012
D=(p10 T=111 1
002 36
All 3emeinc Lb's\m3=
x 0 1 2
(y): Cil 1 +czet(1)+c,e.2+' 1
z 2 3 6
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