
Lineare Algebra I & II
- PVK Skript mit Lösungen -
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0 Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Unterlagen meiner Übung der Fächer
”
Lineare Alge-

bra I“ HS23 und
”
Lineare Algebra II“ FS25. Weiterhin wurden Materialien aus den

Übungsunterlagen von Robin Frauenfelder und dem PVK Skript von Gioele Zar-
dini übernommen. Dieses Skript wurde für den PVK im Sommer 25 gemacht und
soll als Lernhilfe und Repetitorium für den Stoff der beiden Vorlesungen dienen.
Es sind Theorie sowie Beispielaufgaben enthalten.

Trotz Revisionen des Skripts kann ich weder die Vollständigkeit noch die
Korrektheit garantieren. Es ist möglich, dass kleine Fehler enthalten sind. Falls
dir ein solcher Fehler auffällt, wäre ich dir dankbar, wenn du mich per E-Mail
darüber informierst, damit das Skript korrigiert werden kann.

Eine aktuelle Version dieses Skripts sowie weitere Unterlagen findest du auf meiner
Website: n.ethz.ch/~nbartzsch/.

Vielen Dank und viel Erfolg mit Lin Alg I & II.

Nicolas Bartzsch

Versionen:
Juni 2024
Juni 2025 (aktuell)

i
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1 Lineare Gleichungssysteme

 

efinition

GleichungssystemesindMengenvonGleichungen miteinerodermehrerenVariabeln

WannisteinGleichungssystem linear

Wenn dieUnbekanntennur indererstenPotenzvorkommen MeistenswerdendieVariabelnmit

reellenSkalarenmultipliziert

Bsp linear nichtlinear

1 1 2

Notation

ErweiterteMatrix
4 22 23

MatrixVektorprodukt 2 s

919297
12 92 an m n Matrix

m Gleichungen
am am amn

n Unbekannte

c Spaltenvektoren

In

dasProduktwirddefiniertals

c 3

am am amn In am am amnin

ösungsverfahren

EinLGShatentweder

eineeindeutigeLösung

unendlichvieleLösungen

keineLösung

1



UmLösungenzufindenbenutzenwirden GausschenAlgorithmusDieserbestehtaus elementarenZeilenumformung

vertauschenvonzweiZeilen

addiereneinesvielfacheneinerZeilezueineranderen

DieLösungsmengebleibtdurchdieseOperationenunverändert MitHilfedieser Zeilenumformungenbringenwirdas

LGS indieZeilenstufenform IndieserFormlässtsichdasLGSdurch Rückwärtseinsetzenlösenundwir
könnendiePivotsidentifizieren

für m n
4 4

mn

Pivot

DieAnzahlPivotsistauchgleichdemRangdesLGSWiekönnenwirnunwissenobeinLGSeine keineode

unendlichvieleLösungenhat BetrachtenwireinigeLGSinZeilenstufenform

rang ranga ranga

WennRanggleichAnzahl WennRangkleineralsAnzahl WennRangkleineralsAnzahl

Unbekannte UnbekannteundletzteZeile UnbekannteundletzteZeilenie

immergültig Nullzeile gültig Verträglichkeitsbedingungen

eindeutigeLösung endlichvieleLösungen keineLösung

GeometrischeInterpretation

Zeileninterpretation

BetrachtenwirdieeinzelndenZeileneines2 2LGS so könnenwir2Geradenim 2 DRaum definieren

Analogin3 DmitEbenen

BSP
i i i 22 5 2252

52 12 7 22 7 52

AbhänigvonderLösungsmengekönnenin 2 D folgendeFälleauftreten
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Lösung usual
4 4 21

eindeutigeLösung unendlichvieleLösungen keineLösung

Spalteninterpretation

DafürnehmenwirdieSpaltenalsVektorenundstellenunserLGS als Linearkombination der

Spaltendar Linearkombinationbedeutethierskalierenund addierenderVektoren

BSP

7
Graphisch

1 1
1

5 4

nichtmastanien G
tmall.in

G g

eindeutigeLösung unendlichvieleLösungen keineLösung

WenndieSpaltenvektorenwieimerstenBeispielin unterschiedlicheRichtungenzeigengibtesfürjedesb 2 s

eineeindeutigeLösung IndiesemFallsagenwirdassdieSpaltenvektorenlinearunabhänigsindWirerkennen

ausserdemdassderRangvollist r mi Gleichermassen wennderRangnichtvollist rcm sindmindzu

SpaltenlinearabhängigzeigenindieselbeRichtung DerRangsagt unsalso aA wieviele Spaltenvektoren

linearunabhängigsindunddadurchauchdieDimensiondesLösungsraum
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FolgendeAussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax DbesitzteineeindeutigeLösung

Ax D istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Zeilen Spaltensindlinearunabhänig
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1.1 Beispielaufgaben

1.1.1 Für welche Werte des Parameters a hat das Gleichungssystem

ax1+ 4x2 +5x3 = a

1x1+ ax2 −2x3 = 1

2x1+ 2ax2 −a2x3 = a

keine, genau eine oder unendlich viele Lösungen? Bestimmen Sie jeweils auch die
Lösungsmenge.

Lösung:

Gauss Verfahren anwenden:

a 4 5
1 a −2
2 2a −a2

∣∣∣∣∣∣
a
1
a

←−
←− →

1 a −2
a 4 5
2 2a −a2

∣∣∣∣∣∣
1
a
a
←−

−a

+

←−−−−

−2

+

1 a −2
0 −a2 + 4 2a+ 5
0 0 4− a2

∣∣∣∣∣∣
1
0

−2 + a

Nun können wir eine Fallunterscheidung machen:

i. keine Lösung: (Widerspruch in der letzten Zeile)

4− a2 = 0 ⇔ a2 = 4 ⇔ a = ±2
−2 + a ̸= 0 ⇔ a ̸= 2

}
a = −2.

ii. eindeutige Lösung: (keine Nullzeile, voller Rang)

4− a2 = −2 + a ⇔ a2 + a− 6 = 0 ⇔ (a− 2)(a+ 3) = 0

Bei der Option a = 2 ist die letzte Zeile Null womit der Rang nicht voll ist.
Es gilt also a = −3.

1 −3 −2
0 −5 −1
0 0 −5

∣∣∣∣∣∣
1
0
−5

⇒

x3 = 1

x2 = −
x3

5
⇒ x2 = −

1

5

x1 = 1 + 3x2 + 2x3 ⇒ x1 =
12

5
iii. unendlich viele Lösungen: (mindestens eine Nullzeile)

4− a2 = 0 ⇔ a2 = 4 ⇔ a = ±2
−2 + a = 0 ⇔ a = 2

}
a = 2.

1 2 −2
0 0 9
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0

⇒
x3 = 0

x2 = t, t ∈ R
x1 = 1 + 2x3 − 2x2 ⇒ x1 = 1− 2t
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1.1.2 Geben Sie für a und b Bedingungen an, so dass das System

0x1 +ax2 +1x3 = −b
ax1 +0x2 +bx3 = −1
ax1 +ax2 +2x3 = −2

a) eine Lösungsmenge mit zwei freien Parametern besitzt.

b) eine Lösungsmenge mit einem freien Parameter besitzt.

c) eindeutig lösbar ist.

d) keine Lösung hat.

Geben Sie sie für alle Fälle a), b), c) die Lösungsmenge an.

Lösung:

Gauss Verfahren anwenden:

0 a 1
a 0 b
a a 2

∣∣∣∣∣∣
−b
−1
−2

←−
←− →

a 0 b
0 a 1
a a 2

∣∣∣∣∣∣
−1
−b
−2 ←−

−1

+

→
a 0 b
0 a 1
0 a 2− b

∣∣∣∣∣∣
−1
−b
−1 ←−

−1

+

a 0 b
0 a 1
0 0 −b+ 1

∣∣∣∣∣∣
−1
−b
b− 1

a) Zwei freie Parameter: a = 0, b = 1

0 0 1
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−1
−1
0

⇒
x3 = −1
x2 = t, t ∈ R
x1 = s, s ∈ R

b) Ein freier Parameter: a ̸= 0, b = 1

a 0 1
0 a 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−1
−1
0

⇒

x3 = t, t ∈ R

x2 =
−1− t

a

x1 =
−1− t

a

c) Eindeutig lösbar: a ̸= 0, b ̸= 1

a 0 b
0 a 1
0 0 −b+ 1

∣∣∣∣∣∣
−1
−b
b− 1

⇒

x3 = −1

x2 =
b− 1

a

x1 =
b− 1

a

d) Keine Lösung: a = 0, b ̸= 1
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2 Matrizen

 

WassindMatrizen

WirkönnenunsMatrizen veralgemeinerntals Zahlenfelder vorstellen

Eine man MatrixAhatdieForm

A
EEEEjj.EE

mzeiten AeRmn
ZeilenzuerstSpaltenspäter

ai A i istder Eintrag inder i tenZeileund i tenSpalte
Matrizenmit nureinerSpalteoderZeile sind Spalten bzwZeilenvektoren

Wichtige Matrizen

Quadratisch min

Nullmatrix alleEinträgesindnull

ObereDreiecksmatrix min und A i sofür is
Rechtsdreiecksmatrix

UnterP 1min und Ais für ici

Diagonalmatrix diagldin.de dass Skaliert

Fähitigtrix wie t

Transponieren

DieTransponierte von AistAT

Transponierenistwie
A AT 13In Spiegelnaneiner Diagonalen

Ein transponierter Zeilenvektor wirdzu einem Spatenvektor und umgekehrt
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Symmetrische Matrizen A AT min A

wasmussaufderDiagonalen
AntisymmetrischeMatrizen AT A min A f stehen

RechnenmitMatrizen A B ER

Addition

Einträgewerdeneinzelndaddiert

Subtraktion

Einträgewerdeneinzelndsubtrahiert

Multiplikation

miteinemSkalar α ER 5 98 89

miteineranderenMatrix

AER BER XPFünfalleMatrizenkönnen zusammenmultipliziertwerden Bedingunist

n p P

m n m

A B AB
min MXP MXp

wenn Bedingungerfüllt ist dasProduktdefiniert durch

AB Ain B k

Formelsiehtkomplizierter aus als es eigentlichist Skalarprodukt vonZeilenundSpalten
Zusammenfassend SpaltenaufZeilenlegen
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Bsp

2 3 3 2 2 2 Bedingung erfüllt

Berechnenwir nun das Ergebnis an Dafürbrauchen wir

1 Zeile dererstemMatrixund 2 SpaltederzweitenMatrix

an 100 1.2 0.1 0.2 2

2

Analogfür an azn.az

an 100 0 an 021 1 an 021 4

Rechenregeln

AFB BTA
AFB C At Btc

AB C A BC

A B C ACT BC

A Ct D ACTAD

R At B RATRB
i µ ER

MA RU A

ACHTUNG AB β
imallgemeinenFall

9



MatrixVektorMultiplikation Spaltenstruktursatz

SeiAER und dann ist Ax ein 3 1 Spaltenvektor

Betrachtenwir nun einigeSpezialfälle

Sei dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

32 1 ersteSpalte von A

Wennnun dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

32 1 zweiteSpaltevonA

sei dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

32 2 zweimal zweiteSpalte

sei dann ist dasProdukt Ax definiertdurch

13 1.1 3

Generellgiltfür Ax AER und ER

a stespalte von

derSpalten vonA
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2.1 Beispielaufgaben

2.1.1 Was ist

(
0 0 1 0

)
−1 1 −1 2
0 2 0 −1
−3 2 −3 1
2 1 2 3



−1 1 −1 2
0 2 0 −1
−3 2 −3 1
2 1 2 3



0
1
0
0

?

Lösung:

Wir können den komplexen Ausdruck etwas vereinfachen um die Rechnung
zu erleichtern.

(
0 0 1 0

)
−1 1 −1 2
0 2 0 −1
−3 2 −3 1
2 1 2 3



−1 1 −1 2
0 2 0 −1
−3 2 −3 1
2 1 2 3



0
1
0
0


︸ ︷︷ ︸
Extrahiert die 2. Spalte der Matrix

(
0 0 1 0

)
−1 1 −1 2
0 2 0 −1
−3 2 −3 1
2 1 2 3



1
2
2
1


︸ ︷︷ ︸

x1

x2

x3

x4



(
0 0 1 0

)
x1

x2

x3

x4

 = x3

Wir müssen also nur x3 berechnen was durch das Produkt

(
−3 2 −3 1

)
1
2
2
1


gegeben ist. Das Resultat ist dann −4.
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2.1.2 Für a ∈ R sei die Matrix

A =


1 0 0 2
0 1 0 0
−1 0 1 0
a 1 0 1


gegeben. Für welche Werte von a ist die Matrix A singulär bzw. regulär? Bestim-
men Sie für a = 0 die Inverse von A.

Lösung:

Singulär: wenn Zeilen/ Spalten linear abhängig sind.
Regulär: wenn Zeilen/ Spalten linear unabhängig sind.

Für a = 0.5 
1 0 0 2
0 1 0 0
−1 0 1 0
0.5 1 0 1


←−

−1

+

→


1 0 0 2
0 1 0 0
−1 0 1 0
0.5 0 0 1


In diesem Fall sind die Zeilen I und IV linear abhängig. D.h. die Matrix ist
singulär (nicht invertierbar).

Für a = 0 wenden wir den Gauss-Jordan Algorithmus an.

1 0 0 2
0 1 0 0
−1 0 1 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

←−

1

+

←−−−

−1

+

→

1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 2
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
0 −1 0 1

←−
−2

+

←−−−−

−2

+

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 −2
0 1 0 0
1 2 1 −2
0 −1 0 1︸ ︷︷ ︸

A−1
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2.1.3 Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A, so dass LR = PA

A =

 0 1 −3
−3 7 6
−3 −2 −2

 .

Lösung:

Wir wenden dafür das Rezept an und erhalten

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −3
−3 7 6

−3 −2 −2

←−
←− →

0 1 0

1 0 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−3 7 6

0 1 −3
−3 −2 −2 ←−

−1

+

0 1 0

1 0 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−3 7 6

0 1 −3
1 −9 −8 ←−

9

+

→
0 1 0

1 0 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−3 7 6

0 1 −3
1 −9 −35

wobei die roten Einträge die Einträge der Matrix L sind. L, R und P sind
dann gegeben durch

L =

1 0 0
0 1 0
1 −9 1

 , R =

−3 7 6
0 1 −3
0 0 −35

 , P =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .
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3 Determinante

 

intuition

DerorientierteFlächeninhaltdesParallelogramms welchesvon zweiVektorenaufgespanntwird

lässtsichmitdem Kreuzprodukt berechnen

Betrachten wir zunächst dieFlächedie von denEinheitsvektoren und im R
beschriebenwird

MitdemKreuzprodukt erhaltenwir

Ö 1 1
s 5 1

WaspassiertnunmitdemEinheitsquadratwennwir aufbeideVektoreneineMatrixA
anwenden

A 89 89 und 89 9

DieFläche S lässtsichdurch 9 6 berechnen
SImVergleichzumEinheitsquadrat istdieFläche

6mal grössergeworden s

Betrachten wir nun ein ähnliches Beispiel indemdieVektoren durcheineMatrix

C transformiert werden

c und 8 9

S 2
s s

Die Fläche ist 2mal grössergeworden

Wie können wir diesenFaktorallgemeinbestimmen

20
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Berechnung

Allgemein

kannman dieDeterminante rekursivdefinieren

detA
i
1 1 ai detAi oder detA 1 1 ai detAi

ZumausrechnenmitdemLapceschenEntwicklungssatz fürjede nxnMatrix

sei A

i ZeileSpalteauswählen vieleNullen

93 32 detA I 1 1 amdetAke

ii Vorzeichen Schachbrett

I detA I 1 1 amdetAke

iii Unterdeterminanten bestimmen

Ez detA i 1 1 amdetAke
Erstes Elementderausgewählten Spalte

odet

ZweitesElementderausgewählten Spalte

A det

DrittesElementderausgewähltenSpalte

3 det
23



iv Zusammenaddieren
detA 1 1 amdetAke

det to det 12 det 3 det

2 10 18 3 4 3 53

Spezialformeln

Für2 2

det ad ab

Für 3 3gibtes Regelvon Sarrus Spatprodukt

det aeitbfgtcdh g.ec hfa idb

Pfitänwenn
Vektoren in Multiplikationsreihenfolge einRechtssystem

Skalarprod

Bildlich

aeitbfgtcdh g.ec hfa idb

Durchgeschicktes modifizieren von A lässtsich dieRechnungvereinfachen Wirkönnen

folgendeModifikationendurchführen

i Vertauschen von ZeilenSpalten VorzeichenderDeterminantewechselt

A 89 A Ä

z z z

6

8 g
Y 8 g

y sy

si i
v 6 6

x ̅
2 3 0.0 6 00 3.2 6 0.0 2.3 624
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3.1 Beispielaufgaben

3.1.1 Sei

A =

1 4 8
3 4 6
2 1 1


Berechne det(A⊤).

Lösung:

A⊤ =

1 3 2
4 4 1
8 6 1

→ det(A⊤) = 4 + 24 + 48− 64− 6− 12

= −6
= det(A)

3.1.2 Sei

A =

(
1 2
3 4

)
Berechne det(A−1).

Lösung:

det(A−1) =
1

det(A)

det(A) = 4− 6 = −2

det(A−1) = −1

2
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3.1.3 Seien a, b, c, d ∈ R und

M =


a 0 0 0 0 0
1 −2 0 −1 0 0
2 b 0 3 0 0
0 7 1 −2 0 0
−1 4 0 7 −1 c
5 1 d 4 1 2

 .

a) Berechnen Sie det(M)

b) Für welche a, b, c, d ist M singulär?

Lösung:

a) Hier benutzten wir den Blocksatz

det


a 0 0 0 0 0
1 −2 0 −1 0 0
2 b 0 3 0 0
0 7 1 −2 0 0
−1 4 0 7 −1 c
5 1 d 4 1 2

 = det(■) · det(■),

und berechnen die Determinanten der Blöcke einzeln.

det(■) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 0 0 0
1− −2 0 −1
2+ b 0 3
0− 7+ 1− −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3. Sp.
= −

∣∣∣∣∣∣
a 0 0
1 −2 −1
2 b 3

∣∣∣∣∣∣ = −(−6a+ ab) = 6a− ab

det(■) =

∣∣∣∣−1 c
1 2

∣∣∣∣ = −2− c

Schliesslich erhalten wir

det(M) = (6a− ab)(−2− c) = a(b− 6)(2 + c)

b) M ist singulär, wenn det(M) = 0.

a(b− 6)(2 + c) = 0

M ist singulär, wenn

a = 0 oder b = 6 oder c = −2.
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3.1.4 Seien a, b, c, d ∈ R und

A =


a b c d
−3a 2b 3c 2d
a b −c d
−2a −2b −2c d

 .

Berechnen Sie die Determinante von A.

Lösung:

Durch das Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen ändert die
Determinante nicht. Das können wir ausnutzten und anschliessend nach der
3. Zeile entwickeln.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−3a 2b 3c 2d
a b −c d
−2a −2b −2c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ ←−
−1

+
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b− c+ d
−3a 2b 3c− 2d
0 0 −2c+ 0
−2a −2b −2c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2c
∣∣∣∣∣∣
a b d
−3a 2b 2d
−2a −2b d

∣∣∣∣∣∣
Schliesslich benutzten wir die Regel von Sarrus, um die 3×3 Determinante zu
berechnen.

det(A) = −2c(2abd− 4abd+ 6abd+ 4abd+ 4abd+ 3abd)

= −2c(15abd)

= −30abcd

28



3.1.5 Seien a, b, c, d ∈ R und

A =



a b c d b b d
b c d d b d a
c d b c d c c
d b c d b b c
b d c b d b b
b c d d b d a
d a c d a b c


.

Berechnen Sie die Determinante von A.

Lösung:

A =



a b c d b b d
b c d d b d a
c d b c d c c
d b c d b b c
b d c b d b b
b c d d b d a
d a c d a b c


→ II = V I, also det(A) = 0.

29



4 Vektorräume

 
intuition

WennwirZählenlernen entwickelnwir einabstraktes GefühlfürZahlen

EDESEIDESEIDETE beanstandete 3

egalwelchesObjektwirkönneneinergewissenAnzahl ObjekteneineZahlzuweisen

DieZahl 3 istdemnachnichtnur an Äpfel gebunden sondernkannauchaufDreiecke

Kreuzeetc angewendetwerden

Wirwissenauch was passiertwenn wir zuerst 3 Äpfelunddann 2Äpfel haben

EDESEITETELOGUE

EEEstie 5

Dieses Gefühlfüraddition giltnichtexklusivfürÄpfelsondernlässtsichauchauf
andereObjekteübertragen

5 5

WirkönnenGeld genausogutwie Äpfel BirnenundRechtecke addieren Wirhabenalso

denBegriffderAdditionabstrahiert aufallgemeineFälleerweitert

AnalogauchdieMultiplikation

Dasselbemachenwir nun mitVektoren

BisjetzthabenwirVektorenva alsPfeile imRaumbzwEbene kennengelernt Wirwissenschon

wie man mitihnenrechnet NunkönnenVektoren genauwieZahlennichtnurPfeiledarstellen

sondernbeliebigeObjekte z.B

Kräfte

Position

ListevonZahlen

Funktionen usw

30



Wirwissenbereits wie wirmitPfeilenimRaumrechnen können

addieren
multiplizieren

A

Nun wollenwir auchdieseOperationenaufalleAnwendungen vonVektorenabstrahieren

AusschlaggebendsinddafürdieRegelnderOperationnichtdieObjekte

Rechenregeln werdenzuAxiomen

WichtigeBegriffe

Vektor Objekt

Z.BFruchtkorb

Raum Menge

Mengevonverschiedengefüllten
Fruchtkörben

InnereOperation Kombination von Objektenauseiner
Menge

Fünf L Ein
verschiedenen

ÄussereOperation Kombination von Objektenaus
MengemitSkalar

VerfielfachungallerFrüchte in
einemKorb
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Es müssen nun sowohl eine innereOperation alsaucheineäussereOperation
definiertwerden

V V V nimmtzweiVektorenausderMengeVundordnetdem
Paareinen anderenVektor in U zu

la b i a b so wirddieinnereOperation ausgeführt

Lineimjf.fignuYektorundeinenskalar undproduzierteinen

2 a α a so wirddieäussereOperation ausgeführt

Nunmüssen basierend aufdeninnerenund äusserenOperationenfolgende Axiomegelten

YEITELFivgesetz.FI

L'Egesetz

Neutrales Element Nullvektor

InversesElement

Skalares Assoziativgesetz

Distributivgesetz

NeutralesElement

NunkennenwiralleRegelnundkönnenüberprüfenob eineMengemitbestimmtenOperationen

einenVektorraumbeschreibt DafürmüssenwiralleAxiomeprüfen

Zusammenfassend

Wirwollen unsere Vorstellung von Vektoraddition undMultiplikation von

den uns bekanntenVektorpfeilenimRaumundEbeneaufalle möglichenVektoren
abstrahieren verallgemeinern DamitkönnenwirdannspäterdieEigenschaftenvonVektoren

auchaufandereObjekte welchesichalsVektorendarstellenlassen anwenden
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Unterräume

EinUnterraum isteinenichtleere TeilmengeU einesVektorraumswelchefolgende

Eigenschaften erfüllt

Summevonzwei ElementenvonUist
i a b EU atbEU weiterhinTeil von U

Iii aell ER α a EU
WirdeinElement von Umiteinem

ELITE Eondaiskalierte

Ein Unterraum ist selberauch ein Vektorraum

Bsp
Sei __ alleaffinlinearenFunktionen derForm al a taz

und U alleaffinlinearenFunktionenmitSteigung 2 f x 2x b
Ist U einUnterraumvon__

i a bell atbEU

2x b 2x bz 4xtbetbe nichtTeil von U

UistkeinUnterraumvon

BspE
Sei alleaffinlinearenFunktionen derForm alxta taz

und U allekonstanenFunktionen f x b
Ist U einUnterraumvon__

i a b ell atbEU i felt tz bitte
Teilvon

Iii aell ER α a EU f x α by

Uist einUnterraumvon
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NormierteVektorräume

EineNormisteinefixeRegel mitwelcher man jedemVektor in einemVReinereelle

positiveZahl zuordnen kann DadurchkannmansiedannVergleichen

Mathematisch lässtsichdas wiefolgtdurch eine Abbildungausdrücken

R

EsgibtvieleMöglichkeiten dieseZuordnungzumachen Z.B

geometrische Länge EuklidischeNorm

2 4 2

grössterEintrag Maximumsnorm

2_ Max 4

Achtung es müssenbestimmteBedingungenerfülltseindamiteineNormvorhanden ist

v WE α ER mussgelten

1 0 und 0 v 0

2 v α v

3 W V t W

BeispielesolcherNormensind

V 2 vit v2 EuklidischeNorm

AufR
gg Mqv1 in

v
pyangmmumsynorry

A 2 ai HibertSchmidtNorm

AufR A yyn.EEai Spaltenmaximumsnorm

A z FEIEIai Zeilenmaximumsnorm
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ErzeugendensystemeundBasen

Sei v Liv dann ist eineLinearkombination von V1 Vn Dabeisind

α ne undV1 Vn voneinemVR

V XIV α V2 nun

die MengeallermöglichenLinearkombinationennenntsich LineareHülle und wird

mitspanV1 Vn abgekürzt

DieseMengeallerLinearkombinationen V3

istein Vektorraum DieVektorenV1 vn v

sind dann ein Erzeugendensystemvon

Vektorraum span vi V2V3 Unl

Es lassensich nunalle Vektoren in durcheineLinearkombination der

Erzeugendenvektoren bilden

Betrachten wir Beispielsweise 2D Vektorpfeile R Es lassensich

beliebigviele Erzeugendensysteme finden

span

span

span

span

span

etc
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WennalleVektorenv1 vneinesErzeugendensystemsLinearunabhängigsinddannhandelt

es sichum eine Basis DieVektorenheissendann Basisvektoren

In 2Dwirdoft die Standartbasis verwendet

Wobei ex und e Δ

JederVektorkann eindeutigals ey
LinearkombinationderBasisvektoren

dargestelltwerden
Vektorraum spanLexey

WirkönnenjedochauchandereLinear unabhängige Vektorenals Basisvektoren verwenden

Seienz.B er und es
ey

WiederkannjederVektoreindeutig
inalsLinearkombinationderBasisvektoren

dargestelltwerden
Vektorraum Spantenes

DieAnzahlderbenötigtenBasisvektorenbleibt erhaltenDieseAnzahl nenntmanDimension

InunseremFallmit V spanlex e Spanten egl hatder VR V

dieDimension 2

FolgendeAussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax DbesitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x o

Aistinvertierbarregulär

det A 0

Zeilen Spaltensindlinearunabhängig

SpaltenvonAsindeineBasis von R
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GramSchmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Orthonormalbasis ONB

I I
ez e v

i i i i i i
b

BeieinerOrthonormalbasis stehendie Bei einernichtorthonormalenBasismüssendie
Basisvektorensenkrecht zueinander Basisvektoren weder orthogonalnochnormal

orthogonal und habendieLänge 1 sein

normal

Z.B
e leid ez i b be bei

Willman einenVektor indieserBasis Willman einenVektor indieserBasis

darstellendannkannihneinfach darstellendannkannihnnicht orthogonal

orthogonal projizieren projizieren LGSlösen

Orthonormalprojektion

EinVektor w lässtsichaufeinenVektor v wiefolgtorthogonalprojizieren

w

w

w
ir

i

Sei es en eine Orthonormalbasis desVektorraumsV danngilt EV

er er
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Wiekönnenwirnun einesolcheOrthonormalbasis finden BzwKannichaus jeder
herkömmlichen Basiseine Orthonormalbasis basteln

Ja
Dazubenutzenwir das Gram Schmidt Orthogonalisierungsverfahren

Dafürbenötigen wir einebeliebigeBasis B be bis und
einbeliebiges Skalarprodukt

undproduzierendamit eine Orthonormalbasis E es er

i Wähleeinenbeliebigen ersten Basisvektorbeundnormiereihn

er
be a

bebe be
e

ii WähleeinenzweitenBasisvektorbe ziehezuerstden zu b parallelen
Teilab projektionvon

ei bz b e e
kaufen ba

ei ei
undnormiereihndann

e eile

iii WiederholefürjedenweiterenBasisvektorbi

e bi bi e e bi ez ez bi ein ein

ei Ei Ei
DaskommtSEHRoft beiPrüfungen dran
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4.1 Beispielaufgaben

4.1.1 Seien

v1 =

1
0
2

 , v2 =

0
1
1

 , v3 =

0
2
2

 , v4 =

3
0
1


Kann w =

4
1
2

 als eine Linearkombination von v1, v2, v3, v4 beschrieben werden?

Falls ja, geben Sie eine Linearkombination an.

Lösung:

Dafür lösen wir folgendes LGS:

1 0 0 3
0 1 2 0
2 1 2 1

∣∣∣∣∣∣
4
1
2 ←−

−2

+

→
1 0 0 3
0 1 2 0
0 1 2 −5

∣∣∣∣∣∣
4
1
−6 ←−

−1

+

→
1 0 0 3
0 1 2 0
0 0 0 −5

∣∣∣∣∣∣
4
1
−7

x4 =
7

5
x3 = t

x2 = 1− 2t

x1 = 4− 3
7

5


t=1−−→

4
1
2

 = −1

5

1
0
2

−
0
1
1

+

0
2
2

+
7

5

3
0
1

 .
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4.1.2 Es sei der Unterraum U ⊂ R3 gegeben durch

U := {(x, y, z)⊤ ∈ R3 : x+ y + z = 0}

Bestimmen Sie eine Basis von U .

Lösung:

x = 0 : v1 =

 0
1
−1

 , y = 0 : v2 =

 1
0
−1

 , z = 0 : v3 =

 1
−1
0


aber v3 = v2 − v1, also ist {v1, v2} bereits eine Basis von U .

B =


 0

1
−1

 ,

 1
0
−1



4.1.3 Überprüfen Sie, ob die folgenden Teilmengen Unterräume sind. Begründen
Sie Ihre Antworten.

a) R3 ⊂ R3.

b) {A ∈ Cn×n | A⊤ = A} ⊂ Cn×n für n ∈ N.

c) {p ∈ P3 | p(1) = 0 und p(1100) = 0} ⊂ P3, wobei Pn für n ∈ N der
Vektorraum der Polynome mit Grad ≤ n ist.

d) {(x1, x2, x3)
⊤ ∈ R3 | |x1|+ |x2| = |x3|} ⊂ R3

Lösung:

a)

Enthält den Nullvektor:

0
0
0

 ∈ R3

Abgeschlossen bez. Addition:

x1

x2

x3

+

y1
y2
y3

 =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 ∈ R3, ∀xi, yi ∈ R

Abgeschlossen bez. Multiplikation: α ·

x1

x2

x3

 ∈ R3 ∀α ∈ R

R3 ⊂ R3 ist ein Unterraum.
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b)

Enthält den Nullvektor:

(
0 0
0 0

)⊤

=

(
0 0
0 0

)
Abgeschlossen bez. Addition:(
a11 a21
a21 a22

)
+

(
b11 b21
b21 b22

)
=

(
a11 + b11 a21 + b21
a21 + b21 a22 + b22

)⊤

=

(
a11 + b11 a21 + b21
a21 + b21 a22 + b22

)

Abgeschlossen bez. Multiplikation: α ·
(
a11 a21
a21 a22

)
= α ·

(
a11 a21
a21 a22

)⊤

∀α ∈ R

{A ∈ Cn×n | A⊤ = A} ⊂ Cn×n ist ein Unterraum.

c)

Enthält den Nullvektor: p0(x) = 0x3 + 0x2 + 0x+ 0.

p0(1) = 0 und p0(1100) = 0.

Abgeschlossen bez. Addition:

1 1100 1 1100

+ =

Abgeschlossen bez. Multiplikation:

1 1100 1 1100

=α ·

{p ∈ P3 | p(1) = 0 und p(1100) = 0} ⊂ P3 ist ein Unterraum.

d)
Enthält den Nullvektor: |0|+ |0| = |0|

Abgeschlossen bez. Addition:1
0
1

+

 0
−1
−1

 =

 1
−1
0

 ⇒ |1|+ | − 1| = |2| ≠ |0|

Nicht abgeschlossen bez. Addition, also kein Unterraum.
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4.1.4 Betrachten Sie den Vektorraum P3 der reellen Polynome vom Grad ≤ 3 mit
der Basis B = {x3 + 1, x2 + x− 2, 2x+ 1, x+ 2}.

a) Welches Polynom in P3 hat die Koordinaten (2, 1,−1, 3)⊤ bezüglich B?

b) Sei p(x) := x3+x2+x+1. Bestimmen Sie die Koordinaten von p(x) bezüglich
B.

Lösung:

a)

p(x) = 2(x3 + 1) + 1(x2 + x− 2)− 1(2x+ 1) + 3(x+ 2)

= 2x3 + 2 + x2 + x− 2− 2x− 1 + 3x+ 6

= 2x3 + x2 + 2x+ 5.

b)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 2 1
1 −2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
1
1 ←−

−1

+

→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 2 1
0 −2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
1
0
←−

−1

+

←−−−−

2

+

→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
0
2
←−
←−

→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 2
0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
2
0 ←−

−2

+

→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 2
0 0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
2
−4

→

x4 =
4

3

x3 = −
2

3
x2 = 1

x1 = 1

Die Koordinaten von p(x) bezüglich B sind also

[p(x)]B =


1
1
−2

3
4
3

 .
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4.1.5 Sei V der von den Funktionen {1, x, x2, ex} aufgespannte Vektorraum mit
dem Unterraum U := {1, x, x2}. Für zwei Funktionen f, g ∈ V sei das folgende
Skalarprodukt definiert:

⟨f, g⟩ := f(0)g(0) + f ′(0)g′(0) + f ′′(0)g′′(0) + f ′′′(0)g′′′(0).

a) Wie lautet die Norm von f ∈ V bezüglich des gegebenen Skalarprodukts?

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis in U bezüglich des gegebenen Skalar-
produkts.

c) Verifizieren Sie, dass ⟨. , .⟩ tatsächlich ein Skalarprodukt ist.

Lösung:

a) ||f || =
√
f(0)2 + f ′(0)2 + f ′′(0)2 + f ′′′(0)2

b) Gram-Schmidt: b1 = 1, b2 = x, b3 = x2

→ e1 =
1

||1||
→ e′2 = b2 − ⟨b2, e1⟩︸ ︷︷ ︸

=0

e1 = x

e2 =
e′2
||e′2||

= x

→ e′3 = b3 − ⟨b3, e2⟩︸ ︷︷ ︸
=0

e2 − ⟨b3, e1⟩︸ ︷︷ ︸
=0

e1 = x2

e3 =
e′3
||e′3||

=
x2

2
B =

{
1, x,

x2

2

}

c) x, y, z ∈ V

⟨x, y + z⟩ = x(0)[y(0) + z(0)] + x′(0)[y′(0) + z′(0)] + x′′(0)[y′′(0) + z′′(0)]

+ x′′′(0)[y′′′(0) + z′′′(0)]

= x(0)y(0) + x(0)z(0) + x′(0)y′(0) + x′(0)z′(0) + x′′(0)y′′(0)

+ x′′(0)z′′(0) + x′′′(0)y′′′(0) + x′′′(0)z′′′(0) = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩.

⟨x, αy⟩ = x(0)(αy(0)) + x′(0)(αy′(0)) + x′′(0)(αy′′(0)) + x′′′(0)(αy′′′(0))

= α [x(0)y(0) + x′(0)y′(0) + x′′(0)y′′(0) + x′′′(0)y′′′(0)] = α⟨x, y⟩.

⟨x, y⟩ = x(0)y(0) + x′(0)y′(0) + x′′(0)y′′(0) + x′′′(0)y′′′(0) = ⟨y, x⟩.

⟨x, x⟩ = x(0)2 + x′(0)2 + x′′(0)2 + x′′′(0)2 ≥ 0.

⟨f, f⟩ = 0 ⇔ f ≡ 0, ex − Term sonst nie Null.
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4.1.6 Sei folgendes Skalarprodukt auf P4 gegeben

⟨p, q⟩ =
∫ 1

0

p(x)q(x) dx.

Finden Sie eine Orthonormalbasis für den Vektorraum span{1, 3x4}.

Lösung:

Gram-Schmidt: b1 = 1, b2 = 3x4

→ e1 =
b1
||b1||

= 1

→ e′2 = b2 − ⟨b2, e1⟩︸ ︷︷ ︸ e1∫ 1

0

3x4dx =
3

5

e′2 = 3x4 − 3

5

e2 =
e′2
||e′2||

||e′2|| =

√∫ 1

0

(3x4 − 3

5
)2dx =

4

5

e2 =
5

4
(3x4 − 3

5
) =

3

4
(5x4 − 1)

Eine Orthonormalbasis ist dann gegeben durch

B =

{
1,

3

4
(5x4 − 1)

}
.
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5 Lineare Abbildungen

 
Definition

Seien und reelleVektorräume Dannheisst

F i Fx
lineareAbbildung falls X.GE α ER

i Fx y Fx F y und ii F α αF

wennwir nunprüfenwollenobeine Abbildunglinear ist dannmüssen wirprüfenob

i und ii gelten

Beispiele

Fi if i Fx y 3 y 3 34 Fx F y linear
ii F α 3 α α 3x αF

Fi 3 i Fx y 3 y 2 3 39 2 Fx F y nichtlinear
affinlinear

WeitereEigenschaften von linearen Abbildungen

Owirdauf 0 abgebildet

sind und endlichdimensional z.B 2 dannkann jede lineare

Abbildung F durcheine m n Matrix Ae beschrieben werden

F

A heisstdannAbbildungsmatrixvon F

Beispiel

F22 23

Y 5
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LineareAbbildungenundMatrizen

WiewirgesehenhabenkönnenwirlineareAbbildungendurcheineMatrixbeschrieben Ax
AnhandderAbbildungsmatrix könnenwirvielüberdieAbbildungherausfinden

Bild
Ganz am Anfangvon LinAlgI sahenwirdieMatrixVektor Multiplikation

DasheisstallemöglichenVektoren die durchdasProduktAx entstehenkönnen werdendurch

dieLinearkombination derSpaltenvon beschrieben ZumBeispiel

_ES se _ES se
vonAx vonAx

i

i i i

2 12 1 12

AlledieseErgebnissezusammennennensichBildeinerMatrix DieDiemensiondesBildesistgleichdemRang
Mathematischformuliert

Bild y 2m c2 sodassy AER

Kern

Wiegeradegesehen beschreibt dasBildeinerMatrixdenRaumaufwelchenbeliebigeVektoren

durch abgebildetwerden

A BildvonA

i
i

i
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WirfragenunsnunobesVektorengibtdieaufNullabgebildetwerden

DhWirsuchenalle sodass 0

A

i i

122 Kernvona

Mathematischformuliert Kern e2 0

ZusammenhangmitLGS

12 Rangvoll Rangnichtvoll

2
a

Lösung
0

Uendlichviele
Lösungen

i

i i

FolgendeAussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x o

Aistinvertierbarregulär

det A 0

Zeilen Spaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasis von R

DasBildvon istnDimensional

DerKernvonAbestehtnurausdemNullvektor
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Zusammenhang
dimKern dimBild n

Beweis

Seite2

DerKernvonA istdieLösungsmenge desHLGSAxO Diese Lösungsmengehat n rfreie

Parameter DabeiistrderRangvon A AnzahlPivots

A
t.ws t.xetr2n 3n r 1

DerLösungsraum von AxO hatalsodie Dimension 1 Damithatauch derKerndie
Dimension 1

dimKernA n r

DurchdasGaussverfahrenzum dösenvonAx0 habenwir die Zeilenstufenform R von

A gefunden DieBildervon Aund Rlassensich durchdiejeweiligenSpaltenbeschreiben

A R 07

BildA span a a a BildR span r r r

Da AundR dieselbeLösungsmenge beschreiben spannensieauchdenselbenRaumauf
DadurchhabenSiedieselbeDimension

DieDimensionvonRisteinfachzu bestimmendasiegleichdemRang r ist

dimBildAl dimBildR r

Dadurchist dimKernA dimBildA n r t r n

dimKernA dimBildA n
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Basiswechsel

Wiewirbereitsgesehenhaben könnenwirfürdenselbenVRverschiedene BasenwahlenOftkanndie
Wahleiner bestimmtenBasiseinProblemstarkvereinfachenUmvoneinerBasisindieandrezu wechselnbenutzten

lineareAbbildungen

BasiswechselfürVektoren

Koordinaten beschreiben umwievieldie BasisvektorendesasoziiertenVektorraumsskaliertwerden

Dh dieKoordinatenhängenimmervonden Basisvektorenab

Z.B inderStandartbasis

4 1
4 3 2 1 1

Würdenwir z.BdieBasismitBasisvektoren wählenunddieKoordinatennichtändern

würdenwireinenanderenVektorerhalten
1

4 1
4 3 2 1 1 2

MitdenneuenBasisvektoren wären die richtigenKoordinatenfürdenselbenVektor

1 2
2 2

InderneuenBasis sinddie
Koordinaten also

1

1 beschreiben

standart 2neu gleichenpunkt

Wennwir also von einerBasis ineineanderewechseln müssenwirauch dieKoordinaten ändern

Dafürführenwirdas KonzeptderÜbergangsmatrixein
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Nennen wirhierfürunsere Standartbasis B unddieandereBasisB Wirwollen

nunvon B nachB transformieren

WirsuchenalsodieKoordinateneinesVektorsausB inderneuenBasisB

Mathematischausgedrückt hi I
FormeinesLGSinMatrix Schreibweise

I B B I B I B
FB

B I
B

I it I B I

DieMatrix transformierteinenVektorausderBasisB indieBasisB Wirwollenjedochdie

Transformationvon B zu B DafürnehmenwirdieInverse

UnsereÜbergangsmatrix istalso B D Bis

Zusammenfassend

Für beliebigeBasen q 9 an und wewa Und gilt

91 92 9

V

51



BasiswechselfürDarstellungsmatrizen

WirkönnennunVektoren voneinerBasisineineandereTransformieren NunstelltsichdieFrageobdasauch

fürMatrizengiltDennlineareAbbildungenundderenDarstellungsmatrizensindauchaneineBasisgebunden

SeiAeineDarstellungsmatrixeiner1inAbbildunginderBasis Danngilt

3

wirsuchennundieDarstellungsmatrixdergleichenAbbildunginderBasisw Also

w w 9 w

DurchUmformenerhalten wir

3

39 39 3 w

w

7 w w

W 3 w

w

BeieinergenauenBetrachtungfälltfolgendesauf

w w 3 w

w 3 w
TransformationdesEingabevektor zuBasis

AbbildunginBasis

RücktransformationzuBasisw
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5.1 Beispielaufgaben

5.1.1 Sei

A =

2 1 −1 2
1 0 −1 0
3 1 −2 2

 .

Bestimmen Sie eine Basis für das Bild und den Kern von A.

Lösung:

2 1 −1 2
1 0 −1 0
3 1 −2 2

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

←−
←− →

1 0 −1 0
2 1 −1 2
3 1 −2 2

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
←−

−2

+

←−−−−

−3

+

→
1 0 −1 0
0 1 1 2
0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣
0
0
0 ←−

−1

+

1 0 −1 0
0 1 1 2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0

x4 = t

x3 = s

x2 = −s− 2t

x1 = s

→


s

−s− 2t
s
t

 , Kern(A) =




1
−1
1
0

 ,


0
−2
0
1


 .

Da Rang(A) = 2, nehmen wir zwei linear unabhängige Spaltenvektoren von
A als Basis für das Bild:

Bild(A) =


2
1
3

 ,

1
0
1

 .

5.1.2 Sei P2 der Vektorraum der Polynome vom Grad ≤ 2 mit der Basis B =
{1, x, x2}. Sei

L : P2 → P2

p(x) 7→ p′′(x) + 4p′(x) + 3p(x)

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von L bezüglich der Basis B.

Lösung:

1 =

1
0
0

 L−→ 3 =

3
0
0

 1. Spalte von A

x =

0
1
0

 L−→ 4 + 3x =

4
3
0

 2. Spalte von A

x2 =

0
0
1

 L−→ 2 + 8x+ 3x2 =

2
8
3

 3. Spalte von A
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5.1.3 Geben seinen die Abbildungen

a) F : R2 → R2, (x1, x2)
⊤ 7→ (2x1 + x2, x1)

⊤

b) G : C([x0, x1],R)→ R, g(x) 7→
∫ x1

x0
g(x) dx

Prüfe, ob die Abbildungen F ,G linear sind.

Tipp: C([x0, x1],R) beschreibt alle stetigen Funktionen auf dem Intervall [x0, x1].

Lösung:

a)

F(x+ y) =

(
2(x1 + y1) + x2 + y2

x1 + y1

)
=

(
2x1 + x2

x1

)
+

(
2y1 + y2

y1

)
= F(x) + F(y)

F(αx) =
(
α2x1 + αx2

αx1

)
= α

(
2x1 + x2

x1

)
= αF(x)

F ist linear.

b)

G(g + h) =

∫ x1

x0

g(x) + h(x) dx =

∫ x1

x0

g(x) dx+

∫ x1

x0

h(x) dx

= G(g) + G(h)

G(αg) =
∫ x1

x0

αg(x) dx = α

∫ x1

x0

g(x) dx = αG(g)

G ist linear.
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5.1.4 Gegeben Sei der Vektorraum V = R3 mit der Standardbasis B. Die Matrix

A =

−5
6

1
6

1
3

1
6
−5

6
1
3

1
3

1
3
−1

3

 .

definiert eine lineare Abbildung von V nach V .

a) Durch eine Wahl der neuen Basis

B′ =


 2

0
−1

 ,

−11
0

 ,

1
1
2

 .

werden neue Koordinaten eingeführt. Bestimmen Sie die Übergangsmatrix
T von B nach B′.

b) Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung in den neuen Koordinaten
B′ beschrieben?

Lösung:

a) TB′→B ≡ S =

 2 −1 1
0 1 1
−1 0 2

 , T = S−1 =

 2 −1 1
0 1 1
−1 0 2

−1

S−1 mit Gauss-Jordan bestimmen:

 2 −1 1
0 1 1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 →

1 −1
2

1
2

0 1 1
0 −1

2
5
2

∣∣∣∣∣∣
1
2

0 0
0 1 0
1
2

0 1

 →

1 −1
2

1
2

0 1 1
0 0 3

∣∣∣∣∣∣
1
2

0 0
0 1 0
1
2

1
2

1


1 0 1
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
2

1
2

0
0 1 0
1
6

1
6

1
3

 →

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
3

1
3
−1

3

−1
6

5
6
−1

3
1
6

1
6

1
3

 → T =

 1
3

1
3
−1

3

−1
6

5
6
−1

3
1
6

1
6

1
3



b) B = T [A]BS

B =

 1
3

1
3
−1

3

−1
6

5
6
−1

3
1
6

1
6

1
3

−5
6

1
6

1
3

1
6
−5

6
1
3

1
3

1
3
−1

3

 2 −1 1
0 1 1
−1 0 2

 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 0
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5.1.5 Betrachten Sie die Abbildung F : R3 → R3 gegeben durchx
y
z

 7→
7x+ 5y − 8z

5x+ 3y − 4z
−x− 3y + 8z


a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von F bezüglich der Standardbasis E =
{e1, e2, e3} von R3 an.

b) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F bezüglich B unter Verwendung
der Übergangsmatrix T und ihrer Inversen.

c) Gegeben sei die Basis B = {b1 := e1, b2 := e1 + e2, b3 := e2 + e3} von R3.
Finden Sie die Übergangsmatrix T von B nach E und ihre Inverse T−1.

d) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von F und eine Basis des Bildes von F .
Geben Sie ausserdem die jeweiligen Dimensionen an.

Lösung:

a) [F ]E =

 7 5 −8
5 3 −4
−1 −3 8



b) TB→E =

1 1 0
0 1 1
0 0 1


1 1 0
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 →

1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 −1
0 0 1

 →

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
0 1 −1
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

TE→B

c) [F ]B = TE→B[F ]ETB→E

=

1 −1 1
0 1 −1
0 0 1

 7 5 −8
5 3 −4
−1 −3 8

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 =

 1 0 3
6 12 −6
−1 −4 5


d)

7 5 −8
5 3 −4
−1 −3 8

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→

1 3 −8
0 −12 36
0 −16 48

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→

1 0 1
0 1 −3
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→

x3 = t

x2 = 3t

x1 = −t

Da Rang(F) = 2 ist, hat das Bild die Dimension 2. Für eine Basis des Bildes
nehmen wir zwei linear unabhängige Spaltenvektoren von F :

Bild(F) =


 7

5
−1

 ,

 5
3
−3

 , Kern(F) =


−13

1

 .

Die Dimensionen sind dann dim(Bild(F)) = 2 und dim(Kern(F)) = 1.
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6 Eigenwertproblem

 

Betrachten wir zunächst eine lineare Abbildung gegebendurch Ax AEC

DieAbbildungnimmteinenVektorX undbildetihnaufdenVektor X AX ab

A

Wirfragenunsnun obesbestimmteEingabevektoren gibt welchedurchdie Abbildung A
nur um einenFaktor 1 gestrecktbzw gestauchtwerden

A X X

WirwissenalsodassindiesemFallfüreineAbbildung gegebendurch AX folgendesgeltenmuss

X Ausdembekommenwirdann die allgemeineGleichung

Rx

DerVektor welcherdurchdieAbbildungnurgestrecktbzw gestauchtwirdnenntsichEigenvektor

DerFaktor 1 umwelchengestrecktbzw gestauchtwirdwirdEigenwert genannt

Eigenwerte

Wirsuchenalsoein 1 sodass Rx giltWobei 0 Durchumstellen erhaltenwir einHLGS

derForm
A R 0

WannhatdiesesHLGSnurnichttrivialeLösungen x 0

DasHLGShatnichttrivialeLösungengenaudannwenn det A R 0

MitdieserGleichungkönnen wir nun dbestimmen
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Bsp
Sei 350 bestimmealleEigenwertedi von A

det A 1 det 1 det 6
3

0

3 1 611131 0

1 3 12 3 13 6

DasPolynompAR det A R heisst characteristischesPolynom WennAEC dann

istpAR einPolynom ntenGrades

InunseremBeispielistderEW 3 einedoppelte NullstelledescharacteristischesPolynoms

Wirsagenalsodassdie algebraischeVielfachheitdesEW3 gleich 2ist Dh

11,2 3 mitalgebraischerVielfachheit 2

13 6 mitalgebraischerVielfachheit 1

Merkmalevon EW von AEC
i AhatmindestenseinenEW REC

ii Ahathöchstens nEW REC

iii Ahatgenau nEW REC wennmandieEWmitihreralgebraischenVielfachheit zählt

WeitereDefinitionenzuEW

i DieMengeallerEWvonAheisstSpektrumvon A

ii ZweiMatrizenAB heissenähnlich wennfüreinereguläreMatrixT gilt
B A Aund B habendann dasselbecharakteristischePolynom

dieselben EWmitdenselbenalgVf
dasselbeSpektrum

dieSelbeDeterminante
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Eigenvektoren

Wirwissennun wie wir EW bestimmen nunmüssenwir nochdie dazugehörigen

Eigenvektoren EV bestimmen D.hdenVektor findenfürwelchengilt
dx x 0

DasProblemkannwiederzu A d x 0 umgeschrieben werden Nunsetzenwireinender

EWeinundlösendasHLGS Demnachsind die EVimmermiteinemEW verbunden

BSP

SeiA 350 mitEigenwerten 11,2 3 und13 6 Bestimmedie EV

vi A R A 3 0

38 O X t ER 12 0 1 0

t oderEx

V A R A 6 0

38 509 0 1 0 2 9 3

oderEx

Vaz A R A 3 0

vi Viz it oderEx

DawirhiereinHLGSmitdet 0 lösen wirdes immer unendlichvieleLösungen für A R 0

geben Dh jedemöglicheLinearkombination vonEVvoneinemEWistauchwiedereinEV Der

dadurchaufgespannteVektorraum istdanneinUnterraumvon C undnenntsichEigenraum

EigenräumewerdenmitEn bezeichnet

59



Bsp
SeiA mitEigenwerten 1 und 3 4 Bestimmedie EV

Ex Ex Ey A R A 1 0

ZweifreieParameter
Gauss

t aus StER
t s

E StER s t StER span

Eyanalog

IndiesemBeispielistalsoderEigenraum E zumEigenwert 11 1 beschrieben

durchEr span

Die DimensiondesEigenraumsdimEx heisst geometrischeVielfachheit vonRi
In unseremBeispielistalsodiegeometrischeVielfachheit von 11 2

Die geomVfistgleichderAnzahlderfreienParameterimHLGS A R 0

Allgemeinistimmer zubeachten dassfüreinenEWR von AEC geltenmuss

1 geomVfvon1 algVfvonR n
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Diagonalisierung

FürAbbildungenistesvorteilhaftwenndieAbbildungsmatrix diagonalist daDiagonalmatrizenleichtinvertierbarsind

und Matrixmultiplikation einfacherist BeimDiagonalisierenwollenwiralsoeinenBasiswechselmachensodass

dieMatrixinderneuenBasisdiagonalist
FüreineMatrix 6 wollenwiralsoeineMatrix 6 finden sodass

1
dingda an

istdanndieAbbildungA ineinerneuenBasis

Bei DiagonalmatrizenwerdenBasisvektoren nur umSkalare vonderDiagonalenskaliertD.h

dieBasisvektorensinddieEigenvektoren

Eigenwerte

f
Eigenvektoren

Wirwählenalsodie Eigenvektorender ursprünglichen MatrixalsneueBasisDerFaktormit
welchemskaliertwirdsindgenaudieEigenwerte

Die Übergangsmatrix enthältdannalsSpaltendieEVvon DieDiagonalmatrix mussnun

aufderDiagonalendieEWvon haben Dh diag2 In

Dawirfür eine Diagonalisierung brauchenmuss regulärsein

Aufeurer Zusammenfassungstehtaber

Wasbedeutet er füreine Matrixwennsiehalbeinfach ist

EineMatrix isthalbeinfachwenn jedes 2algVfh gVfh

InanderenWorten JederEW 2 mitUfhgezählthateinenEVwelcher linearunabhängigvonallen

anderenEVist Deshalbgiltauch
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Recall

FolgendeAussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

Aistinvertierbarregulär

Zeilen Spaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasis von R

Dadurchdass halbeinfach ist garantierenwirdass regulär istundsomitist diagonalisierbar

Spezialfall Symmetrische Matrizen

Sei c 2 symmetrischdanngilt

isthalbeinfachalsodiagonalisierbar

besitzteineorthonormaleEigenbasis

eineorthogonaleMatrix so dass diagonalist

Anwendung Potenzenvon Matrizen

Sei eC diagonalisierbar Berechne

Da diagonalisierbar istgilt

Nunist 3 IIII 33 diag 2 1 1

Generellgilt diag 2 I

DadurchvereinfachtsichauchdasMatrixexponential e diage ein

durcheinsetzen ine
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Hauptachsentransformation quadratischerFormen

QuadratischeFormen

EsgibtquadratischeFunktionen inmehrerenVariablen Z.B in zweiVariabeln

4 1 2

BeigenauererBetrachtung siehtman dassdieseFunktionauchmiteinerMatrixbeschriebenwerdenKan

Hierist nun 4 1 2 diequadratischeFormvon

Allgemeinkönnenwirfür jede symmetrische Matrix c 2 diedazugehörige quadratische

Formfinden Sie istwiefolgtdefiniert e 2

2 2

X X 9,4

JenachMatrixkanndie quadratische FormgraphischandersaussehenBspfür 2Variabeln

Die unterschiedlichen quadratischenFormenlassensichklassifizieren

taggen

EinereinquadratischeFormhatkeineMischterme Dh SiewirdmiteinerDiagonalmatrix gebildet

e 3
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DurcheineTransformation könnenwir einenichtreineForm ineine reineFormumwandeln

DafürnehmenwirdieEVderMatrix undwählensiealsneueBasis Diagonalisieren Durchdiese

TransformationbringenwirdiequadratischeForminihre Normalform

Kegelschnitte

Seieinequadratische Form für e222symmetrischDannistdie Niveaumenge

e22 q x 1

einKegelschnitt VerschiedenesymmetrischeMatrizenlieferneinendieserKegelschnitte

Fürdie quadratischeForm 4 1 2

Z 1

Kegelschnitt

Seieinequadratische Formg für e233symmetrischDannistdie Niveaumenge

e23q x 1

eineQuadrikoderFläche2GradesVerschiedene quadratische Formen liefernverschiedeneQuadriken
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Die NormalformenallerKegelschnittesind

Hauptachsentransformation

g

Rotation Translation

g z
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6.1 Beispielaufgaben

6.1.1 Sei

A =

−3 4 −4
0 5 −8
0 4 −7

 .

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und geben Sie die geo-
metrischen und algebraischen Vielfachheiten an.

Lösung:

Eigenwerte durch det(A− λI) = 0 bestimmen.

→

∣∣∣∣∣∣
−3− λ 4 −4

0 5− λ −8
0 4 −7− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−3− λ)

∣∣∣∣5− λ −8
4 −7− λ

∣∣∣∣
= (−3− λ)︸ ︷︷ ︸

λ1=−3

[(5− λ)(−7− λ) + 32] = 0

→(5− λ)(−7− λ) + 32 = λ2 + 2λ− 3 = (λ+ 3)︸ ︷︷ ︸
λ2=−3

(λ− 1)︸ ︷︷ ︸
λ3=1

= 0

Die Eigenwerte sind also λ1,2 = −3︸ ︷︷ ︸
alg. vfh. 2

, und λ3 = 1︸ ︷︷ ︸
alg. vfh. 1

.

Nun die Eigenvektoren

→ E−3 :

0 4 −4
0 8 −8
0 4 −4

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→

x3 = t

x2 = s

x1 = s

E−3 = span


1
0
0

 ,

0
1
1


Die geometrische Vielfachheit von λ1,2 ist 2.

→ E1 :

−4 4 −4
0 4 −8
0 4 −8

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→
−1 1 −1
0 1 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
0
0
→

x3 = t

x2 = 2t

x1 = 2t− t

E1 = span


1
2
1


Die geometrische Vielfachheit von λ3 ist 1.
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6.1.2 Sei

A =

−3 4 −4
0 5 −8
0 4 −7

 .

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und überprüfen Sie ob
A diagonalisierbar ist.

b) Falls möglich, diagonalisieren Sie A, sodass

D = T−1AT

c) Kann T orthogonal gewählt werden? Falls ja, geben Sie ein solches T an.

Lösung:

a) Aus 6.6.1 kennen wir bereits das charakteristiche Polynom

pA(λ) = (−3− λ) [(5− λ)(−7− λ) + 32] = −(λ+ 3)2(λ− 1).

Wir sahen auch, dass für jeden Eigenwert geom. Vfh. = alg. Vfh. gilt. Die
Matrix ist also halbeinfach und deswegen Diagonalisierbar.

b) Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren aus 6.6.1 können wir auch schnell
D unf T aufschreiben.

D =

−3 0 0
0 −3 0
0 0 1

 und T =

1 0 1
0 1 2
0 1 1


c) T kann nicht orthogonal gewählt werden, da A nicht symmetrisch ist.
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6.1.3 Sei

A =

(
5 −6
3 −4

)
.

Berechnen Sie eA.

Tipp: Das Matrixexponential vereinfacht sich für diagonalisierbare Matrizen als

eA =
∞∑
n=0

An

n!
= Tdiag(eλ1 , ..., eλn)T−1.

Lösung:

Wir diagonalisieren A und berechnen dann eA mit der Formel aus der Aufga-
benstellung.

Eigenwerte:

∣∣∣∣5− λ −6
3 −4− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(−4− λ) + 18 = λ2 − λ− 2 = (λ− 2)(λ+ 1) = 0

λ1 = −1, λ2 = 2

Eigenvektoren:

→ E−1:

6 −6
3 −3

∣∣∣∣00 → 1 −1
0 0

∣∣∣∣00 →
x2 = t

x1 = t
E−1 = span

{(
1
1

)}
→ E2:

3 −6
3 −6

∣∣∣∣00 → 1 −2
0 0

∣∣∣∣00 →
x2 = t

x1 = 2t
E2 = span

{(
2
1

)}

T =

(
1 2
1 1

)
, T−1 =

(
−1 2
1 −1

)
Das Matrixexponential ist also

eA =

(
1 2
1 1

)(
e−1 0
0 e2

)(
−1 2
1 −1

)
=

(
−e−1 + 2e2 2e−1 − 2e2

−e−1 + e2 2e−1 − e2

)
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6.1.4 Sei die quadratische Form q gegeben durch

q : R2 → R

q(x) 7→ 1

2
x2
1 +
√
3x1x2 −

1

2
x2
2 , x =

(
x1

x2

)
a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A, sodass q(x) = x⊤Ax.

b) Führen Sie die Hauptsachentransformation y = Tx durch und geben Sie die
Normalform von q an.

Lösung:

a) A =

(
1
2

√
3
2√

3
2
−1

2

)

b) Diagonalisieren:∣∣∣∣∣12 − λ
√
3
2√

3
2

−1
2
− λ

∣∣∣∣∣ =
(
1

2
− λ

)(
−1

2
− λ

)
− 3

4
= λ2 − 1 = 0

λ1 = −1, λ2 = 1

E1 :

∣∣∣∣∣−1
2

√
3
2√

3
2
−3

2

∣∣∣∣∣ → E1 = span

{(√
3
1

)}

E−1 :

∣∣∣∣∣ 3
2

√
3
2√

3
2

1
2

∣∣∣∣∣ → E−1 = span

{(√
3
3

−1

)}
Damit T orthogonal ist, müssen wir noch die Eigenvektoren normieren um
dann T und D aufschreiben zu können.

T =

(√
3
2

√
3
4

1
2
−3

4

)
, D =

(
1 0
0 −1

)
Nun können wir die Hauptsachentransformation y = Tx durchführen.

x⊤Ax
x=T−1y−−−−→ (T−1y)⊤AT−1y = y⊤ TAT−1︸ ︷︷ ︸

D

y

(
y1 y2

)(1 0
0 −1

)(
y1
y2

)
= y21 − y22

q(y) = y21 − y22
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7 Methode der kleinsten Quadrate

 

70



71



AnwendungfürkleinsteQuadrate

optimaleLösung
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7.1 Beispielaufgaben

7.1.1 Sei

x1+ 0x2 = 2

x1+ x2 = 1

x1+ 2x2 = 0

x1+ 3x2 = −1
x1+ 4x2 = 1

ein überbestimmtes lineares Gleichungssystem. Lösen Sie das Ausgleichproblem
mittels der Methode der kleinsten Quadrate. Das heisst, finden Sie (x̂1, x̂2)

⊤, so
dass ∥r∥2 = ∥Ax− c∥2 minimal ist.

Lösung:

A =


1 0
1 1
1 2
1 3
1 4

 , c =


2
1
0
−1
1



A⊤A =

(
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4

)
1 0
1 1
1 2
1 3
1 4

 =

(
5 10
10 30

)

A⊤c =

(
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4

)
2
1
0
−1
1

 =

(
3
2

)

Löse A⊤Ax̂ = A⊤c:

5 10
10 30

∣∣∣∣32 ←−−2

+
→ 5 10

0 10

∣∣∣∣ 3−4 →


x̂2 = −

2

5

x̂1 =
7

5
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7.1.2 Gegeben sei

x1+ x2 −1 = r1

x2 −3 = r2

x2 −4 = r3

Lösen Sie das Ausgleichsproblem mittels der QR-Zerlegung.

Lösung:

A =

1 1
0 1
0 1

 , c =

1
3
4


Das Element a32 muss eleminiert werden, wir notieren also

i = 3, i = 2, a22 = 1, a32 = 1, ω =
√
2.

Dadurch ist

Q⊤ =

1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 mit


cosφ =

1√
2

sinφ =
1√
2

Q⊤A =

1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

1 1
0 1
0 1

 =

1 1

0
√
2

0 0

 → R0 =

(
1 1

0
√
2

)

Q⊤c =

1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

1
3
4

 =

 1
7
√
2

2√
2
2

 → d0 =

(
1

7
√
2

2

)
Nun lösen wir das Gleichungssystem R0x̂ = d0:

1 1
0
√
2

∣∣∣∣ 1
7
√
2

2

→ x̂ =

(
−5

2
7
2

)
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8 Lineare Differentialgleichungssysteme

 

mogenelineareDifferentialgleichungen 1OrdnungmitkonstantenKoeffizienten

SolcheGleichungensindbereitsausderAnalysisbekannt AllgemeinisteinesolcheDifferentialgleichung

gegebendurch y t ay t a 2 konstant

MitderLösung y t Ceat C 2

EinKonkretesBeispielhierfürist y t 2y t

Mitder Anfangsbedingung y O 3

DieLösungdieserGleichungistdanngegebendurch

y

t y o e ze

t

Die Lösungsmengedieser Differentialgleichung YEC 2 p ay istein1DURvonden1malstetig

differenzierbarenFunktionen 2

SystemehomogenerlinearerDifferentialgleichungen1OrdnungmitkonstantenKoeffizienten

GenauwiewirauchschonmitdenLGSsahenkönnenwir Gleichungen ineinen SystembeschreibenDasgehtauch

mitDGL's BetrachtenwirdafüreinBeispiel

Hlt 2yft y o 1

Ht 4galt y 0 3

DiesesSystemistentkoppeltdabeideGleichungen unabhängigvoneinandersindDadurchkönnen

wirsieauchseparatlösen

t y o e e t

t Klo e geht
t
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UnddawirinLinAlgsindkönnenwirauchsolcheSystemeinMatrixschreibweise ausdrücken

4 o e e

Graphischkönnenwir uns
odaswieherkömmliche

Linearkombinationenvorstellen
Yalt t

t
blossdasjetztalles auch y t

von t abhängt

EskannaberauchseindassdieGleichungenabhängig voneinandersindbeispielsweise

Ht 4 4 821
o

t 2Jt 3Ht
Daskönnenwirnichtmehr

direktlösen

WennwirdieMatrizenderzweiBeispielevergleichenfälltfolgendesauf

1 4 und

DieMatrix istDiagonal WennwirnununsereMatrix diagonalisierensolltenwirdasSystem

wieobenlösenkönnenWirführenalsoeinenBasiswechsel y indieEigenbasisdurchmit

t

Y 0 o 34

Fco

InderBasis könnenwirdasSystemnunlösenunddanachzurückTransformieren

t je je y t je je
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Y 1

o

t alt t1

t
t

2

GenerellkönnenwirjedesSystem homogenerlinearerDifferentialgleichungen1OrdnungmitkonstantenKoeffizienten

KompaktmitMatrizendarstellen

11 91282 antn an 92 an
mit

In anti anata anna an ana ann

DieAnfangsbedingungistdann O

unddieallgemeineLösung lautet t et
Wennnun diagonalisierbaristvereinfachtsichdieallgemeineLösungenorm

t et diagle e
1

HomogenelineareDifferentialgleichungenhöhererOrdnungmitkonstantenKoeffizienten

BisjetzthabenwirnurDifferentialgleichungen 1OrdnungbetrachtetalsoDifferentialgleichungen indenen

maximaldie1AbleitungvorkommtWielösenwiraberDifferentialgleichungen höhererOrdnung Betrachtenwir

hierfürdieGleichung

y t 4g t 2g t 3gt 0

Durcheine SubstitutionkönnenwirdieDifferentialgleichung in einhomogeneslinearesSystem

1Ordnung umwandeln
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Yo

y
Ya Ya Yat 4 t 2g t 3 4 0

J
Is Ja DGL1Ordnungmit 3Variabeln

Damitdie Informationen derSubstitution nichtverlorengehenwerdenSiemitGleichungenindasSystem

eingebunden

YoJa
oder

3 21 492

Sidenote DieSubtituition funktioniertauchbeinichtkonst KoeffizientenundinhomogenenGleichungen
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8.1 Beispielaufgaben

8.1.1 Sei

A =

(
1 1
6 2

)
.

Lösen Sie das Anfangswertproblem

y′ = Ay , y(0) =

(
0
10

)

Lösung:

∣∣∣∣1− λ 1
6 2− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(2− λ)− 6 = λ2 − 3λ− 4 = (λ− 4)(λ+ 1) = 0

λ1 = 4, λ2 = −1

E4 :

−3 1
6 −2

∣∣∣∣00 → −3 1
0 0

∣∣∣∣00 →

x2 = t

x1 =
t

3

E4 = span

{(
1
3

)}

E−1 :

2 1
6 3

∣∣∣∣00 → 2 1
0 0

∣∣∣∣00 →

x2 = t

x1 = −
t

2

E−1 = span

{(
1
−2

)}

Die allgemeine Lösung ist also

y(t) = c1

(
1
3

)
e4t + c2

(
1
−2

)
e−t

Nun fehlt noch die Anfangsbedingung

y(0) = c1

(
1
3

)
+ c2

(
1
−2

)
=

(
0
10

)
→ 1 1

3 −2

∣∣∣∣ 010 → c1 = −c2 = 2

Damit ist die Lösung des Anfangswertproblems

y(t) = 2

(
1
3

)
e4t − 2

(
1
−2

)
e−t =

(
2e4t − 2e−t

6e4t + 4e−t

)
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8.1.2 Gegeben sei die Differentialgleichung 2. Ordnung

x′′(t) = −8x(t) + 4x′(t) (†)

a) Verwandeln Sie (†) in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Welche
Dimension hat der Lösungsraum dieses Systems?

b) Geben Sie die allgemeine reelle Lösung der Differentialgleichung (†) an.

c) Bestimmen Sie die Lösung von (†) zu den Bedingungen x(0) = 1, x(π
4
) = 1.

Lösung:

a) Zuerst wandeln wir (†) in ein System 1. Ordnung um. Die Substitution

y0 := x

y1 := x′

y2 := x′′
−→

y1 = y′0
y2 = y′1

führt zu dem Differentialgleichungssystem{
y′0 = y1

y′1 = −8y0 + 4y1
bzw.

(
y′0
y′1

)
=

(
0 1
−8 4

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
y0
y1

)
.

b) Allgemeine reelle Lösung finden.

det

(
−λ 1
−8 4− λ

)
= λ2 − 4λ+ 8 = 0 → λ1,2 = 2± 2i,

E2+2i :
−2− 2i 1
−8 2− 2i

∣∣∣∣00 ←− · −8
2+2i

+
→ −2− 2i 1

0 0

∣∣∣∣00
y0 =

s

2 + 2i

y1 = s ∈ R

für s = 4


y0 =

4

2 + 2i
· 2− 2i

2− 2i︸ ︷︷ ︸
=1

=
4(2− 2i)

4 + 4
= 1− i

y1 = 4

E2+2i : span

{(
1− i
4

)}
, E2−2i : span

{(
1 + i
4

)}
.

Wodurch sich die folgende allgemeine Lösung des Systems ergibt

y(t) = e(2+2i)t

(
1− i
4

)
+ e(2−2i)t

(
1 + i
4

)
.

Diese Lösung ist jedoch komplex. Normalerweise wollen wir aber eine reel-
le Lösung. Um eine reelle Lösung zu erhalten, benutzten wir die Eulersche
Formel reiϕ = r cos(ϕ) + i r sin(ϕ). Um die Notation folgend zu vereinfachen
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betrachten, wir nur einen der beiden Eigenvektoren der Lösung (wenn man
beide betrachtet kommt man auf das gleiche Ergebnis nur mit mehr Notation,
am Ende findest du die Alternative mit beiden).

y(t) = e(2+2i)t

(
1− i
4

)
= e2te2it

(
1− i
4

)
= e2t (cos(2t) + i sin(2t))

(
1− i
4

)
= e2t

{(
cos(2t) + i sin(2t)− i cos(2t)− sin(2t)

4 cos(2t) + 4i sin(2t)

)}
= e2t

{(
cos(2t) + sin(2t)

4 cos(2t)

)
+ i

(
sin(2t)− cos(2t)

4 sin(2t)

)}
Für den letzten Schritt benutzten wir ein Korollar aus der Vorlesung welches
besagt, dass wenn y eine komplexe Lösung eines homogenen linearen Differen-
tialgleichungssystems y′ = Ay ist, so sind Re(y) und Im(y) ebenfalls Lösungen
des Systems. Re(y) und Im(y) sind hier weiterhin linear unabhängig und bil-
den dadurch eine Basis des Lösungsraums von y. So lässt sich eine allgemeine
Lösung auch als Linearkombination von Re(y) und Im(y) schreiben

y(t) = e2t
{
a

(
cos(2t) + sin(2t)

4 cos(2t)

)
+ b

(
sin(2t)− cos(2t)

4 sin(2t)

)}
.

Da wir eigentlich eine Lösung für (†) suchen und durch die Substitution x = y0
substituiert wurde, nehmen wir nur die erste Zeile des Vektors y(t).

x(t) = y0(t) = e2t {a(cos(2t) + sin(2t)) + b(sin(2t)− cos(2t))}

= e2t {(a− b) cos(2t) + (a+ b) sin(2t)}

= e2t {c1 cos(2t) + c2 sin(2t)} .

c) Nun müssen wir die Anfangsbedingungen x(0) = 1 und x(π
4
) = 1 in die

allgemeine Lösung einsetzen.

x(0) = e2·0 {c1 cos(2 · 0) + c2 sin(2 · 0)} = 1→ c1 = 1

x
(π
4

)
= e2·

π
4

{
c1 cos

(
2 · π

4

)
+ c2 sin

(
2 · π

4

)}
= 1→ c2 = e−

π
2

Damit ergibt sich die Lösung des Anfangswertproblems

x(t) = e2t
{
cos(2t) + e−

π
2 sin(2t)

}
.

Alternative Lösung mit beiden Eigenvektoren:
Anstatt nur einen der beiden Eigenvektoren zu benutzen, können wir auch
beide benutzen. Das Resultat ist das gleiche, jedoch mit mehr Notationsauf-
wand.
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y(t) = c3 · e(2+2i)t

(
1− i
4

)
+ c4 · e(2−2i)t

(
1 + i
4

)
= e2t

{
c3 (cos(2t) + i sin(2t))

(
1− i
4

)
+ c4 (cos(2t)− i sin(2t))

(
1 + i
4

)}
= e2t

(
c3 cos(2t) + c3i sin(2t)− c3i cos(2t)− c3 sin(2t) + c4 cos(2t)− c4i sin(2t) + c4i cos(2t)− c4 sin(2t)

4c3 cos(2t) + 4c3i sin(2t) + 4c4 cos(2t)− 4c4i sin(2t)

)
= e2t

(
(c3 + c4) cos(2t) + (c3 − c4)i sin(2t)− (c3 − c4)i cos(2t) + (c3 + c4) sin(2t)

4(c3 + c4) cos(2t) + 4(c3 − c4)i sin(2t)

)
= e2t

{(
(c3 + c4) cos(2t) + (c3 + c4) sin(2t)

4(c3 + c4) cos(2t)

)
+ i

(
(c3 − c4) sin(2t)− (c3 − c4) cos(2t)

4(c3 − c4) sin(2t)

)}
= e2t

{
a

(
cos(2t) + sin(2t)

4 cos(2t)

)
+ i b

(
sin(2t)− cos(2t)

4 sin(2t)

)}
womit wir schliesslich durch dieselbe Argumentation von oben die Lösung für
(†) finden

x(t) = y0(t) = e2t {a(cos(2t) + sin(2t)) + b(sin(2t)− cos(2t))}

= e2t {(a− b) cos(2t) + (a+ b) sin(2t)}

= e2t {c1 cos(2t) + c2 sin(2t)} .
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8.1.3 Gegeben sei das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

y′′(t) = −2y(t) + z(t)

z′(t) = −6y(t) + 3z(t)

a) Verwandeln Sie das Differentialgleichungssystem in ein System 1. Ordnung.

b) Geben Sie die allgemeine Lösung des in a) gefundenen Systems an.

Lösung:

a) Substitution

y′ := x

y′′ := x′ →
x′ = −2y + z

y′ = x

z′ = −6y + 3z

→

x′

y′

z′

 =

0 −2 1
1 0 0
0 −6 3

x
y
z

 .

b) Allgemeine Lösung finden

Eigenwerte und Eigenvektoren ergeben:

λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2

v1 =

0
1
2

 , v2 =

1
1
3

 , v3 =

2
1
6

 .

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 , T =

0 1 2
1 1 1
2 3 6


Die Allgemeine Lösung des Systems ist alsox

y
z

 = c1

0
1
2

+ c2e
t

1
1
3

+ c3e
2t

2
1
6
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