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0 Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Unterlagen meiner Ubung der Fécher , Lineare Alge-
bra I“ HS23 und , Lineare Algebra IT“ FS25. Weiterhin wurden Materialien aus den
Ubungsunterlagen von Robin Frauenfelder und dem PVK Skript von Gioele Zar-
dini {ibernommen. Dieses Skript wurde fiir den PVK im Sommer 25 gemacht und
soll als Lernhilfe und Repetitorium fiir den Stoff der beiden Vorlesungen dienen.
Es sind Theorie sowie Beispielaufgaben enthalten.

Trotz Revisionen des Skripts kann ich weder die Vollstindigkeit noch die
Korrektheit garantieren. Es ist moglich, dass kleine Fehler enthalten sind. Falls
dir ein solcher Fehler auffillt, wére ich dir dankbar, wenn du mich per E-Mail
dariiber informierst, damit das Skript korrigiert werden kann.

Eine aktuelle Version dieses Skripts sowie weitere Unterlagen findest du auf meiner
Website: n.ethz.ch/~nbartzsch/.

Vielen Dank und viel Erfolg mit Lin Alg I & II.

Nicolas Bartzsch

Versionen:

Juni 2024
Juni 2025 (aktuell)


n.ethz.ch/~nbartzsch/
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1 Lineare Gleichungssysteme

Definition:
bleiduwgssysteme. sind Hangen von &(eichunﬂm mit ener oder mehceren Vasiobeln .
Woun ist ein Gleidungssystem dineas &
> Wew die Unbekarwden nut in dec ersten Pstent vorkommen . Meistens weeden die \ociabeln mit

reellen. SKalacen multiphizied.

Bsp: Lineas : niddt Lineac:
[3x1+ 2x,=3 {e"*+ x; =6
X+ 1x,=8 171 + cos(x,)=2
)lo‘to‘.HO‘\:-
Erweitecte Mobrix:
7'1. xz xa
X, +2x, + 8x, = 2 8
X, +31% + 3%, = — 1 3
X, +4%, + 1%, = 4 1

Mokeiz -Veldorprodukt Ax =b

n
— m
Oy %y et P
o .
A:= 12 %y eee % m mxn .Mof.(‘n(
™ &leickuhaew
%m1 %my %mn
n Unbekonnte
x4 b,
x
X = 2|, b= b, Spaltenveldoren
x“ bn.
dos Produkt wicd definiert als:
Oy % et Fgn xy Oy Xyt o Xyt cera
o.12 0.22 een °'2n X’z a12x1+ °‘zzx2+ .eo °‘2n7‘n
Ax = . = = b
Oy %py % xn o.‘vuxit- O Xt o000 X,

l&suv\gsveriukren :

Ein LGS hot entweder:
= eme dndeuﬁae. ld'su.“ﬁ
= unendlidh viele Losungen

- Keine Losung



Um Liz'suhaen au finden benutren wiv den ‘Gomsschen Algerithmus. Dieser besteht ous elementoen Zeilenuwmformungen,

I.) vestouschen von zwei Zelew

I)

addieren. @ines vielfachen einec Zelle 2w eimer andesen.

Die Lssungsmenge blebt dutch diese Operationen wnvesanded . Mit Hilfe dieses Zeilenumformungen bringen. Wit dos

L6S in die Zelendufenform. |n dieses Jorm lasd sidh dos L6S duseq Rickwastseinselzen lssen und wic
Kéwnen die Pivsts idevtifizieren,

X % % X % %, %
fur m=n 3 2 8|3 3 2 8 0|3 fir mgn
0|=; 3|8 0o 0 13 5|58
o o IS 0 0 0|3 3

Die Anwohl Pivots ist auch slz‘\c\m dem Rang des 16S. Lie Kohnen wic nun wissen db ein LGS eme , Keine oder
wnendlidn viele Losungen hot 2 Retroditen wic einige LGS m Zeilendufenform .

n=3 n=3 n=23
—— —— ——
X X % | X % % | X, X, %
11 3|1 11 3|1 11 3|1
o 1111 11 (1 1111
0 -6:1-3 o o olo o o ol1

wenn Rong gleidn Avzahl Lenn Rowg Klemer ols Avishl  LJenn Rowg Kleiver ols Aveshl

Wnbekomrte . Unbekante und letzte Zele Unbekonrte und letate Zele nie
immes gidtig . ( Nullzeile) qirltiq (Vertriglichkeitsbedingungen)
eindeutige Losung tendlidh viele Losungen Keine. Losung

(reometricche \ntetp(e{‘a.ﬂoh:

Zeilenintespretotion:

Belrachten wit die einzelnden Zelen emes 2x2 LGS, S0 Koanen woir 2 Gexaden im 2-D Rowm  definiecen.
Anolog in 3-D mit Ebenen.

Bep:

X, +dx,=85 & x=

Ll

Xy
2

+ = «

Abhonig von dex Lssungsmenge kénnen in 2-D folgende Talle auftreten.



we
e\
\,O

2 2 2

emdeutige Lgsung unewdlich wiele Lésungen keime Losung

Spolteninterpretation:

Dofis nekmen wic die Spolten ols \ektoren und slellen unser LGS als [ineaskowbination dec

n

Spo.\&m doc . Lineackombination bedeutet hier skolien und oddiecen des \ekioren , alse V:i= ;: XV,
Bsp.:
X +2%= 5 X, +<:l)7c2 =
X+ 1x,= 1
Graphisdn :
‘4 (*:lz) L2 ‘4 2 Ta
/ ("1)7\ (;7,')7-2
X, / /
xi xl
Micht wosstablich. 0 5 Micht wossiiblich. '5 Viicht wrossstablich. i 5
e.'mdeu\:'\se lb'suhj unewndlich wiele Lésungen keine Losung
| | | | | |
425 _, 42|5 1 2l5 _, 125 425 _, 125
54 |% o 1|2 2 4|10 oolo 2 43 oo |1

LJenn. die Spaltenvekboren wie im ersten. Beispiel in wnterschiedliche Ricdungen zeigen gibt es fiss jedes b (Ax =b)
ene emdeutige Losung. In diesem Jall sagen wir,dass die Spaltenvektoren linear uabhnnig sind . LYic eckennen
aussecdem ,dass dec Rang voll ist (r=m. Gleichesmossen, wenn der Rang nicht voll ist (¢ <w) Sind mind. 2wei
Spolien Lineac obningiy (zeigen in dieselbe Ricktung). Dex Rowg cagt wns also wA. wie vide Spolbenvekboren

[mear wnobhaingiq Sind und daduch ouck die Dimension des Ldsungstoum



Folgende Aussogen sind Fiic jede Motrix AeR" Gquivalents
— A ot vellen Rang
— Ax=b besitateine cindevkige Lisimg
— Ax=b st fi« beliebiges b losbas
— Das homogene LGS Ax=0 ot nur die triviole Lisung (x=0)

— Zeilen / Spalien Sind fineas unobhing

Linease A\)\\ﬁnigkeib

Die fineace (Un) Ab\a&h‘xﬂkei{ iet eim wichtiges Komzept in Lin Alg. Grophisch Konnen it wns dies wie folgl

votekellen. fm 2-D Fall , wie obew, Sind 2 \lektoren. lineas unab\\&n'\a wenn Sie nichl i dieselbe Ric\\tuhg zeigem

baw. vudit kollinear snd.

/V

lin. una-bh&v\ig Lin. o-b‘v&nig
V# ot V= ot

IT'\. 2-D Fall simd 2 \Vekltoren lineas unab\m&“'\a wenn Sie nidt i desselben. Fbene Lieae.n baw. nicht

kbhplm\o.f Sind.

lin. wto-b‘lii“ig Lin. o-bh&“ig
oLV + R\ # oLV + R\ =

Allgemein. sind die Nekloren vy, . ,Vy Lineos unoblnéiniq wermn Keiner der Nektoren als Lineaskombivation

der anderen \lektoren darjesteu\‘: wexden kann .



1.1 Beispielaufgaben

1.1.1 Fiir welche Werte des Parameters a hat das Gleichungssystem

ari+ 4x9 +drs=a

lz1+ axy —2x3=1

2014+ 2ary —a’rs=a
keine, genau eine oder unendlich viele Losungen? Bestimmen Sie jeweils auch die
Losungsmenge.

Losung:
Gauss Verfahren anwenden:
a 4 5 la 1 a =21 —a -2
1 a =211 2 — a 4 5 la J+
2 2a —a?la 2 2a —a?la J+
1 a -2 1

0 —a’?+4 2a+5 0
0 0 4—a®>|—-2+a

Nun kénnen wir eine Fallunterscheidung machen:

i. keine Losung: (Widerspruch in der letzten Zeile)

4—a’=0 o d*=4 & a=42 )
a=—2.
—24+a#0 & a#2

ii. eindeutige Losung: (keine Nullzeile, voller Rang)

4—a*=-24+a & a*+a—-6=0 % (a—2)(a+3)=0

Bei der Option a = 2 ist die letzte Zeile Null womit der Rang nicht voll ist.
Es gilt also a = —3.

1’3—1
1 -3 2|1 3 1
0 -5 —1]0 = =g T =y
0 0 —5|-5 12

$1:1+3$2+2$3 = I‘lzg

iii. unendlich viele Losungen: (mindestens eine Nullzeile)

4—a’=0 d’=4 & a=+2 _,
94 a=0 & a="2 “=

1 2 —21 z3=0
00 90 = z,=t¢tcR
0 0 0 0 I1:1+2f1)3_2x2:>1‘1:1_2t

5



1.1.2 Geben Sie fiir @ und b Bedingungen an, so dass das System

0xy +axy +1lxs = —b
ary +0xy —+brs = -—1
ary —+ary —+2x3 = —2

a) eine Losungsmenge mit zwei freien Parametern besitzt.
b) eine Losungsmenge mit einem freien Parameter besitzt.
c¢) eindeutig losbar ist.

d)

keine Losung hat.

Geben Sie sie fiir alle Fille a), b), ¢) die Losungsmenge an.
Losung:

Gauss Verfahren anwenden:

Oal—bz a 0 b|-1 -1 a 0 b

a 0 b|-1 —>0a1—b]%0a1

a a 2|2 a a 2|-2 + 0 a 2—-0b|-1
a 0 b -1
0 a 1 —b
0 0 —=b+1p—1

a) Zwei freie Parameter: a =0, b =1

00 1|-1 T3 = —1
00 1|-1 = a9=tteR
00 0|0 21 =s sE€R
b) Ein freier Parameter: a # 0, b= 1
Zl'gzt,tGR
a 0 1]-1 ¢
0 a 1|-1 = 22=—
00 0[0 1y
xr1 =
a
c) Eindeutig losbar: a # 0, b # 1
.%'3:—]_
a 0 b —1 b—1
0 a 1 —b = 2= =
00 —b+1pb—-1 b—1
I = a

d) Keine Losung: a =0, b # 1



2 Matrizen

Wos smd Mobeizen 2

Wie kownen uns Modrizem  veralgemeinernt als *Zollenfeldes®  vorstellen .

Eine mxn Motrix A hat die Fom :

Qg Qg ... QAyq
A% Gy - Gpq n 2alen S yx
: AeR
Qg A2 Qpan

(Zeilen zuesst, <qolien <pater)

Oy = (A )( it der Eintraq in der i-ten Zeile und j-ten Spalle.

Motcizen wit wur eimec Spalte odes 2ele siwd  Spalten= baw. 2elenveldorey

!é )i thit e Modvi zew:

= Quedratich = wm=
0o oo

- Nullwakvix =| 0 0 o , alle E;mfriiae smd vl
©QO0

) PRLE und (A>;j =0 fos vy

Q F A
> Uy

.1
-  Obere Drelecksmataix = (o
Rechtsdreiecksmatviz o

100
- Uuntere Dreteckspoafax = (l 3 o) , = ol (0;:‘ co fic i<
Livks dreiecksmatriz 4 56

da0 o
- Diaﬁehulmq{-rix = o dlzdcl = d.\u%(du.dn.ds‘s\
0O

400
= Einheitsmotrix = 640 =T, (wie ,,1”)
\dentitat co 1
Teowms poniecew :

Die Transponieste von A ist AT
423 T 1y Teonsponicten st wie
A- (L\ A ) A=l 25 Spiegeln an eives  Dingewalen
36

Ein transponieter 2eilanvditoc wicd 2u Gmew  Spalenvelclor und  umgekehet .



= Symwehristhe  Matrizen

[}
>
n
>,
3
]
=S
>
[}
—_—
N A
N
()]
~—  —

- An{'cSymmekisehe Motrizen

|
>,
[}
>
3
[}
1
>
[}
—_—

Redmen wit Mofeizen: A, R e’gm'“

Addition: (42 s) ; (40 1 ) : (:m y )
h 56 odo0 4 66

- Eiwtﬂisc wesden emzelnd oddiest

Subteektion « (12 :'>) - (@’@ 1 ) ] (ol 1)
h 56 o410 4uuep

- Eintrige werden emzelnd subtrawiert
Multkipli Rt ion:
- il evew Skalac 2 eR : (;3 ;) =(g? g)
- wit eimex anderen Mafriy -

myn N
seien AeR ) Rek

nicht alle Matvizem Kovmen zusawwen wylbipliziect toecden . Bediv\auv\ st

n
™ - n =m
A B AB
mYX+n - nxg = m K
I—Gule'\c\\J

e Bed'w\juwj exfollt ist dos Produlet defimiert douscha:
(AB); =2, (A), (B),

Formel sitld kowpliziestes aus als es gt lich ist .

= Zusomwenfosserd:  Spallen auf Zeilen legew.



e = 2 x — Bediv\au‘n% exfollt

Beedwmen Wic iem dos Ecqebmis oy . Daflic bawthen  wis:

9. Zeile  dec erstewn Mabeix ynd 2. Spalte des zweaden Matrin
2
op=(100)|(4]= 12401402 =

AV\&\O& -(‘Gf Qa5 Oy, Ren

o el 2
=(4oo)(0)=0, =(021)‘(0)=4 , =(o,14)<«1)=L,
1 4 2

R ec‘«\u\f{‘?\dv\ :

AR =B+A
(AfR)4 C = A+(R4C)
(AB) ¢ = AlBC)
(A+R)C = ACt BC
A(c+p)=Ac+ AD
ZAERY = 2A+ 1B

A, eR
A(pAY = @p)A

ACHTUNG: AR+ BA

im o.\lscmeim“ Fall



Modvig Nektor Myliplikation : (S poltenshruktorsqta)
3 und 7(”4 dawn ist Ax eim 3xf Spallenvekior,

)

Retcocklon wir vivn emuge Spezialfal]e:

Sa AeR

[/ P au 1 P
Qzy Raz Qo

Oy Qy Q3

q
Sa =0 domn ist des Prodoki Ayx  defiviert dureh -
(]
320 2 9 3
2 4 4|10 =12 —= erste Spalle wow A
0 2 0 o 0
)
Wem vom £=| 4| dovn st das Prodokt Ax  defiviert duxeh -
(]
2.0 2 0 0
4 q ] =4 = 2wele Spalte vow A
0 2 0 0 2
0
Sei X =| 2] domwn st das Prodokt Ax  defiviest duxew -
(]
2.0 2 o 0 0
24 4 [{R] =[] =[2] ~ 2we mal 2wele Spalle
0 2 0/ \0 Al Y
4
Sei Y= | 1] domw st das Prodokt Ax defiviert duxeh -
()
20 2[4 3 0 3
204 4[] 22 4] [ 2] - ecste Spalle + 2wale Spalte
0 2 0 0 o & 2

Ge‘nefe" 3'1”- Lice Ax: Aekmm uwd Xefk“’”

Ax - Ay a(n + x-,_am | K“a(“\ o«“‘ : j-te Spa“'e von A

—

Lineas 10 Bivrat iow
des Spalten von A

10



wm in

Woe wemn X wme Mabrix ist2 Seien a\So AeR uwd %e“{“xp

o 4 (]
11of=|4p0

00 24

B A3

Wic Kownen dieses Prodokt wie 2wei Mulbiplikalimen von Malris wik Vektor Sehem

p-te Spalte won B
AB - (‘ Ab(") Ab("-) . b(ﬂ )

Dadureh kewn wan Modix Mylbiplikafionen iw bestimuben Fillen eimfach oblesen .

SELENS

0
4
4
l Zwe mal esle Spalte

-LQN
N A
QS w -~

Mot cizen ols Teamsformotionen:

Motrizen Koinen wic ahnlidh wie Funkdionen indecpretieren. L)ewn man einen \Nekbor it eines Malrix
mullipliziect Komwd wieder eim Veklor faus. Analog zu enes Junklion §(X)=y, o fis jedes ¥ ein y raus-
Komwd. In des Lineasen Algebea nennen wir dies Transforwation” odes Abbilding -

Wenn wit om  Madizen ols Tvamsformationen dewken, o ist dag Mulkipliziecem von

Motrizem wiz em konsekulives  Avckonrem womn Trovsfocwationan.

ABRX = Ay = »"

1) 2uect tansfocmiert B den E\lh?‘».vdtl'm’ %. Das gevexiert deny transformierien Vekber %
2) Donath troavsprwiort A den beseits Eranslormierten \okhr 'z »"

Die Sefmvie Transformation vom x->x" witd dawn duech das Produkt C=AB beschsieben.

l/\)l'r kaﬂhan vion Motrizem oddieren , Subtralieren uwd mu\leizierev\.
K-o. . W o, "2
nnen Wit oueh  dwidieten §
1

In den reellen Zoklenn Komiem wic Division als eive Mulkplikation sdiceiben © % = xa

11



lnverse. Modrizen:

Die ngn lnverse von eec nyn Matrix A wicd wit A? bezeichnet . Fs 0;“"-

-1
AA =T,
Wenn A eine tverse besitat g0 newnt moam A regula¢ oder wmvertierdas.

Bildlich wocht A? die Tawsformation vow A Ruckgsiniy .

Rechenregeln:
It =1 (ATt =Aa™HT
(A H =4 rang(A™") = rang(A)
(AF) Tt =(@amH)"
(c-A)y P =ct. 4t
(A-By'=B"1.A7"

Uva nwn die Jnvecse eimer bo.l-'gbi"m nxn Motax 2u becechnen benutzen wie den Gavss - lordon Alaorﬂhmvs:

Bgp:
240
A-:’[2“2
o4
210|400 .., 210|100 s 2-40(100 um 210|100
= 422|040 > o0-B54[41-20 — pis4|41-20 — o0-54[4-20
0-14]0 04 o14|oo 1 0 oi-1|1-2-5 oo 4125
oy 240|100 tx 240[100 5 200|024 11 Yo oefo4 2
— 050|502 — 040424 — 0404124y — o442k
oo 4|42 5 © o 4|12 5§ o 04|425 o odf2 5
Lot 2
A={-12Y
425
emein fikhrewn wic folgende Operotion ducch * !
Allgemein ik \gende Operotion duceh Alz — (A

Fiic 2x2 Matrizen gilt ausserdem:

Bsp: Restivwe die lwverse won A

2 4 - “ 3 A -4 R
A= Al —— =4 4 — A'=[w
(1 3) _' R (-1 2) (— %) (—‘T%



lenn A eine tverse besitat g0 nmewnt mam A regula¢ oder wvertierdas.

Wie Ko es sem das wicht imwmec ewme  |nvesse exsistiect 2

Oben sohen wir, dass bei einem Peodukt 2wischen Mobvin und Veklor toiedec eim Vekior evitsteht. Das
Resultat Kawn alse ols transformierte Version des urspringlichen Vekiors gesehen wesden. Mit dec Inversen A*von A
Kownen wic die Tronmsformation \'ik.ksii.ni3 machen. Mothematisdh Weisst das:

. -4
wenn A-\J=w dowm ist Aw =V

Die Mulbiplikation wit A macht die Multiplikation von A ciickganig

v

Das kénnen wic auck in \|e_f\n'~nduvx3 wit [GS bringen.

D =(4 *) A
2 0

Welche I.b'suha hat down =b [2

—* s gibt ein eindevtiges » {iv jedes b

Es Kown olso eime Matrix existierew ,scdass eincle.uk'\j

-1
A , b=
ii.) Y A -
(2 1) ha
Weldhe Losuhy hat dovwn =b 2 Y .
' YT )
— ks aib'l' unendlich viele {o+ jedes b . 3 $o<
14
.'
Tedes  der Form (VFE () eille i Gleichmy = 1 X
Wic Kovinen alse keine eindeshige Inverse finden), sodass j =3 oy
A-.2 b=

Betcodhten wic nochwmal genaver A, & A, . Wos fallt auf 2

(44 Gouss 4 4 Romg(A)= 2 = Aist fegulac
20 6 -2

S 4] Gauss 44 Rowg(4)=4 = Alist singulis
21 oo

13



Folgende Aussogen sind Fiic jede Motrix AeR" Gquivalents
— A ot vollen Rang
— Ax=b besitateine cindevkige Lsing
— Ax=b st fi« beliebiges b losbas
— Das homaogene LGS Ax=0 \at vur die triviole Lesurg (x=0)
— A igt mvectiecbac /cegolic

— Zeilen / Spalien sind  fineos unobhanig

Or“\oamo\k Hokrizen.

Eine nxn Moteiz eisst octhogonal , falls -
AA=T, baw. A'=A
—» d.h. orthegonale Motrizen snd u.A. Sehe kieht mvertierbac)
Octhogonale Motrizen ecfillen imwmer diese Eigenschoften:
i Zelen hoben lange 4 und sind  Sewkreckt aufeinondec

2 Spalten hoben Linge 4 und sind Senkrecht aufeinomdec

Bsp: Sei A orthegoval:
a o
(a8
| !
@ Vareay =1, Vai+ay =1

Wenn Be_d{vxsuhsm ecfiilit = Orthegomal ! (Es reicwt eine wvow beidew @ oder Ii.)

Transformationen von orthogovalen Matvieen:

»

i, Vektoren bleiben gleie\'\ )ov;a.

A = o A N

——_
L=l ta
La

14




ii. Distanzen baw. Winkel beiben
erhalfew . /7. N
N = d,

e ol
L=y , dy=de

v

lnssgso.mt behalten Formen thre Geowmetrie bei.

v

Beispiele sind ‘Rototionen und Spiegelungen

LR - Zerl.eg\my

(Die Kormen wit ein LGS dex Form Ax=b fic viele b adwmell losen 2
ldee :

Zedege A=LR
ist dabei eme Linksdreiedksmafrix

R ist eine Redntsdreiedismatrix

mit hilfe dieer Zeclegung miissen wic nicht wehe Gaussen! £s gilk down:
Ax=1Rx =1y=b

dh tm fic ein generelles b zu losen gehen wic wie folgt wvos:

i Ly=b dudh \oasidseinselzen

il. Rx=y ducch Ritckwaciseinsefzen

Bsp-
121 {00\ [4137% g
A=l2485| =240 |'|0-2-3 ) b=(9
34 2 341 o o4t 13
I v
{00 Y ba 137 %4 Y4y
i 240 |4 | =} o (029 % || %
I44/ |4 by o o1t \%/ \4%
! R
AusAu&abe l



Kochrezept anwenden konnen! st alles auf Zusawmenfassonng:

2.8 LR-Zerlegung

Mit der LR-Zerlegung kann man eine quadratische Matrix A in
das Produkt einer Linksdreiecksmatrix L sowie einer Rechts-
dreiecksmatrix R zerlegen. Dies erméglicht ein effizienteres
Lésen von Az = b; mit vielen verschiedenen b;.

Bsp: Lése Az = b durch LR-Zerlegung von A = (i 152)

Vorgehen:

@ Bringe A durch Zeilensubtraktion in Dreiecksform. Bei
erzeugten Nullstellen speichert man, das Wievielfache ei-
ner anderen Zeile von dieser Zeile subtrahiert wurde.

. 2 5 2 5
s (3 13) = (3 2)
Von dieser Zeile wurde das 2-fache einer anderen subtrahiert.

@ Bestimme L und R. L besteht aus den markierten Ein-
tragen und 1 auf der Diagonale, R aus den nichtmar-
kierten Eintragen.

2 5 1 0 2 5
Bsp: (I; 2) = L= (2 J). R= (“ 2)
@ Lése Ly = b (einfach, da L eine Dreiecksmatrix).
@ Lése Rz = y (einfach, da R eine Dreiecksmatrix).

LRP-Zerlegung mit Permutationsmatrix P

P-A=L-R

Manchmal ist es notwendig, dass man bei @ zusatzlich Zeilen
vertauschen kann. Dies wird durch eine Permutationsmatrix P
moglich.

Hierzu schreibe man zu Beginn die Identitatsmatrix neben A,
und macht mit dieser alle Zeilenvertauschungen mit:

1 0|1 2 0 1|3 4
o (0 1|3 4)=‘(1 0|1 2)

Auf der linken Seite steht am Ende die Permutationsmatrix P.
L und R werden auf die gleiche Weise wie iiblich bestimmt.

Bei @ I6se man nun Ly = Pb, bei @ weiterhin Rz = y.

16



2.1 Beispielaufgaben

2.1.1 Was ist
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2 0
0 2 0 -1 0 2 0 -1 1
o
(0 01 O) -3 2 =3 1 -3 2 =3 1 0]
2 1 2 3 2 1 2 0
Loésung:

Wir konnen den komplexen Ausdruck etwas vereinfachen um die Rechnung
zu erleichtern.

-1 1 -1 2 -1 1 -1 2 0
0 2 0 -1 0 2 0 -1 1
(0010)—32—31 -3 2 -3 1 0
2 1 2 3 2 1 2 3 0
Extrahiert die Q.Epalte der Matrix
-1 1 -1 2 1
0 2 0 -1 2
(O 01 0) -3 2 -3 1 2
2 1 2 3 1
x1
T2
T3
Ty
T
i) .
(0 0 1 0) v | =8
Ty

Wir miissen also nur x5 berechnen was durch das Produkt

(-3 2 =3 1)

NN

gegeben ist. Das Resultat ist dann —4.
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2.1.2 Fiir a € R sei die Matrix

1 00 2
0O 1 00
A= -1 010
a 1 0 1

gegeben. Fiir welche Werte von a ist die Matrix A singulér bzw. regulér? Bestim-
men Sie fiir a = 0 die Inverse von A.

Losung:

Singulér: wenn Zeilen/ Spalten linear abhéngig sind.
Regulér: wenn Zeilen/ Spalten linear unabhéngig sind.

Fir a=0.5

1 1
0 -1 . 0
-1 ] -1
0.5 0 + 0.5 0
In diesem Fall sind die Zeilen I und IV linear abhéngig. D.h. die Matrix ist
singulédr (nicht invertierbar).

0 0
0 0
1 1

_ o = O
— O O N
oo = O
_ O O N

Fiir a = 0 wenden wir den Gauss-Jordan Algorithmus an.

1 00 2|1 000 —1 100 211 0 O
01000100] —1_)01()0010
-1 0 1 00 01 0 «“+ 00121 0 1
0 1 0 1|0 0 0 1 + 00010 -1 0
100011 2 0 =2
01000 1 0 0
00101 2 1 -2
00010 -1 0 1
e

18



2.1.3 Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A, so dass LR = PA

0 1 -3
A=1[-3 7 6
-3 =2 =2

Losung:

Wir wenden dafiir das Rezept an und erhalten

1 00[{0 1 =3 01 0-=3 7 6 -1
01 0-3 7 6 - 1000 1 =3 1
0 1|1-3 -2 -2 00 1|-3 -2 -2 +
01 0-3 7 6 01 0(-3 7 6
000 1 -3 9 —- 1 0 00 1 =3
0011 -9 -8 + 0011 -9 =35

wobei die roten Eintrdge die Eintrdge der Matrix L sind. L, R und P sind
dann gegeben durch

1 0 0 -3 7 6 010
L=10 1 0), R=10 1 3], P=|1200
1 -9 1 0 0 =35 001

19



3 Determinante

Intuition:

Des orientieste. Flochenmhalt des Pasallelogmvms , welehes von 2wei Veklorew audgespomnt wird

D5s¢t sich wil dew Keeprodokt  berechnen.

Betrachien wir 2undehst die Flache die von dem Eimbeils vekioren (;)uv\d(g) m R*

beschrieben Luird.

M dem Keevzprodukt echalten wir:
4 (] (o} ‘ =4
o Xl 4 |= v} — 4] = S
V) o

Das possiert nun mit dem Einheitsquadral wenn wic ol beide Vektoren eine .Matriz A

omwanden .

A = BSIEE) e (58]

Die Fliche & lasd sih dusch (g))‘(;)=6 befedwen.
lm \/e.fslejc‘!\ 2Um E‘m%ei’rsquud\’a{: it die Floche =
6 mal gsses geworden. 1 s

W

Betrachten wit on e dhndiches Rewspiel indew die Vekloren ducch eme Hateix

C twowg {om\\'e'ct wecden

eooi) = (BAEE) e BE))

Die Floche ist Q wal grossec geworden

Wie Kéwnen wic diesev Faktos allgemein. bestimmen 2

20



Wenden wic tns wmodhwals on das Emheitsguadaat. i nutzen ,dass
AR = (A Ab™) gilf und somit Kownen Wiv die Eeansformierten Einhedevektoren aus dem

Produkt AR auslsen . [Dobei l>m=(g) und b“’:(?')
:20 :40 = 1T d\-\ AB‘-‘-A
A (O 3) 2 (o 1 z

Whe erkevnen won ,doss die “SpaMew der Madey A die fransfoemiecien Einheitovektoren

Ao) ) e A3

el

Wie konnen also divelld aus A die {:rahsﬁamief{eh Enheilsvektoren auslesen und die Defindion

sind.

des Kreu?_?rodo\({-es owwemdev\-

Q4 b, o
Qz X b?. = (v} -
0O o
A=(a‘ h) —s = Fakdor wit welchew Flachew skoliect werden.
a, b
= det ( A)

[

diese (irasse heisst ‘Defermimonte

Erivxhe.ru\nﬁ'- Orientierter Flachenivhalf | Eine negotive Determinante bedeytet

doss die Flache skaliert und lhre ovientiertmg invertiert wird.

M 3-D besdhreibt die Defermimonte wie sich Volumen verandenn
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Spez'(gl &u

Werm due \/Qk{oﬂn(;:) und (::_ pocalll sind ist die Flache des,vom ihnen

awfaespomnten , Pacallelograws vull

Es gilt dawn (j:) - 1(::) , AeR

Eine 22 Matix A =(: ::) hat olso ‘det =0 wewn die Spalken parcallel gind. Ednnesn

Wit unms wun an die Spqnelr\imtefpre{h{bh wn LGS dec Forwm Ax=b aurick

Ta (3 %o T4

()=
)

Nicht wosstiblich

L 4

[y
v

[

Nickt wasstablich

Romg vell Rang nicht voll

sahen tuic, dass wean beide Spaltew n die sdbe Riktung zeigen baw. parallel ind, de

Rang(A) nicht voll ist. Rong und Determinavfe hiingen also 2wsammen,

henaver kinwnen wic Sagen = Rowg(A) ist voll 4> det (A) #0

Folgende Aussogen sind Fiic jede Motrix AeR" Gquivalents
— A Yot ellen Rang
— Ax=b besitateine cindevkige Lising
— Ax=b st fis beliebiges b losbas
— Das homaogene LGS Ax=0 ot mur die triviole Lisurg (x=0)
— A 1¢t mvertiecbac /cegoliic
— det(A+ 0

— Zeilen / Spalten Sind  fineas uvobhinig
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BC\'Q Ckmu\s K
Allgememn

Koy man die Delecmivorte relussiv delinieren:

det A=D1 (-0 debhy odec  det A= 2 (- Moy det,

J=1

Zuw ausredwen wit dem Lapeeschen Ew+wic\duhg$$«*2= (fic jede nyxw Matrix)

Laplace’scher Entwicklungssatz:
Bei den meisten Matrizen ineffizient. Kann jedoch bei Matrix

mit vielen Nullen in einer Zeile oder Spalte geschickt angewen-

det werden.
o -02 3 @ Zeile oder Spalte auswahlen (dort wo viele Nullen).
5&' A = —2 ‘1 - 2 @ Jedem Element dieser Zeile/Spalte ein Vorzeichen zu-|
ordnen (Schachbrett).
3 6‘ 5 @ Fiir jedes Element die zugehérige Zeile und Spalte strei-

chen und Unterdeterminante bestimmen.

@ Jede Unterdeterminante mit zugehérigem Element und
Vorzeichen multiplizieren und addieren.

) 2ele /SPQ.H'Q austuahlen (viele Nullen)

0-223
21-2
26 5

i) Vorzeidhen (Schachbrett)
+ -+
(- i _)
+ -+
i) Unlesdelexmimanden  bestivmen
(6 -2 3)
21-2
65
Evstes Element dec ausgewshiten Spalte:
023
R 4 - — . 4 "2)
(+E : -52) to de{(g 5
2waites Element des ausgewahiten Spalte:
-*d) 3 -2 3
;é z—? -(2). de’((e 5)
Dritles Element dex avsgewnliien Spolte:
(0 -2 3 ]
((t 1 -z) -3 .dei(f_z)

‘R 65
23



iv) Zusamwmen addiecen:

37 2) om0 a(32) s wa(22)-

= 2(-10 480+ 3(4-3) = -532

Spezid. formeln:

© Fie Qu2

det(z :) = ad-cb

- Far 3x3 gibt es Regal wow Saerus: (Spotprodukl)

abe .
dot |d e € =ae’x+b€‘3+cdh -gec-h€m-ldb
9 Wi

! R ldl\f)f\"

ab'e
d e¢€
9 Wi

Fo4 ot

aet +big+cdh - gec -Wfa -1db

IQQQ
s o0
[ e

Dusdn aescﬁ\'d({es wodifizieren. vonu A laset sich die Qec\muhg verdinfothen Wit Ksvnen

{o\sehde_ Modifikationen ducchfihcon.

1) Nedouschen von Zeillen/Spallen — Vorzeichen der Determinante twechaelk

i) M) A

o00-3:Q=-4/4




i) Dei Spalten-Zeilenaddition bleibt Delecmmante glaich

33 M)
< e
K ou S,
Y Vo
@ ”
5=¢ S-=6

Die Determinonte smer Dieiekamatrix losd sichh emfoch bestivmen :

det(g“:) = ad-0b=ad

("fhr,

ab
de{(o e )=ae't+b('0+coo -oec -0fa -10b = aei
(Vo)

lWewn A eine Alullwl&/){ullspaﬂe besifet, g0 ist del(A) =0 . Mown l(b'vw\{e ivmer Nach

docr Nullzele / Nullspalte eyihwickeby und O exhalten

Besifet A 2wei ‘identische Zeilow so ist det(A)=0. Dec Rang it wickt woll (es Kawn eine. Nulzeile

durch  Spalten - Zeilenoddition eszeugt wesden.

Alle. 'Re_se,\h sind ouc auf dec 2sfy-

3.2 Rechenregeln Determinante
Neben den Zeilen/Spalteneigenschaften von 3.1 gelten folgen-
de Rechenregeln:
det(AB) = det(A) - det(B)
det(AT) = det(A)
det(diag(dy,da, -+ ,dp)) =d1 -do---dp
det(Dreiecksmatriz) = di - da - - - dp,

det(A™Y) = 1/det(A)

25



3.1 Beispielaufgaben

3.1.1 Sei
1 4 8
A=1(3 4 6
2 1 1
Berechne det(A").
Loésung:
1 3 2
Al=[4 4 1| > det(A")=4+24+48 — 64 — 6 — 12
8 6 1
=—06
= det(A)
3.1.2 Sei
1 2
=6
Berechne det(A™!).
Loésung:
det(A™h) = !
det(A)
det(A) =4—-6=—-2
det(A™!) = —=

26



3.1.3 Seien a,b,c,d € R und

a 0 0 0 0 O
1 -2 0 -1 0 0
2 b 0 3 0 0
M= o 7 1 -2 0 O
-1 4 0 7 -1 ¢
5 1 d 4 1 2
a) Berechnen Sie det(M)
b) Fiir welche a, b, ¢, d ist M singular?
Losung:
a) Hier benutzten wir den Blocksatz
0 O
0 O
det 0 00— det(m) - det(m),

)
o
fan)
()

-1 4 0 7 -1 ¢
> 1 d 4 1 2

und berechnen die Determinanten der Blocke einzeln.

a 0 0
1 -2 P
det(Mm) = ot b 5 =11 -2 —1| = —(—6a+ ab) = 6a — ab
2 b 3
det(M) = _11 ; =-2-—c

Schliesslich erhalten wir

det(M) = (6a — ab)(—2 — ¢) = a(b—6)(2 + ¢)

b) M ist singulédr, wenn det(M) = 0.

a(b—6)(2+¢) =0

M ist singuldr, wenn

a =0 oder b =6 oder ¢ = —2.
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3.1.4 Seien a,b,c,d € R und

a b c d
—3a 2b 3¢ 2d
a b —c d
—2a —2b —2c¢ d

A:

Berechnen Sie die Determinante von A.
Losung:
Durch das Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen andert die

Determinante nicht. Das konnen wir ausnutzten und anschliessend nach der
3. Zeile entwickeln.

a b c d -1 a b d a b d

—3a 20 3¢ 2d ] _|73a 20 2d} _ —2c|—3a 2b 2d
a b —c d + —2a —-2b d
—2a —2b —2c¢ d —2a —2b d ¢

Schliesslich benutzten wir die Regel von Sarrus, um die 3x3 Determinante zu
berechnen.

det(A) = —2¢(2abd — 4abd + 6abd + 4abd + 4abd + 3abd)
= —2¢(15abd)
= —30abcd

28



3.1.5 Seien a,b,c,d € R und

a b cdb b d
b ¢ dd b d a
c dbcdc c
A=1d b ¢ d b b ¢
b d ¢ b d b b
b ¢ ddb da
d a c d a b c

Berechnen Sie die Determinante von A.

Losung:

¢
A=1d b ¢ d b b c|—1I=VI, also det(A) =0.

o
SE
<o
S
o
<o
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4 Vektorriaume

Industion -

(enn tuit Zahlen lernen | evtwickeln wis ein obstrakles  Gefoh! foc Zohlen.

XX xxx 101D —,3
eaal welches Objekt wir Kimnen eimer opuwissen Anachl Objeklen cine ZoW zutweisen.
Die Zohl 2 ist demmach micht nue an Aplel gebonden | senden kann aveh auf Dreiecke,

Krevze , k. angewendet werden.

Wir wissen avcdh was passiest wenn wic 2uerst 2 Apkl und dann 2 Apfel haben.
[ea] %

Dieses Gefahl fir oddition it micht exklusiv for Aplel , sovdacn lisst sich avth auf
andere Ubjekle tibectragen.

+ — 5" 1+ 1—.5
Wie Konnen Geld genav so gut wie Apfel , Birnen und Reckhecke oddieren . Wir haben also
den Regriff dec Addition absteahiest (aut ollgemeine. Falle equeitet).
Analoy avon die Mulkiplikation.

Dasselbe machen wir non mit Vektoren .
Qis jefet haben Wit Vekboren via. ols Pleile im Raum baw. Ebene. Kewnengelecvit - Wi wissen séhoy
wie Man mit ihmen rdwet. Nun kevmen Vektoren |, aenau wie Zahlen, nicht wur Pleile dasstellen |
Sondervt beliebige Ubjekte 2.1,

~ Keafte

—+ Position

—+ Liste von Zahlen

-+ Funkbionen usw.
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Wiv wissen beveils wie. Wwic wit Heilen im Rovm rechwen kownenm-

addiecen wultipliziecen
Je )=, e A/ =

Num twollen ¢ auch diese Opesakionen out olle Antvendungen vom Vekborew obstrahiecen .

Ausschl agg)e\)eno( sind dofis die Zegeh dec Opesation nicht die Objekle.

— Rechenregeln wecden 2w Aviomen

Wichtige Begriffe:

\Je\({oc > 0\3@)&
2.B. Feuchtkorh

Rawn > Menge
Henge. ven verschieden gefil\tem
Ffu&\{'korbm
lvnere. Opesotion © > Kombimation vom Objekten aus emes
Munge.

lh [ege. olle Fetichte aws Verschiedemen
Feudtkorbenm ausowmen.

Aussese Opesation © > Kombination von Objekien aug
/'{nge mit Qalas

\Ie;r@iet{:oc\\uv\% aller Frichie w
amewn Korb.

4. Vektorraume

4.1 Definition Vektorraum

Sei V eine Menge von Objekten. V heisst Vektorraum, wenn
eine innere Operation (Kombination von zwei Objekten) und
eine dussere Operation (Kombination eines Objekts mit einem
Skalar) definiert sind, und folgende Axiome gelten:

Innere Operation: Aussere Operation:
P: VXV oV ©: KxV o>V
(a,b) > a@®b (a,a) » a@®a
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Axiome:

£s wissen nun Sowonl <ine vmere Oeration ,als auch eine Bussese Opesation
delviect wecdan.

@: I x\N—=+V (D wimwmt z2wa Vekboren aus der Mevge. V und ovdwet dew

Powa< civen awderen Vekfor in \ 2u.)
(o,bY—= oD b (so wiwd die ivnere OPercL{iovx O«usge{b\\rﬂ
O: RxV—=V (O nimwmt eiven Vektor und einen SKalac und produtiest eimen
neuew Vektor m V)

(e2,0) 1+ 2@ o (so wird die Gussere Opecakion ousgefihrt)

Nun wiissan , basiereind  aut den ivneren und  Gussecew Opexationam, folgunde  Axiowme galten.

Axiome: . Vekiocielles
(Al) Vu,v € V : u@Pv=vPu Romuﬁaki\lseséti
(A2) Vu,v,w eV : (u@Pv)Pw=uP(vPw) e VQI(“O\'\Q”QS
(A3)30 €V, HERD = m AsSozia'“vseSe{:e
. \
Vuev: [ Nevtcales Element ( Nullvekdor)
(A4) Yu € V, u@(—u) =0 )
T—weV: — [nwverses Element
(M1) Vo, B € R, (a-B)Qu=aGBOu)
\
e T . Skalaces Assoaiahvaeseb

(M2) Yo, B € R, (a+ﬁ)®u=(a®u)@(ﬁ®u)_
Vu,v eV : a@Ou@v) = (@@u)Pa@v)| — Distributivaesels
(M3) Vue V: 1Ou=u

T Neutrles Elewent

Nun kewnen wir alle Regeln und ksnnen Gberprifen ob eine Menge mit bestiwden Opesationen

einen \ekforrauwm beschreibt. Dofiit wissen wic alle Axiome. priifen.

Zusawmenfassend:
Wir wollen uwsere Vorstelling vom  Veklocoddibion wnd WMol biphkation , vow
don uns bekonnten \Velklorpfeilen jun Rauvwm vnd Ebene ,auf alle mioglichen Nekioren
abstrahiecew (vecallgemeinecn) . Damit Kovinen wic dawn Spater die Eigenschafien von Vekboren
aun auk andere Okjekbe (welche sich ols Vekforen dacstellen lassen) awwenden.
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Untescoame :

Ein Usterravm ist eine michtleere Teilmenge L eives Vekiorravims welche folgende
Eiqenschaften  ecfullt .

/ Summe vowm Zwei Elementen von U ist

() Vaobell: athel weiterhin Tl von W

() Vaell ,xe R: «o el N

Wicd ein Element voen U wit einewm
Skalac multipliziest ,so ist das skaliecte
Element weitechin Teil von U.

Eiv Unterravwm ist selber aweh ein  Veldorraum.

BSQ.I:
Sei V: alle affin- lineaten Funktionen der Form: alx)=a % +a,

und W: alle affin-lineaten Funktionen mit Sfeiavhﬂ 2 f(x)=2x+b

lst W en Unteccavm von V 2
(i) Yabell: athel

= (2x+b) +(2x4b,) = Uxtb,+b, — nicht Teil von U

Wist Kem Unteccaum vonV

BSQ-][:
Sei V: alle affin- lineatenFunktionen der Form: alx):a x +a,
und UW: alle Konfonen Funktionen : f(x)=b

lst W en Untercavm von V 2

() Vabel: athel — LD f 0= btb,

}Rilwmu
() Vael ,xeR: woel — «fl2)7 by

Wist ein Unteccaum von'V
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Nogmiede Vekborroume :

Eime Jow st eme fie Regd Wil wekher man jedem Veklor,in eimewm VR eine ceelle
positive Zahl 2uordwen Kam. Doducch Karm wman sie davn Necgleichen.
HMathemotisch loset cidh dog wie Jolgt ducch eine  Abbildung ausdriicken:

I-l: V=R, veIvl

Ls gibt viele Maglidhkeden diese Zuordnwng 2u wochen . Z .B.:

geometrisc\'le_ oﬁi'nee ( Eullidisdne  Noew)
Nzl = x5+ x3

Sréiss'ter z’:_ivztmﬁ ( Moximumsnorm)

"x"w: Y‘\aX(del,lle)

Adlung ! es miissen bestimmbe Bedingungen efillt sein damit eine Norm vorhanden ist .
VvweV,oe eR muss gelben:

4. INIZ0 und INII=0 = v=10

2. Mozl =1eclIvll

3. Iv+ull < fivil+ llwll

Beispidle edches Normen sind -

IV, = Jvie o+ (Euklidische Norm)
n
Auf R "\l"‘,‘,‘= max(1val, .. Iv,l)  ( Moximumsnorm)
Ivll = (vl eV ) (peNomm 45 p < o)

IAll, = JZ1eyl® ( Hibet - Sonmidt - Norm)

Af R (ANl max 21yl (Spatbenmasimamsnormy

1£)4n
n
Al ;= max 2 la,l (Zeilenmoxmumsnarm)
ZM  yeign j=1 Y
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Sko.LagErodukf :

Wic Noben nun 2in Todl um die Groese von Vekboren in einem Vekborcom 2w Vecg)eichen. ln diesem nadhaten

Seheit tollen wic die Rezichung zwischen zwer Vekloren mit oiner reellen Zahl bescheeiben. Wiedec [aest

Sich dies ducch eime Abbildung beschreiben.

Wobe: folyende Bedingungen ecfillt wecden miisson:

(o,*):VxV =R, (xy)l(,y)

VxyzeV,oeR wuss gelten:

Wemn (%,42=0 daan sind 2,y orthogonal (XJ.S)

1 {ey+2) = (x,y) +{x,z2)
2 (x, °“d> = d(x,td>
3. (ty)={yx

4 (¢, x)20 und {x,x)=0 ¢ x=10

£s qibt viele weitere Skalatprodukte! Oft musst ihe zeiqen ob  eine Abbildung em Skalaprodukt ik .

Hit dem Skalasprodulit kann eine Nomm indugiest werden .

2l = J{x,x)

Diese Norm  ecfilll jwwes alle Bedinsuwl Léc oime Noom , eaol welehes Skalarprodukt.

Ubechlick :

7.1 Definition Vektornorm

Sie muss folgende Bedingungen erfiillen:

@ lle- vl = |a] - |Jo]]
@ v+ w|| < [[vl| + [fw]]

Eine Norm im Vektorraum V' ordnet jedem Vektor v eine relle
Zahl ||v|| zu und kann so als eine Art Mass verstanden werden.

@ |l =0und [jo]| =0 v =0

Ewme Norm otdue jede\m Veldor <ime

veelle Zoll 2u.

8.1 Definition Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt ordnet jedem Paar z, y von Vektoren eine

Zahl {z, y) zu.
Es muss folgende Bedingungen erfillen:

@ <a,y +2) = <&, y) + {2, 2)

@ <@ ay) = e, y)

® (@) = . x)

@ {x,z) =2 0und {z,2) =0z =0
Beispiele fiir Skalarprodukte
e Standardskalarprodukt auf R™: {(z,y) =z -y
o Funktionenskalarprodukt: {f, g} = " f(z)g(z)dx
Rechenregeln:

(Az, Ay) = (z, AT Ay)

 aby

cosp= - VanarbeR?
lallibl

Ein  Skolacprodukt osdnet
eime veelle Zohl 2u.

jedew Nekfer paas



£ rzgmdegsﬁeme und Basen:

n
Sai v:= zo{;v; ,oltmn ist v eiwe Lineackowbination ven Vi, ...,V . Dabei sind

2y, ..., ER und V, ...V, & Von emem \R.

Viz o Vy+ o,V +ot oV,

die J'femg,(’. oller moglichen Lineackembinationewn nevnt sichy “Liveace Hille und wird

mit abaekirat

Diese J{ehse_ allet Lineackembinationewn 7

it ein Vektorroum \/ . Die \ektoren v, ...V, -

stnd davn ew Er%eusex\dex\sys'&m von V. .

Vaq

Vektorraum VV = span LV, vo Vs ., 00
Es lassen sicdh nun alle Vekforen i V ducch eme Lineackombination dec
Erzeugendenvektoren bildew.
Betrachten wir Beispielseise 2D Vekforplale (V =R, Fs losen sich

beliebiq viele Erzevgendensysteme finden:

.1
S\"°""{ 2|’ : ' f (i)}

1) (- 3
Spmr\{ ol’ ; 1y }

1 1 ol (-1
Spo.\r\{ 1]l ol |2 '(4)}

SP‘"‘{O ’ 4}

3
{1

5
? »

(V]
2

J

)

Spo.v\{g’g’z

2 —3(4

ete.
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(Wenn , alle Velhoren Vayoo o Va Unes Efzeugendex\sysfewls Lineos uno.H\blhig snd dann \andelt

ec gdh ym ome Rasis. Die \okioren heicsen dann Rosisvekiocen .

In 2D wird oft die , Standartbasis” (;)'(f ) vecwandet .
Wobe; : €x=(;) und é‘,:(f)

Jeder Vektor Wown emdeotiq als >

Lineaskombinalion des Basisvekiorem , R

€x

dasgesteltt werden. o
Vektoscaum \/=span (2, €,)

Wi kovnen jedodn avth ondese , ineas wnobhanige Vektoren als Bosisvelboren verwenden.

. (2 ~ (1
Seien 2.B. 14 wnd O

(Y
o

Wiedes Kown jeder Velctor Qj‘ndeu’tig
als Lineaskombalion dec Rosisvekioren .

do.(seskll‘l: werden. N
Vektortaum /= Span ( /&)
Die Anzol der bentigten Rogisvekioren bleibt erhallen . Diese Awzoll nennt mow Diwension.
n unserem Fall mit =span (2,,2,) =span ( &) bt der R

die Dimension ..

Folgende Aussagen sind fiic jede Matrix AeR™" Gquivalewt :
— A hot vollen Rang
— Ax=b besitzteine cindevtige Lisimg
— Ax=b st fr beliebiges b losbas
— Das homogene LGS Ax=0 ot nur die triviole Lesurg (x=0)
— A it wvectiecbac /cegoliic
— det(A# 0
— Zeilen / Spalten Sind  finess unobhini

— Spallen von A sind eine Bosis ~on R
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Gram - Schmidtaches  Orthonosmalisiesungsvesfohren

G ethonormalbasia (ONR)

Rei aimer Orthonermalbosis  slehen die B et einer nicht otho-normalen Bosis wmiissen die
Rasisvekbren semkreckt 2ueinomder Rosisveklson wedes orﬂnosom( yoch normal
(osthogoval) wnd haben die Zonge 4 Sein.
(normal) .

2.R.
2.B:
Wil man eimem Vekior in dieser Rosis Wil man eivem Veklor in dieser Rogis
dacstellon ,donn Kawn i emfoch dacstellon ,down kaw hn viicht  octhogonal
orthogonal projizieren. projiziecen . (LGS Lisen)

0 r‘thoﬂom\atpfoiek{im :

Ein Vektor Jasst sich oub eimen Vekior v wie -fc[al? orﬁm\o’mut projiziecen.

N

N
<
~

"

Su ey,....en ame Gethonormalbosia des Vddoaums V', dann 3il€ VxeV:

n
% = g_; (x,e,) e
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Wie Konmen wic vnun eine cdche Gthonormalbogis finden 2 Raw. Kowwn ich ous  jeder

hokommlichon Bosis eme Gsthonormalbasia bosleln 2
do!

Dozu benutzen wir das Grom- Schwidt - Orthogovalisierungsvacfolnten .

Dofiks bevistigen wir: eine belicbige Basis B=)b,, b, { ud
ein belicbiges Skalacprodukt

und produziecen damit eine Grthonormalbasia

1) Wahle einen beliebigen ersten Bosisveklor by und nermiere ihn.

b, b,

N =\/—|(b4,b1>

/"34

S

i) Wohle emen 2weiten Rasisveklor b, ,ziche zuerd den 2u b, pasallelon

Teil ob

und notmiese iw domn T

1) Wiederhole fiic jeden weiteren Bosisuektor b;

e‘iz bi - (bi,e,) ey -(bie,) e, - . - (bj,ey) €it

e'. e-

I e N

e =

Dos Kowmt SEHR off be Pufungen dran !
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4.1 Beispielaufgaben

4.1.1 Seien
1 0 0 3
v = 0 , Vg = 1 , U3 = 2 , Vg = 0
2 1 2 1
4
Kann w = | 1| als eine Linearkombination von wvq, vo, v3, v4 beschrieben werden?
2

Falls ja, geben Sie eine Linearkombination an.
Losung:

Dafiir 16sen wir folgendes LGS:

10034 ——= 100 3|4 100 3|4
012011 5012 01 —=1 012 0]1
2 1 2 1|2 <+ 01 2 —5|—6 I+ 000 —5|-7
7 )
NS 4 1 0 0 3
_ _ | 7
& ol = o= (1) +(2]+<]0
To=1— 2 ) 51, X o) T\,
7
x1:—35)
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4.1.2 Es sei der Unterraum U C R? gegeben durch

U:={(v,y,2) €eR*:z+y+2=0}

Bestimmen Sie eine Basis von U.

Losung:

r=0:v=1],y=0: vo=101],2=0: v3=1[—1
—1 —1 0

aber vy = vy — vy, also ist {vy, vo} bereits eine Basis von U.

B={|1].[o0

4.1.3 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Teilmengen Unterrdume sind. Begriinden
Sie Thre Antworten.

a) R3 C R%.
b) {A€Crn| AT = A} € C™" fiir n € N,

c) {p € Ps|p(l) = 0 und p(1100) = 0} C Ps, wobei P, fir n € N der
Vektorraum der Polynome mit Grad < n ist.

d) {(z1,22,25)" € R? [ || + |wo] = |a5]} C R

Losung:

a)

0
Enthilt den Nullvektor: | 0| € R3
0
1 Y1 1+ U
Abgeschlossen bez. Addition: [ zo | + | w2 | = | 22+ 12 | €R?, Va4, € R
x3 Y3 T3+ Y3
T
Abgeschlossen bez. Multiplikation: a- | 25 | € R? Va € R
T3

R3 C R? ist ein Unterraum.

41



b)

-
. (0 0 (0 0
Enthalt den Nullvektor: <O O) = (0 0)

Abgeschlossen bez. Addition:
-
aip Ao I b1 Doy _ (ot bi1 ag + by _ (o b1 a9 + by
as1 A2 bo1  bay as1 + bay  age + bao as1 + bay  age + bao
a1 @ an an\
Abgeschlossen bez. Multiplikation: « - ( 1 21) =«- ( H 21) Va e R

21 A22 (21  A22

{AeCm™ | AT = A} C C™™ ist ein Unterraum.

c)
Enthélt den Nullvektor: po(z) = 0z® + 0z* + 0z + 0.

po(1) =0 und p(1100) = 0.

Abgeschlossen bez. Addition:

B+l=

/N [\

l 1 1100 l 1 1100

Abgeschlossen bez. Multiplikation:

o =

N . .

1 1100 I 1100

{p € P53 | p(1) =0 und p(1100) = 0} C P; ist ein Unterraum.

d)
Enthélt den Nullvektor: |0] 4 [0] = |0|

Abgeschlossen bez. Addition:

1 0 1
ol +-1|=[=1] = J1+|-1=12/#]0|
1 ~1 0

Nicht abgeschlossen bez. Addition, also kein Unterraum.
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4.1.4 Betrachten Sie den Vektorraum Ps der reellen Polynome vom Grad < 3 mit
der Basis B= {23+ 1,2 + 2 — 2,2z + 1,2 + 2}.

a) Welches Polynom in Pz hat die Koordinaten (2,1, —1,3)" beziiglich B?

b) Sei p(z) := 23+ 2%+ 2+ 1. Bestimmen Sie die Koordinaten von p(z) beziiglich

B.
Losung:
a)
px) =2 +1)+1(z* +2-2) - 122+ 1) +3(z + 2)
=23+ 2422+ —-2—20—1+32x+6
=20% + 2* + 20 + 5.
b)
1 0 0 01 ——1 1 0 0 0]1 100 01
0 1 0 0f1 L0 1 001 —12 010 0|l
0 1 2 11 012113+ 002102
1 -2 1 2]1 <+ 0 -2 1 2|0 + 001 22
4
Ty = =
1 00 01 100 011 3
L0100 L0t o o 2
001 22 ——2 001 2|2
002101+ 000 —3|—4 Ty =1
ZL‘1:]_

Die Koordinaten von p(z) beziiglich B sind also
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4.1.5 Sei V der von den Funktionen {1,z,z% e} aufgespannte Vektorraum mit
dem Unterraum U := {1,z,2%}. Fiir zwei Funktionen f,g € V sei das folgende
Skalarprodukt definiert:

(f,9) == f(0)g(0) + f'(0)g'(0) + f"(0)g"(0) + f(0)g" (0).
a) Wie lautet die Norm von f € V beziiglich des gegebenen Skalarprodukts?

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis in U beziiglich des gegebenen Skalar-
produkts.

c¢) Verifizieren Sie, dass (., .) tatsichlich ein Skalarprodukt ist.

Loésung:

a)  fIl= 02+ f(0)2+ f7(0)2 + f(0)2

b) Gram-Schmidt: b, = 1, by = x, by = z*

1
—>61:W —>€/2:b2—<b2,61>61:l‘
=0
€
€y = =T
[les]]

=0 =0
el z? z?
T el T 2 {‘T 2}

[
= 2(0)y(0) + x(0)z(0) + 2'(0)y'(0) + 2(0)"(0) + 2"(0)y"(0)
_’_x//<0)2//(0 +I”/( ) ///( ) ///(O)Z///<O) — < > <I Z>

(2, ay) = 2(0)(ay(0)) + 2'(0)(ay/(0)) + 2"(0)(ay"(0)) + 2" (0)(ay™(0))
) +2(0)y'(0) + 2" (0)y"(0) + 2" (0)y™(0)] = alz, y).

(z,y) = z(0)y(0) + 2'(0)y'(0) + 2" (0)y"(0) + 2" (0)y" (0) = (y, ).
(z,7) = 2(0)* + 2/(0)* + 2”(0)* + 2™ (0)* > 0.

. [)=0 & f=0, ¢ — Term sonst nie Null.
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4.1.6 Sei folgendes Skalarprodukt auf P, gegeben

1
.0 = [ pla)ate) de
0
Finden Sie eine Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span{1, 3z*}.
Losung:

Gram-Schmidt: by = 1, by = 32*

by
— e =7—7=1
C o]l

— 6/2 = b2 — <bg,€1> e1
——

€y =

4]

! 3 4

el = \// (31— D =
3

5 3
€y = 1(33}4 - S) == 1(5.%4 — ].)

N~

Eine Orthonormalbasis ist dann gegeben durch

5= {1,2(5:54 _ 1)}.
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5 Lineare Abbildungen

Defmition:
Seien V und W reelle \ekforraume . Dawn heisst
FV-W, x=Fix)
dineace dbbilduny  folls Vx, g eV, VxR

i. :F(x+3)= Foo+Fy)  und i Flaex)= < F(x)

wem wit nun prifen wollen ob eime  Abbildung lineac ist , domn wiissen wic priifen ob

1. und ii. 3el£en
Beispiele:
.}-:R—»R I =3(X+y)= 3x+33=
x 3% Lineas
ii. =3 (eex)=-3%x =
- FR-R i =3(x+y)+:l=3x+33+2;'é ]nich’t(imac
x—3x+ 2

Weilese £ rbehsdqoﬁen von Lineasen Abbilduﬂﬂem
- Owid auf 0O obse\:]\def

- gind Vund W endlichdimengionol 28.V=R", W=R", doon Konn jede Lineate

mxn

Abbildung F: V=W duch ane mxn- Matrix 2 eR beschrieben wesden

FR- R"
X = AX
heisst domn won &
Beispiel:
T Ra_) Rs
X [** ) x
— -2y |=
5 [ 2 03
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Lineose Abbi\dungen und Madeizen:

Wie wir gesehen hoben, kennen wie Lineace Abbildwngen ducch eine Matrix beschrieben (x x )

Anhond des Abbi]dw\ﬂsma’crix Konnen wic wiel ubes die Abbildw\s hemusfinden.

Rild:

Gomz o AW,[Oms von ZinAlgT Sohem wic die sMokrix - eldkor - Multiplikation

o ()2

Doz haisgt alle migllichen Vektoren die ducch dos Produkt Ax  ewtstehon komen | weeden ducch
die Liveackombinofion dec Spalten ~on A beadvieben. Zum Beispiel:

4 by
A ( o) A ( u)
~ mogliche R A~ mé'cjlic\ne
ErgebnﬁsSe, Ergebnisse.
\lonAX / \IonAX

(2o Gl ) (2l G )

Alle diese Ecqebnisse zusammen nenvien sich eines Motrix .Die Diemension des Rildes it sleich dem Rong.
HMothematiseh foemuliact: = -

Bld (A)= {ﬂe R 13xeR" sodass y= Ax}
Keen:

Wie gefode 3e3e\nen,bescb\(ej\>t das Rild einec Molrix den Raum ouwd welchen beliebige Vektoren
% dusch A abgebildet wecdon.

()

N
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Wic fragen uns vun ob es Vekboren gibt die auf Null obgebildet wecden.

N

Dh. wif Suchen alle 2 ,sedass Ax=0

@ 2)2) () i

Mathematish formuliet Kem(A)= {x eR' A1=0?

2 umwnmh«mo} mit 1GS:

A= (; ) Rong oll A= (é ) Rowg icht voll
(2o ()= Gl ()46) (= Gl ()4 C)
nus die
triviole Losung uendlich viele
Ly=71,=0 L&Slmaew\

Folgende. Aussagen sind Fiic jede Motrix AeR" Gquivalents
— A hat vollen Rong
— Ax=b besitateine cindevkige Losimg
— Ax=b st for beliebiges b loshas
— Dos homagene LGS Ax=0 ot mur die triviole Lisung (x=0)
— A 1t mvectiecbac /cegolic
— det(A# 0
— Zeilen / Spalien Sind  fineas unobhing
— Spolfen von A sind ene Rosis von R
— Dos Bild von A it n-Dimensional

— Dex Kem von A besteht nus ous dem Nullvektor
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Busommehang: [ (i =

Beweis:
SQA Aelkt'\xn
Dex Ko vem A ist die L&surﬁsmevge. des HLGS Ax:=0 . Diege Zésuhgsme\nse bhot 11-¢ {reie

Pasametec . Dobei ist 1 des Rang von A (Awzahl Pivets) .

ZB. 124 1 2uf0 1240 xpt, e '5lt,><4“5if
A= 34 5| — 34 50 —)0-5_70
b 39 L 3 4f0 000|0 (=2 n=3 pn-t=4

Dec LoSwngsraum \ow Axz0 hat olse die Dmevgion 4 . Dawmit hat auch des Keen die

Dimension 4.
dim( Kem A= n-¢

Dusch dag Goussverfahen 2um  Jssen von Ax=0 habon wic die Zolengfufonform R vom

A gefunden . Die von A und R lossen cidh ducch die jeweligen Spalten beschreiben
124 124
A=12341 5 R=(0-5-7
h 3 4 00 o0
s Spom{ QMI am, o.‘;\_g = = Spom{fm, -rm, f(;‘

Do A wd R die gelbe J&"sumsmo.mse, beschreiben , Spawnen sie audh den Selben Roum auf .
Dodurch hoben Sie die selbe Dimension.
Die Dimension von R ist eivfath 2u beslimmen da sie gleih dem Romg ¢ igt.

dim ( ) = dim ( )=

Dadurch |s{: d]m(Kem A + dim( Y= n-¢ 40 =

dim( Kem A) + dim( Y=n
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Bosiswechsel :
Wie wic bereits gesehen haben , kownen wic fic den selben VR vesschiedene Basew wohlen. Oft Kann die
Whht eines bestimmten Basis ein Problem stack vereinfachen. Um vom eimer Rasis i die awde 2u wedhseln benutzten

lineore Abb‘u\dumam.

Basgiswechsel fic Vekioren:

Koordinalam besheeibon um wie viel die Bosisveldoren des asoziiesterm Veklorroums gkaliect twerden.

Dh. die Kootdinaten h&rﬁen immes von don  Bogisuekion ab!

Z.R. in des Slandaclbasis :

al |1
Wicdem wic 2.B, die Bosis mit Bansvekiocen [4].[4] waklen wnd die Koordinaten nicht andem |

wicden wic emen onderon Veklor echalion,

n des meuen Rosis simd die

Koocdinaten alse

bescheeiben
gleichen punkt

Wenn wit olso von omes Bosis in eme omdere wedhseln, wisson Wit ameh  die Koocdinaten andern.

Dofiic {inten wic dos Kowaept dex &n.
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.{
Newnen wis hesfic unsece Standostbasis 3{[0].[3“ und die ondese Bosis =Z

nun von B rocdh = Trmsformiecen.

Wic suchen alse die Keordinoten eines Veklom ous B in des neuen Bosis

Hathemotisch ausgedrickt [:l] + [1] = [l'] o

2 ], = vl
4 -B
14 .
T-»ﬁ
-t [y BE|
- [ f], =l
B

}. Dir wellen

Die Hotox T Lo tronsformiect einen Vekbor ous des Bosis T in die Bosis B. Wit wollen jedoc\\ die

Trangformation von B 2u 7. Dobic nehmen wit die Inverse

. -1 4 1
Unsece id deo T =T - [_.1 2

wl~

samm d:

Jic beliebige Basen 0=fq .49, ,...9,3 und W=fw,,w,,., w.} oilt:

T = (01,0 0,...[1)

[vl=T ,[v]

-1
T =T,
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Rasiswechsel fic Daschellmasmofizen:

Wis Komen nun Vekloen vom ainex Bosis in ave andere Tansformioren. Aun stellt sich die Frage ob dos auch
fir MHalrzen gitf. Ocm linease Abbildungon und decn Docslellumgemofrizen sind auch an cine Basis gebunden.
Se A eine Docglellungsmoliix einer lin. Abbildung in des Bosis g . Damn gilt:

[Al [x], = [4],
wit Suchen nun die Dacslellungemoliix des gleichen Abbildung in dor Basis 1 . Also:

A1, Ix],7 [g]

Ducch Umformen esholfen wif:

[A], [x], = [4], T
T AL =T Lol | Tl = 4]
T AL =[], | LT T
T ALT LT =yl | T e =[x,
T AL T Ix] = [yl
(A1,

(Al T, VLT,

Bei eimes genauen Betrocktung follt {olgendes auf:
[Al,[x] = [4]

w

(A, T Ix] = [yl

1

Abbildung n Bosis q
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5.1 Beispielaufgaben

5.1.1 Sei
21 -1 2
A=1(11 0 -1 0
31 =2 2

Bestimmen Sie eine Basis fiir das Bild und den Kern von A.

Losung:

o O =

21 -1 2|0 1 0 -1 010 -2 -3 1 0 -1
10—1002—)21—120J+ — 0 1
210 01

|
31 -2 20 31 -2 + 1
Ty =1 S 1

0 -1 00 . _
11 200 P77 ST Kem(ay =4 | TE
0 0 oo T2= s s L
s ' 0

Da Rang(A) = 2, nehmen wir zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren von

A als Basis fiir das Bild:

2\ /1
Bild(A) =< | 1], [0
3/ \1

5.1.2 Sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 mit der Basis B =
{1,z,2?}. Sei

L PQ — PQ
p(x) = p'(z) + 4p' (x) + 3p(x)

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von £ beziiglich der Basis B.

Losung:

1= L3 = 1. Spalte von A
L4430 = 2. Spalte von A

L9480+ 322 = 3. Spalte von A

W ooON OWik OO Ww

8
I
mroco oo oo
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5.1.3 Geben seinen die Abbildungen

a) F:R? =5 R2 (11,29)" = (221 + 29, 21) "

b) G: C([xg,z1],R) = R, g(x »—>fmlg dx
Priife, ob die Abbildungen F,G linear sind.
Tipp: C([zo, 1], R) beschreibt alle stetigen Funktionen auf dem Intervall [xq, 4]
Loésung:

a)
Flz+y) ( 3} +xy11+4?;1132 + yz) _ (2$1$—1F xz) " (291?;‘ yz)

F(y)

(a?xl + axg) . (Qxl + [Eg) — aF(z)
T

JF ist linear.

b)

G ist linear.
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5.1.4 Gegeben Sei der Vektorraum V = R? mit der Standardbasis B. Die Matrix

5 1 1
16 65 %
A=15 5 3
R C
3 3 3

definiert eine lineare Abbildung von V' nach V.

a) Durch eine Wahl der neuen Basis

B =

]
—_
—_

werden neue Koordinaten eingefiihrt. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix
T von B nach B'.

b) Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung in den neuen Koordinaten
B’ beschrieben?

Losung:
-1
2 -1 1 2 -1 1
a) Tg_g=8S= 0 1 1 ,T:;S'*l: 0 1 1
-1 0 2 -1 0 2
S~ mit Gauss-Jordan bestimmen:
2 -1 1]1 0 0 1 —5 33 00 1 -1 1300
0 1 101 0] =0 1 1{0 1 0] —(0 1 10 1 0
-1 0 2(0 01 0 -1 211 01 0 0 3|3 5 1
1 1 1 1 1 1 1 1
01101 0] —-|010— 2 —3 %T:—%%—g
1 1 1 1 1 1 1 1
00 1[5 5 3 00 1g & 3 6 5 3
b)  B=T[A]pS
1 1 1 5 1 1
s 03 "3\ (6 6 3 2 -1 1 -1 00
B=|—-¢t 2 —3 g -2 2 0 1 1l=(0 -10
1 1 1 1 1 1
6 6 3 s 5 —35/ \7L 0 00 0
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5.1.5 Betrachten Sie die Abbildung F : R? — R? gegeben durch

x Trx + 5y — 8%
y| — | 5z +3y —4z
z —r — 3y + 82

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Standardbasis & =
{e1,e2,e3} von R? an.

b) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von F beziiglich B unter Verwendung
der Ubergangsmatrix 7" und ihrer Inversen.

c) Gegeben sei dieﬂBasiS B = {b :=ey, by :=e; + ey, b3 := ey + €3} von R3.
Finden Sie die Ubergangsmatrix 7" von B nach £ und ihre Inverse 7!,

d) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns von F und eine Basis des Bildes von F.
Geben Sie ausserdem die jeweiligen Dimensionen an.

Losung:
7 5 =8
a) [Fle=| 5 3 —4
-1 -3 8
1 10
b) Tehe= |0 1 1
0 01
1 1 01 0 O 1 1 0{1 0 O 1 0 01 -1 1
01 1010 {01001 -1] =110 1 0j0 1 -1
00 10 01 0 0 1|0 0 1 0010 0 1
T;:B
c) [Flg=Ten[FleTpoe
1 -1 1 7 5 =8 1 10 1 0 3
=10 1 -1 5 3 -4 01 1]=1|6 12 -6
0 0 1 -1 -3 8 0 01 -1 —4 5
d)
7 5 =80 1 3 =80 10 1100 r3 =1
5 3 —-4|10 —-0 =12 36|10 =01 -3|0 — z9=23¢
-1 -3 8|0 0 —16 48 |0 00 010 xy = —t

Da Rang(F) = 2 ist, hat das Bild die Dimension 2. Fiir eine Basis des Bildes
nehmen wir zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren von F:

7 ) —1
Bild(F) = 51,1 3 , Kern(F) = 3
—1 -3 1

Die Dimensionen sind dann dim(Bild(F)) = 2 und dim(Kern(F)) = 1.
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6 Eigenwertproblem

RN
)

Befrachfen wir zundchst eme Lineare Abbildung gesebe“ ducch x—= Ax (Le ).

Die Abbildung nimet einen Nektor % und bildet thn aul den Vektor %' = A X ob.

b L

Wic fragen uns vun | ob es bestimwile Eingabevactecen % gibt , welthe ducch die Abbildung x — A x

nue um  einen Jakier 1 gesl:fed(é baw. gestoudit wesden .

S

Wir wissen also,dass in diesem Foll fis eine Atbildung, gegeben durech X H— A  folgendes  gelien uss :

X = % 21% . Aus dewm bekowmmen wir dovn die allgemeine Gleichung :

Ax= Az

Des \ektor % weldher dureh die Atbildung nuc geé:re:ké baw. gestoudt wird , nevnt sidh Figennekdor,

Der Falder 1 ,um weldhen geé:red{é baw. gestouddt wird , wird Eigenwert genamt.

Eigenweste:
Wir Suchen also em A sodass Ax= Ax gilt. Woba X #0 . Ducch umslelkn ehallon wic en HLGS

dec Form-
(A-AI)x=0

Wann hat dieses HLES vur ikt triviale lt;suhfn (% #0)

3.4 Wichtige Zusammenhange
Folgende Aussagen sind fiir A™*™ aquivalent:
o Das homogene LGS Az = 0 besitzt nur die triviale Lésung.

o det(A) #0

Dos HLES hat wieht Eriviale LEsuhfm genou davn wem de‘t( A- AT )=O

Mit dieser G\dc}\tmg kéwmen toir num A beshivwen
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BSD:
3

Ses A=[ 5 -
0

a O

)
0) , beS{:;'M'Me, alle E{sanqrte_ A, von A,
3
300 400 3-2 0 o
del(A-ATL) = det((s-e o)-/'l.(o 4 o))=def( 5 -6-2 0 )=0
0 13 00 4 0 1 3-A
- (-6-2) =0

, A3=-6

Das Polynom ppla):= det(A- A1) eisst chacactocistisdaes Polynom . Lam Ae €™ donm

ist py(2) e Polynom n-ten Grades.

I unseem Beispiel ist der EW 3 eime doppelte  Nullstelle des chacacteristisches Polynoms .

lic Sagen dane,dass die olgebraisdhe Nielfadnhet des EW 2 glaich 2 ist. D .

A7 3 mit algebraischer Nielfachhneit 2

A3=-6  wit algebroischer Vielfachhneit 1

Meckmole oy EW nom Aed:“m=
i. A hat mindestens einen EW 2 C
i. A hot wechetens n vesschiedene EW A€ @

i. A hat gonow n EW AeC , Wenn man die. EW wit ihrer algebraischen Vielfachneit zahit .

lWeitere Defimitionen zu EW:
i. Die Menge ollec EW von A hasd Spkkrum vow A
i. Zwe JMotcizen AR C™" haissen 3hnlich , Wenn fis ene requlsice Mateix T gilt
B=T'AT. A wnd B habendom:  dos selbe chacactecistisdne Polynom
die sedben E'W mit den selben alg. \f.
dos sebe Spekirum

die Selbe Determimonte
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Eigenvekioren:

Wir wissen wun wie wic EW bestirmen, nun missen wis nodh die  doazugehsriqen

Eigenvekioren EV bestimmen, Dh. don \eklor % finden fis welohnen gilé:
Ax= Ax (z=0).

Des Problem kawn wieder 2w [A-AL)x=0 umgeschieben werden. Nun sefzen Wit ewen der

ENY @ und fisen dos HLGS . Devnoch snd die EN immer mit einem E\V vexbunden .

Rsp:

o0
Sei A=( -6 0) , mit Egnwaten 1,,-3 und 2,:-6 . Restimme die EV.
14 3

SO w

Vs, - (A-AT1x=(A-3T)x= 0
300
2|56 0|

0143

Va,o (A-AT)x=(A+6T)x= 0

300 6 00 300
2||5-60]*|060JX={500|X=0 —> X=0; Xp=-3%4
0 43 006 0 48

(2 © ©
vV = ('3 ) Odes EA; {(-3 )}
y 4

oW

00 000
30||x=|5-30|x=0 — Xyt eR ; 2,:0; 240
03

0 140
() (W)
VG\:(O ){ odes EA."-'{(O )}
i i

Vot (A-2,T)xs(A-3T)xs 0

Va, = Va, °

(€1 0 0
v =(0)'.l. odes EA;{(O )}
i

Do. wic hiec et HLGS wif det =0 lbsen witd es immer unendlich vide Liswmaem fiic [A- AL )x= 0
geben. D.h. jede miqliche Zineaskombinotion vn EV von eimem EW ist ouch wiedes eim EV. Der
codusch aufgespamte Veklorraum ist dam em Unberraum von € wad nennt sich Eigenraum.

Eigenraume wesden mit E,. bezeichnd.
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Bep:
24 4

Sei A=(4 2 4) , mit Eignwaden 2,,24 und A,k . Restimme die EV.
412

E,= E,=E,: [A-AX)x= [A-4I)x: 0

SEEENCHHS

oA O
G
S LK
S Ak
=R
h
o

4144 2Wa Jreie Posameter :
Gouss: | 0 0 0| x=0 -
000 2=t 2,3 steR
Z,,:-t-s
-t-s -1 -1 -1\ [
Eﬁf( : )| Siekf={s-(<)+*-(°)|snki =ss>cm§(+),(o)}
t 0 1 0 4

E, oma\os.

In diesem Beispiel ist also des Eigencaum £, zum £ iqemweet 2,21 beschriehen

dusch £4= Span {(: )(;)f .

0 1

Die Dimansion des Eigancaums dim (£,) heiset ‘geometeisdne iefochhet von ;.
ln unsesem Reispiel ist also die geometrisdne \liefackhat von A,= 2.

Die geom. \f g gleich dec Anzolil der freien Posametes iwm HLGS (A- AT)x= 0

NxN
= Allgemein ist immer 2u beodnten , dass fils einen EN 2 vem Ael se_fien muss:

1< geom L. von 1 Calg. Wvem L € 1
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oJingonoJisietuyg :

Fic Abbildungen ist es vorteihoff wenn die Abbildungsmateix diogenal ist, do. Diogenalmatrizen (eicht iwvectiecbac sind
und Matcixmutliplikation emfochec ist. Beim D'mﬁonalisimn wollen wic olso 2men Basiswednsd machen, S0 doss
die Mabrix i der neuon Rosis diagomol ist,
Fic aime Mobrix A€ €™ wollon wir olso eine Mabix Te €™ finden , S0 dass:

T'AT =D = diagld,,...d.)
D ist dann die Abbildung A in eimec neuen Bosis.
B Diogovodmatrizen werden Bosisvekdoren v um SKalace vow dex Diogonalen skaliect . Db

die Bagisvekloren sind die Eigenvekioren.
(5 %) (2)

[0 %)l

Wit waklen also die E isenveklocen des ucspriinalichen  Matrix ols neue Bagis. Dex Foldor mit

E; senuede.

weldhem skaliert wicd sind geou die E iaemwex{t.

Die abe(garﬂsma{:rix T enfhilf dow als Spalten die £V von A. Die Diogonalmodrix D muss v

out der Diogonalen die EW ven A hoben. Dh. D = disg(2,,..,2.)

Do wic fis eime Diagonalisierung T7AT =D, T brouchen . Songt Lt

sich A nidd diagonalisieren. Die allﬂemeine Bedihglu\s fre die Diasomlisiet\mke‘& loutet-

6.6 Diagonalisierbarkeit

Eine quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar, falls eine
regulire Matrix T existiert, sodass D = T~ AT eine Diago-
nalmatrix ist.

|A halbeinfach &= A diagonalisierbarl

Wos bedeutet en ﬁ»( ave  Mokrix wenn sie holbeinfoch (st 2

Eive Motcx Aist holbeinfoch wemn jedes A olg Vfh. = 9. VFh.

[n omderen Worten : Jedes EW A; (wit \fh ge2dhll) hel emen £V welchesr Limeow unabhinig von allen

onderen £V ist. Decholb giﬁ auch:

Eigenbasis: Die Eigenvektoren einer Matrix A € C™*™ bilden
einen Basis fiir C" <= die Matrix ist halbeinfach.
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Recoll-

Folgende Aussagen sind fiic jede Motrix AeKm“&Quinlm{::
- A ;'nvec“erbo.«/resuliic

— Zeilen / Spalten Sind  fineoc unabhing

— Spollen von A sind eine RBosis von R

Doduseh, doss 4 halbeinfoch i gacomitieren wir dass T reguliir ist und sowit it A diogenalisiecbas.

Speziodfall: Symmetrische Matcizen

Se Ae R Symmetcisch donn 3iﬂ=

- Aid holbemfoch , also diosonallsi«ba(

— A besilet eine orthonormole Figenbasis

— 3 eine orthogonale Mokeix T o doss, TAT=TAT diogenol it

lv\wu\dm\g: Potonzen von  Mokrizen

S A i dio.aohnﬁsiefbar . Befedme A3

Do A4 diaaohat»siefbar ist giu +:A=TD Td

Nunist A>= AAA= (TDT'NTDT'NTDT")= TD*T" =T ding( AJ,..,2.) T

Genese L gilt

Dodusch veseinfocht sich ouch dos  Nabrix exponential

A= T dingl 2%, 25) T
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Hag‘bo.ck&e\dtro.nsiormﬁoh gumdra{iSC\\ef Jocmen:

Quodrodiseche. Jormen:

£s qibt quodratische Funktionen in mekrecon Voriablen. ZB. 0 2we Vaciobeh .
qx,,x,)= Xl e lx el

Ba genaurer Be.’(me\\{ms Sieht wmam , doas diese Fumkdion ouch wmit eimec Motrix bescheieben terden Kann

i} 12 2,
gl ==t =) (3 2)( 1)
Hie st vium 22 4 lx,x 022 die Von A=('ZZ 3)

Allgemein kswnen toic fic jede Symmetrische Motrix Ae R™™, die dozugehorige guodratische

Form finden . Sie ist wie folgt defiied: x eR"

gAzlk"—»R

X XAX = Za e

hj=1 t)

lo noch Jbrix ko die guadratische Torm graphisch onders awssehen. Rsp. fic 2 Vasiabeln.

Eigenwerte von A: {3, -1} Eigenwerte von A: {2, 0} Eigenwerte von A: {— %, - %}

indefinit Positiv semidefinit Negativ definit

Die unterschiedlichon quadratischen Formen (assen sich klassifizieron.

10.2 Definitheit einer quadratischen Form T - -
10.3 Definitheit einer symmetrischen Matrix
Eine quadratische Form heisst: X . .
Variante 1: Bestimmung der Eigenwerte
e positiv definit: q(z) >0Vz # 0 Die erste Méglichkeit ist, die Definitheit durch die Eigenwerte
o negativ definit: g(z) < 0Vz #0 zu bestimmen. Eine symmetrische Matrix heisst:
e positiv semidefinit: g{z) =2 0Vx #0 e positiv definit: Alle A > 0
e negativ semidefinit: g(z) <0Va #0 o negativ definit: Alle A < 0
e indefinit: sonst e positiv semidefinit: Alle A >0
Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be- ¢ negativ semidefinit:  Alle A < 0
stimme man die Definitheit der zugehoérigen symmetrischen o indefinit: sonst
Matrix A

Eine ren gundrafis&\e_ Torm hat Keine Mischferme . D). Sie wird mit eimes Diogonalmatric  gebidet:

2

qx,,x,)=(x, xz)( 61),)("2) 37:4 - x5



Ducch Qe Tromsfomakion Kennem wic eine wieht reine Tovw in eine reine Torm uwwandehn,
Dafic nehmen wic die £V dec HMobrix 4 und wiklen sie als neve Bosis ( Dingonolisieren). Durdh diese

Tronsformation bringen wiv die  quadrotisthe Fom in thre Novwolforer .

Kggdsdmlﬂ‘ e:

Sei eine quodratische Jorm g, fis A eR™® symmetrisch. Domn ist die Niveaumenge
{xeR: qA(x)=‘l}

ein Kegelschwilt | Verschiedene symmetrische Motbrizen liefem einen diesec Kegelochnite.

a Kreis b Ellipse C Parabel d Hyperbel e 2 Geraden f Punkt g Doppelgerade

fir die quadratische Form q,=(x, xz)(g :)(x')=x:+4x,xz+x’1‘ :

X,

: U]
Kegelschmitt

Sei eine Quodratisdne Jorm g, fis A eR™° symmetrisch. Damn ist die Niveaumenge
{xeR®: qA(x)=“l}

eine (uodeik odes Tliche 2. Grodes. Verachiedene quodradisdne Jormen Lliefem versdniedene (uadriken
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Die Normalformen alles Kegelsdmitte  aind-

sich schneidendes Geradenpaar

paralleles Geradenpaar

Rang(A) = 2:

;_22 + ~;;—§ —1=0 Ellipse/Kreis

:;722 — IYTE —1=0 Hyperbel

2‘722 + g—z +1=0 leere Menge

X2+ 622 =0 Punkt

x2— f2y2 =0

Rang(A) = 1:

x2 — vy =0 Parabel

x2—a?=0

x2+a?2=0 leere Menge

x2=0 Gerade
wobei a, 3,7 alle # 0.

Hougtachsextronsformotion :

Form rein quadratisch machen.

quadratische Form in der neuen Basis dar.

der zugehorigen symmetrischen Matrix A.

Vorgehen:

sodass q(z) = =7 Az

a

Trick: azf + bxixo + czg = A= (b/Z

10.7 Hauptachsentransformation einer quadr. Form

Wir kénnen durch zwei Koordinatentransformationen (Dre-
hung y = T'z und Verschiebung z = y + ¢) jede quadratische

Wahrend der Koordinatenvektor x die quadratische Form in
der Standardbasis darstellt, stellt der Koordinatenvektor z die

Die Basis, in der g(z) rein quadratisch wird, ist die Eigenbasis
Bsp: g(z) = x% + xg — 3:8% — 6x172

Je nach Aufgabe miissen nicht alle Punkte durchgefiihrt wer-
den. Fiir ausschliesslich Hauptachsentransformation reicht 1-3.

@ Man bestimme die symmetrische Matrix A € R™*™,

b£2) -

Man diagonalisiere die Matrix A (siehe 6.6) und bestim-
me die Transformationsmatrix 7". Da A symmetrisch ist,
kann T orthogonal gewahlt werden und T~

17T,

T orthogonal wahlen! Spalten von T normieren, falls
zwei Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert: 8.4

-3 0 0 0 1/V2 —1/V2
Bsp: D=0 -2 o), 7=(0 1v2 1v2
0 0 4 1 0 0

Multipliziere aus: q(y) = y* - D - y. Wir haben nun
unsere Hauptachsentransformation durchgefiihrt.

Bsp: y" Dy = =3y} — 2u3 + 4y3

@

Falls in Aufgabe gefragt: Bringe Quadrik g(z) +a” z +
b = 1 in Normalform.

Bestimme a € R™ und b € R.

0
Bsp:q(z)+2:c3—%=1:> a= |0 7b=—%
2

Schreibe Quadrik in transformierter Form (ausmultipli-
zieren): yT Dy + a’Ty +b =1

BSpZ yTDy + aTTy +b= 731;% = 2y§ + 4y§ + 2y; — é =1

Falls noch lineare Terme librig: Erganze quadratisch

BSp: 0= 73,1;? = 2y§ =+ 4y§ + 2y1 — %

= —3(yf — 3v1) —2y5 + 493 — §

==3((1 — 2%5)° — (5)°) —2v5 + 495 — 3

= —3(y1 — 25)% —2y3 + 4y — 4 +3-(1)?

= —3(y1 — 3)° —2y5 +4yi —1
Durchfiihrung der zweiten Koordinatentransformation
z = y + ¢ (Verschiebung). Man bestimme Vektor c.

Danach enthilt die Gleichung nur noch rein quadratische
Terme.

-1/3
BSp: @= 0 = Q(z) = —3zf — 2z§ + 4z§
0

Falls gefragt: Gib die zusammengesetzte Koordinaten-
transformation an: z = T + ¢

Y
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6.1 Beispielaufgaben

6.1.1 Sei
-3 4 -4
A=10 5 =8
0 4 -7

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und geben Sie die geo-
metrischen und algebraischen Vielfachheiten an.

Losung:

Eigenwerte durch det(A — AI) = 0 bestimmen.

—3-X 4 —4
-] 0 5-X -8 :(—:&—A)‘E’ZA _;EA‘

0 )
=(=3-N[6-N)(-7T—-N)+32]=0

N——

A1=-3
—SB=MN(=T=AN)+32=X+22-3=A+3)(A—-1)=0

S——
Xo=—3  As=1

Die Eigenwerte sind also A\j o = =3, und A3 =1.
——— —

alg. vfh. 2 alg. vfh. 1

Nun die Eigenvektoren

— F_5:
0 4 —4]0 01 —1]0 T3 =1 1 0
0 8 80 — 00 0|0 — ay=s E_3 =span 0,1
0 4 —410 00 010 T =5 0 1
Die geometrische Vielfachheit von A 5 ist 2.

— E1 :
—4 4 —410 -1 1 —1/0 r3 =1 1
0 4 -80 — 0 1 =2|0 — xz9=2t E, = span 2
0 4 —-8]0 0 0 0|0 T, =2 —t 1

Die geometrische Vielfachheit von A3 ist 1.
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6.1.2 Sei

-3 4 —4
A= 0 5 =8
0 4 -7

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und iiberpriifen Sie ob
A diagonalisierbar ist.

b) Falls moglich, diagonalisieren Sie A, sodass

D=T71'AT

¢) Kann T orthogonal gewihlt werden? Falls ja, geben Sie ein solches T" an.

Losung:
a) Aus 6.6.1 kennen wir bereits das charakteristiche Polynom
paN) = (=3 =N [(G=AN(=T—X) +32] = —=(A+3)*(A - 1).

Wir sahen auch, dass fiir jeden Eigenwert geom. Vth. = alg. Vfh. gilt. Die
Matrix ist also halbeinfach und deswegen Diagonalisierbar.

b) Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren aus 6.6.1 kénnen wir auch schnell
D unf T aufschreiben.

-3 0 0 1 01
D=10 =30 und 7T'=10 1 2
0 0 1 011

c) T kann nicht orthogonal gewéhlt werden, da A nicht symmetrisch ist.
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6.1.3 Sei

Berechnen Sie e?.

Tipp: Das Matrixexponential vereinfacht sich fiir diagonalisierbare Matrizen als

o0 n

Z = Tdiag(e™, ..., eM)T".

n=0

Losung:

Wir diagonalisieren A und berechnen dann e mit der Formel aus der Aufga-

benstellung.
Eigenwerte:
5—XA  —6 )
3 g T NHA-NFB =N A =2=(A=2)A+1) =0
AM=-1, =2
Eigenvektoren:
— E,li
6 —610 _)1—10 _>$2:t F . — soan 1
3 —310 0 010 v =t -1= % 1
— EQZ

3 =60 1 =20 _wm=t [
3 —6|0 0 0|0 2 =2t 2= %P 1

(12 (-1 2
O B )

Das Matrixexponential ist also

A (1 2 et 0 -1 2\ —e 1 +2e? 2e7! — 2¢?
=1 1)Vo /L1 —1) 7 etqe2 201 —¢2
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6.1.4 Sei die quadratische Form ¢ gegeben durch
¢: R* =R

]_ 1 ,fL'l
q(z) — ix% + 3z 20 — §x§ , T = <x2>

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A, sodass ¢(z) = =" Az.

b) Fiihren Sie die Hauptsachentransformation y = Tz durch und geben Sie die
Normalform von ¢ an.

Loésung:

1 V3
9a=(4 2
2 2

b) Diagonalisieren:

1y ¥ 1 1 3
2 2 — —— )\ — =\ ——:>\2—1:
\/7§ _%_)\ 2 2 4 0
AM=—-1, =1
_1 V3
by \/52 23|—>E1—span{(\{§>}
2 T2
3 V3 V3
E \}3 2 —>E1—span{<3)}
23 -1

Damit 7' orthogonal ist, miissen wir noch die Eigenvektoren normieren um
dann 7" und D aufschreiben zu kénnen.

V3 V3
2 4 o

Nun kénnen wir die Hauptsachentransformation y = T'x durchfiihren.

T A =T =1 NT g1, _ T -1
v Ar —= (T y) AT 'y =y TAZ Y

1 0
(yl 92) (0 _1> (5:) = y% - y%

ay) = vi —v3
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7 Methode der kleinsten Quadrate

Wie Kiwmen wir eive miglichdt qute Lisung fis ein ibecbestimmies 65 Ax=c {indﬂ\z.

Nehmen wis ols Bep ein System mit 3 Cleidwngen und 2 Unbekannten,

132 = o4d *b 2\ [ 4\
19 = o.45 +b — (4% |=| u5 4 (b)
480 = o422+ b 480 4 4

Girophisth ki wir ung dos wie folgt vorstellen:

Messweste nicht € Bild

112 aopt U1 +bgpt
190 | ~ | agpt UF +bst
180 Qopt 4 2 +bopt

/

W A
kBildvon L4s 4

b2 4

W 1
DPHMO'Q LESMW; (l-|5‘ ) Qopt + (1 )bop't
w2 1

nicht Mosstablich

Wic wollen nun die Longe des Minimieren:

=V (ot + b)-432)* + (o 45+ b )-130)*+ (( ot + b)- 480)*

Wie finde ich mun o. wad b ,S0 dass mmmol ist 2
Ougpt Wnd b finden wir ducch:
AyLc  (Bildven Aosthegonal au <)
(Ay,->=0

(A-y y.r=0 (Skalasprodulet ausgescheieben )

yAT (A : ::: ) - c) =0 (¢ eingesetat )

HTATA'(::::)'HTAT‘”

AA(L7) = Ae
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QR.-Ze.flequq:

ldee: Eine Moleix AeR . in dos Produkl eine or(hoaona(en HMobix QeR . und eines Rechbsdreiecksmolrix

mxXn
eR

A‘l\w(’.\'\du\r\3= Die QR'Z‘erleswng wird fir ein altermatives Losungsverfohren dec Kleingten Quodrale gebraucnt

welches numerisch bessere Resultale liefed.

Bexe&mtma :

11.2 QR-Zerlegung
Mit der QR-Zerlegung kann eine beliebige Matrix A € R™*™

in das Produkt einer orthogonalen Matrix Q@ € R™*™ und einer
oberen Rechtsdreiecksmatrix R € R™*™ verwandelt werden:

Vorgehen:

Wir wollen nacheinander alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen von A eliminieren.

@ Man waéhle zu eliminierendes Element und benenne es

Aij.
1 0

Bsp: A= |0 1]|=> as soll eliminiert werden
1 1

@ Lese 7, j ab und notiere a;;, a;;

Bsp: i=3,j=1=a;; =1,a;; = 1

— [,2 2
@ Berechne w = aj; +aj;
Bsp: w =12 +12 = /2
Man finde die richtige Rotationsmatrix Q’7 . Man neh-

me zuerst die Identititsmatrix I € R™*™ und set-
ze i;; = cos(a), i;; = —sin(a), i;; = sin(a),
i;; = cos(a).

1 0 O cos(a) 0 sin(a)
Bsp:I=(0 1 0]=Q7T = 0 1 0
0 0

1 —sin(a) 0 cos(a@)

@ Setze in Rotationsmatrix sin(a) = a# und cos(a) =

233
( 1/v/2 0 1/\/§>
Bsp: Q"7 = 0 1 0
—1//2 0 1/V/2

@ Berechne Q' - A = A’

1/V2 0 1/4/2 1 0 V2 1/4/2
Bsp:( 0 1 (;/—)(0 1):(0 ;/)
-1/V/2 0 1/V2 11 0 1/V/2

@ Falls A" keine obere Dreiecksmatrix, wiederhole (finde
Q"7 etc.) bis alle nétigen Elemente eliminiert.
1 0 0 V2 1/V2
Bsp: Q" = [0 V2/v3 13 |,A"=| 0 3/V2
0 —1/v/3 V2/V3 0 0
Wenn A” = R gefunden, berechne Q = (Q"% -Q'T)T
— A=Q" R
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AthMdlmS ftl( Kleste Quadrole :

Kleinste Quadrate mit QR-Zerlegung

Lést man ein Optimierungsproblem mit dem Computer, liefert
das in 10.1 beschriebene Verfahren ungenaue Lésungen (da nu-
merisch instabil). Das Lésungsverfahren mittels QR-Zerlegung
ist besser. In Aufgabe nur machen, wenn explizit verlangt!

Vorgehen:

@ Man bestimme A und ¢ wie bei 10.1.

1 0
Bsp: A=[0 1}, c=
11

@ Man fiihre die QR-Zerlegung durch A = QR

1/vV2 16 13 V2 12
Bsp: Q = ( 0 V2/V3 71/\/5),}2 = ( 0 \/5/\/5)
-1/v/2  1/V6  1/V3 0 0

=

@ Man berechne d = QT - ¢

0
Bsp: d = Q" -c = (ﬁ/ﬁ)
2/V/3

@ Man berechne 16se das Gleichungssystem Rgo ~\DP{.;F\&[L lnsuuﬂ

wobei R die extrahierte Dreiecksmatrix aus R ist und
do die dazugehorigen oberen Eintrage von d

V2 1/V2

Bsp: o= (7 J42) 0= (ava)
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7.1 Beispielaufgaben

7.1.1 Sei
1+ Oxy = 2
T+ T =
T+ 219 = 0
r1+ 3= -—1
r1+ 4dxy = 1

ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem. Losen Sie das Ausgleichproblem
mittels der Methode der kleinsten Quadrate. Das heisst, finden Sie (#1,25)", so
dass ||r]|2 = || Az — ¢||2 minimal ist.

Losung:

N

I
— e =
= w N = O

o
_|
o
Il
N
O =
— =
(NI
W =
S =
~_

= =
= W N = O

1
Lose ATAz = ATe:
) 2
To — ——
5 103 -2%5103%2 5
10 3012 J+ 0 10|—4 7
i’lzg
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7.1.2 Gegeben sei

T1t+ T2 —1= T
) -3 = 9
i) —4 = T3

Losen Sie das Ausgleichsproblem mittels der QR-Zerlegung.

Losung:

0N

|
o O =
= =

\.O

|
=~ o =

Das Element a3y muss eleminiert werden, wir notieren also

i=3,0i=2 an=1, azp =1, w=+V2
Dadurch ist

1
1 0 0 COS Y = —=
Q'=[0 cosp sing | mit \?
0 —sing cos singp = —
@ © =7
1 0 0 11 1 1
QTA=1[0 cosp sing 01l=1[(0 V2| = Ry
0 —sing cose 01 0 0
1 0 0 1 1
Q'lce=|0 cosp sing 3| = %ﬁ — dy =
0 —sing cosp/ \4 \/75

1 1
0 V2

5=
1
=
I
VR
it |
oot
N—

V2
2
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8 Lineare Differentialgleichungssysteme

ﬂoméne. Lineace Diftecentialaleidungen 4 Ocdnung mit Ronstonten Koeffizienten :
Selche Gleichungen sind  beceils aus des Anolysis bekonnt. Allgemein ist eine Selehe Diffesentialgleicung

qegebon Jurch: y@)=ay®) (aeR, konstant)
M dec Losung: y®=c et ceR

Ein Wonkseles Beispiel Wiecfic ist: y'(¢)=-2 y(¢)

MNit dec Anfongebedingung: y(0)=3

Jdie .G's\ms dieses Gltic\\uwi i down geqeben duch
\)

y(t)=y(0) ¥ = 3% M

| t

Die Lé'sun35mm3e. clieses 'Diﬂqcenkialgleickunj {yeC‘(R):y’: o,y} ist ein 1-D UR won den 1-mol ddij

diffeseniesbaren. Funktionen C'(R) .

Systeme homogenes Lineacer Diffesentialaleicdhungen 1. Ordnung mit kondianten izienten :

ferou wie wic ouch Sdnon mit den LGS sohen kowmen tic Gledhmgen in einen  System besdveben Dos geht ouch
mit D4L's. Betrochten wir dofir ein Beigpiel:

Yi(#)=-2y(®) y,(0)=1

V#)=-k y®) y(0)=3

Dieses Sygtem i¢ da beide Gleichungen unobhinig von einowdes svd. Dadwich Ksnen
wir sie ouch Sepacat lLisen .
yl N
yi(t)= yl(o) e-2": - e-l‘l: “t

Lt yz N

y,(t)= y0) et =3¢ N
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Und do wic in LinAlg gmd Kimen wir ouch Sdéhe Sysleme in HMotrixsdmeibweise ausdriicken.

Y| 2 o\ [y®) y(0) 1 a1 4t [0

o) 2 sl Flsofa) — wome {1+ (g
N
firophisdn Komen wic uns
dos wie heddwmliche \ y(©
yz(t)
LineacKowbinationen vorstellen, “—/ /
-
bless dos jefe alles audn \ /;/// /yi(t)
von £ abhangt K

WA
Es kown obes ouch seiw,dass die Glidungen abhinig won einoander sind, beispielsweise:

.

y)=-4 y(&) - y(t) . (y;(t) _ y,(®)
-2 -3

v y#)) , yo=(3)

Dos Kormen wir nickt wehe
dicekt Josen .

Y(#)=-2y)-3y()

Wenn wir die Motrizen dec 2wei Beispicle vesgleichen fallt folgendes ouf:

.

(20
-2 -3

und A, =

Die Mokrix A, ist Diagoral ! Wenn wic nun unsece Mabrix A, diogonolisieron , Solllen wir dos System

1
wie oben lssen kowen. Wir filiren oles emen Bosiewedhsel y =Tz i die Eigenbasis durch mit T =( 12 1)

Y -k -1\ (0@ z,(t)
vy -2 -3l\y®) 2Ty =Ty z/(t)]

y(0)= (;) z(0)= é’

Z(t))

In der Basis z kénnen wic dos Sydlem run (ssen und dovoch 2urick Tromsformiesen.

5t

=T
o2t (1)+§e- 0) y=Te
o] 3

I
1 -3¢

HE -5£(1)
2 =4
1)"3e 1

Wl
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Y, y=Tz

S =

benecell Kannen i jedes Sssfem homogenes Lineacer 'Diﬂecen\:io.lgleickurgeu-t Ordnung mit kongtorten Koeffizienten

kompa\(‘ mit HMatrizen dacctellen.

/

Vi SopYytophteatony, A Oy O e O
- ']

— YAY mt Y=|-] A=

/

yn Som ¥ ton Yt et yn %n1 %*nz *** %nn

Die Anforgsbedingung ist dawn: Y (0)=Y € R"
wnd die ollgemeine Lisung loudet: Y ()= & Y

Wenn wun A disgovalisiehas ik, veseinfodt sich die ollgemeine Lisung enorm :

Y= " Yo =T dins(el‘t My T Yo

'Ham%ne. Lineace 'D!'gm.nhimlgleiokugeu hoheses Ordnung mit  kondtavten Koegizienfen:

Bis jetef hoben. wir nuc D;Recen\:ialgleic}\unjeu 1. 0cdnung betrachtet, olso 'D;Ruenl:ialslei&\unjeu in denen
mogimal die 1. ANeN:uvg vorkemmt . Wie {osen wir obes 'Diﬁecen\:imtgleickurgeu hiheses Ordnung? Retrodiden wir
hiecfiic die Gleidnung:

y )k y"(#)+2y'(#) -3y(t)=0

Dureh eine Substitubion Kdnnew wir die Diftesentialgleichung in ein homogenes lineaces Sgskem

1. Urdmms umwondeln:
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yo ==y

=y
Ty ()ehy,(1)+2y, () -3y (£)=0
y2 = y” L ]
V.= yz’ DaL 1 Ordmmg wmit 3 Vosiobeln .
L.=Y

Domit die Wformationen der Substitition nichd vecloron gehon , weeden Sie wit Gleichungon in dos System

einagburden
Yo=Y ,
' y0 0 1 0 y(]
J. =Y, 0dec yi' = g g 1 y,
Y, = 3,72y, - 4y, A Y,

Sidencte: Die Subfituition funkbioniest ouch bei nicht kond. Kooffizienfen und inhomogenen Gleidwungen.
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8.1 Beispielaufgaben

8.1.1 Sei

()

Losen Sie das Anfangswertproblem

y = Ay, y(0) = (100)

Losung:
1-A 1 )
o= aENE- )= —a= (- )+ 1) =0
)\1:4, )\2——1
E4Z
—3 1o -3 1o Tt
6 —2/0 0 00 P S B¢
3
E_

Nun fehlt noch die Anfangsbedingung

1 1 0 110
y(0) = (3) e (—2) - (10) 3 —2‘10 T a=a=2

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems

o ]. 4t . ]. —t - 264t - 26_t
y(t) =2 (3) ¢ -2 (—2) © = (6e4t +det
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8.1.2 Gegeben sei die Differentialgleichung 2. Ordnung

2"(t) = —8x(t) + 42/(t) (1)

a) Verwandeln Sie (1) in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Welche
Dimension hat der Losungsraum dieses Systems?

b) Geben Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung (1) an.

c) Bestimmen Sie die Losung von (}) zu den Bedingungen z(0) = 1,z(%) = 1.

Losung:

a) Zuerst wandeln wir (1) in ein System 1. Ordnung um. Die Substitution

Yo =T /

X / Y1 = Yo
Yy =T — ’
y2 - I,/ y2 = yl

fithrt zu dem Differentialgleichungssystem

i ©-6I6)
Yy = —8yo + 4 Y -8 4) \wn
N——

A
b) Allgemeine reelle Losung finden.

det(_/\ I ):)\2—4)\—|—8:0 — )\172:2:|:2’i,

—8 4-—)\
o S
=22 1 |0 — —2—-2i 110 Yo =579
Esvnit g~ 9 gl JT 7 0 00
n=selk
4 2—2 42— ) .
Yo = - - = =1-—2
) 24+2 2—2i 444
fiir s =4 ~——

=1
yr =4

E5 9 @ span { (1 4_ Z) } ., FE5 5 : span { (1 I Z) } .

Wodurch sich die folgende allgemeine Losung des Systems ergibt

N (1 —1 oy (141
— (2+2i)t (2—2i)t
y(t)=e ( 4 ) +e ( 4 > )

Diese Losung ist jedoch komplex. Normalerweise wollen wir aber eine reel-
le Losung. Um eine reelle Losung zu erhalten, benutzten wir die Eulersche
Formel re® = rcos(¢) + i rsin(¢). Um die Notation folgend zu vereinfachen
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betrachten, wir nur einen der beiden Eigenvektoren der Losung (wenn man
beide betrachtet kommt man auf das gleiche Ergebnis nur mit mehr Notation,
am Ende findest du die Alternative mit beiden).

_ ¢ (cos(21) + i sin(21)) (1 )
)

L ot i )}

~e (™) (™)

Fiir den letzten Schritt benutzten wir ein Korollar aus der Vorlesung welches
besagt, dass wenn y eine komplexe Losung eines homogenen linearen Differen-
tialgleichungssystems ¢y’ = Ay ist, so sind Re(y) und Im(y) ebenfalls Losungen
des Systems. Re(y) und Im(y) sind hier weiterhin linear unabhéngig und bil-
den dadurch eine Basis des Losungsraums von y. So lésst sich eine allgemeine
Losung auch als Linearkombination von Re(y) und Im(y) schreiben

= {o (St ™)+ (M)}

Da wir eigentlich eine Losung fiir (f) suchen und durch die Substitution z = yj
substituiert wurde, nehmen wir nur die erste Zeile des Vektors y(t).

x(t) = yo(t) = e* {a(cos(2t) + sin(2t)) + b(sin(2t) — cos(2t))}
= e? {(a — b) cos(2t) + (a + b)sin(2t)}
= e* {c; cos(2t) + cysin(2t)} .

c) Nun miissen wir die Anfangsbedingungen 2(0) = 1 und z(§) = 1 in die
allgemeine Losung einsetzen.

2(0) = e*{c1cos(2-0) + cpsin(2-0)} =1 —¢; =1

T s ™ . ™ —
x(z> = e%1 {C1COS<2-Z>+C2SIH<2'Z>}:1_>C2:€

Damit ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems

(ME]

z(t) = e* {cos(2t) + e 2 sin(2t) } .

Alternative Losung mit beiden Eigenvektoren:

Anstatt nur einen der beiden Eigenvektoren zu benutzen, kénnen wir auch
beide benutzen. Das Resultat ist das gleiche, jedoch mit mehr Notationsauf-
wand.
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o (1 —i oy (14

(cos(2t) + isin(2t)) (1 ; l) + ¢4 (cos(2t) — isin(2t)) (1 I Z) }

c3 cos(2t) + czisin(2t) — c3icos(2t) — c3 sin(2t) 4 c4 cos(2t) — caisin(2t) + caicos(2t) — cq sin(2t)
4c3 cos(2¢) + 4ezisin(2t) 4 4eq cos(2t) — 4eqisin(2t)

2 (e3 + ca) cos(2t) 4 (c3 — ca)isin(2t) — (c3 — ca)icos(2t) + (c3 + ca) sin(2t)>

< 4(c3 + cq) cos(2t) + 4(c3 — cq)isin(2t)
(c3 + ca) cos(2t) + (c3 + ca) sin(2t) +i (c3 — ca)sin(2t) — (c3 — ca) cos(2t)
4(c3 + ca) cos(2t) 4(c3 — cq) sin(2t)

) )
womit wir schliesslich durch dieselbe Argumentation von oben die Lésung fiir
(1) finden
x(t) = yo(t) = e* {a(cos(2t) + sin(2t)) + b(sin(2t) — cos(2t))}
= e? {(a — b) cos(2t) + (a + b)sin(2t)}
= e* {c¢1 cos(2t) + cysin(2t)} .
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8.1.3 Gegeben sei das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

y'(t) = =2y(t) + 2(2)
2 (t) = —6y(t) + 32(t)

a) Verwandeln Sie das Differentialgleichungssystem in ein System 1. Ordnung,.

b) Geben Sie die allgemeine Losung des in a) gefundenen Systems an.

Losung:

a) Substitution

y, =X .T/ - _2y + < x/ O —2 1 i
" :_ ;7 y/ =z — y’ =11 0 O Y
- Y 6y 3 #) \o -6 3) \:

b) Allgemeine Losung finden
Eigenwerte und Eigenvektoren ergeben:

)\1:0, )\2:1, )\5:2

0 1
v = 1 , Uy = 1 , U3 = 1
2 3 6
0 00 01 2
D=(010|, T=(111
0 0 2 2 36

Die Allgemeine Losung des Systems ist also

T 0 1 2
y|l=ci | 1] +coe [ 1] +eze® |1
z 2 3 6
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