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Lineare Gleichungssysteme

1.1 Zeilenstufenform

Jedes
Ausfiihren folgender drei Rechenoperationen in die sogenannte
Zeilenstufenform gebracht werden (Gaussalgorithmus):

lineare Gleichungssystem kann durch wiederholtes

e Zeilen vertauschen
e Ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen addieren

e Eine Zeile mit beliebigem Skalar # 0 multiplizieren
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Anzahl freie Parameter: n — r
Ax = b fiir beliebiges Voller Rang: r = m
b l6sbar: oder
m = n, und Az = 0 hat nur die

triviale Lésung = 0

Ax = b fiir beliebiges
b eindeutig I6sbar:

Voller Rang: » = m und gleich viele
Gleichungen wie Unbekannte: m = n

1.2 Homogenes Lineares Gleichungssystem
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e Hat immer die triviale Lésung z = 0
e Hat ausschliesslich die triviale L&sung, wenn Rang

vollstandig (r = n, det(A) # 0)

e Hat zusatzlich nichttriviale Lésungen, wenn Rang nicht
vollstandig (r < n, det(A) = 0)

2.1 Matrixschreibweise

Ein lineares Gleichungssystem kann in Matrixschreibweise dar-
gestellt werden:

asi asz2

2.2 Matrixmultiplikation

Matrizen kénnen auf folgende Weise miteinander multipliziert
werden:

‘ A-B=C = cip=20",aij b

Assoziativ- & Distributivgesetz:
(A-B)-C=A-(B-C)
(A+B)-C=A-C+B:-C
A (C+D)y=A-C+A-D

Achtung! Kommutativgesetz gilt nicht! i.,A. A- B # B- A

2.3 Identitdtsmatrix

Die Identitats- oder Einheitsmatrix ist eine quadratische Ma-
trix, deren Hauptdiagonalenelemente 1 und deren Ausserdia-
gonalelemente 0 sind.

1 0o - 0
o 1 .-~ 0

I, = i i e R X™
o o0 .- 1

Rechenregel: A™*" . [, = I,, - A™X™ = A™X"

2.4 Diagonal- und Dreiecksmatrizen

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix, deren Ele-
mente ausserhalb der Hauptdiagonalen 0 sind.

dy 0 0
D = diag(dl, dz, d3) = 0 dg 0
0 0 ds

Eine Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix, deren Ele-
mente entweder oberhalb oder unterhalb der Hauptdiagonalen
Null sind. Man unterscheidet zwischen einer Rechtsdreiecks-
matrix und einer Linksdreiecksmatrix.
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Fiir Diagonal- und Dreiecksmatrizen gilt:
. det(A) = a1 -

(] eig(A) = {all,agg, e

a2 + a3z Ann

»@nn}

Die Transponierte einer Matrix erhalt man, indem man sie an
ihrer Diagonalen ,spiegelt”.
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Rechenregeln:

(A+B)T = AT + BT (ATY ! = (A YT
(A-B)T =BT . AT rang(AT) = rang(A)
(c-A)T =c. AT det(AT) = det(A)
(ATHYT = A eig(AT) = eig(A)
2.6 Inverse

Die Inverse A~! von A macht eine Multiplikation mit A
riickgéngig. Multipliziert man A mit A™1, erhilt man die Iden-
titdtsmatrix.

Av=wesA w=0v
ATl A=A AT =T

Eigenschaften:

e Nur quadratische Matrizen kénnen invertierbar sein.

e Eine invertierbare Matrix nennt man regulér, eine nicht in-
vertierbare singular.

Die Inverse ist eindeutig.

A ist invertierbar <= A hat vollen Rang

A ist invertierbar <= AT ist invertierbar

A ist symmetrisch <> A~ ist symmetrisch

A ist eine Dreiecksmatrix <=> A ™! ist eine Dreiecksmatrix
A ist invertierbar <= det(A) # 0

A ist invertierbar <= kein Eigenwert A = 0

A und B sind invertierbar = AB ist invertierbar

Gauss-Jordan Algorithmus:

Methode zur Bestimmung der Inversen. Man schreibt die Ma-
trix und die Identitdt nebeneinander auf und fithrt den Gaus-
salgorithmus gleich auf beiden Seiten aus, sodass am Ende auf
der linken Seite die Identitadtsmatrix steht.

Tipp: Erzeuge zuerst durch ,nach unten gaussen” links eine
Rechtsdreiecksmatrix, dann durch ,nach oben gaussen“ eine
Diagonalmatrix, und am Ende durch Zeilenmultiplikation die
Identitatsmatrix.
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Adjunktenformel fiir 2x2-Matrizen:

a b\'_ 1 /4 b
c d ~ad—be \—¢ a

Rechenregeln:

=1 (AT)—I _ (A—I)T
(AH)y =4 rang(A™") = rang(A)
(AFy=t = (a7hHk det(A™Y) = det(A) "
(c-A)P=ct. A7t eig(A™! = eig(A)™*
(A-By '=B"'.A""

2.7 Orthogonale Matrizen

Eine quadratische Matrix ist orthogonal, wenn sie aus zueinan-
der orthogonalen Spaltenvektoren der Lange 1 besteht. Dies
ist der Fall, wenn eine Matrix mit der Transponierten multipli-
ziert die Identitat ergibt.

Multipliziert man einen Vektor mit einer orthogonalen Matrix,
kann sich seine Orientierung dndern, jedoch nicht seine Lange.
Abbildungen sind deshalb kongruent.

Eigenschaften:

e (@ orthogonal < Spalten/Zeilen von @ sind zueinander or-
thogonale Vektoren der Lange 1.

e Nur quadratische Matrizen kénnen orthogonal sein.
e A und B orthogonal = A - B orthogonal

e Q orthogonal < Q™! orthogonal

o 1Qalz = lelz, [det(Q)] = 1, leig(@)| = 1

e Q' = QT

2.8 LR-Zerlegung

Mit der LR-Zerlegung kann man eine quadratische Matrix A in
das Produkt einer Linksdreiecksmatrix L sowie einer Rechts-
dreiecksmatrix R zerlegen. Dies erméglicht ein effizienteres
Lésen von Az = b; mit vielen verschiedenen b;.

Bsp: Lése Az = b durch LR-Zerlegung von A = (i 152)

Vorgehen:

(@ Bringe A durch Zeilensubtraktion in Dreiecksform. Bei
erzeugten Nullstellen speichert man, das Wievielfache ei-
ner anderen Zeile von dieser Zeile subtrahiert wurde.

. (2 5 2 5
Bsp: (4 12) = ( 2)
[2} Von dieser Zeile wurde das 2-fache einer anderen subtrahiert.

@ Bestimme L und R. L besteht aus den markierten Ein-
tragen und 1 auf der Diagonale, R aus den nichtmar-
kierten Eintragen.

. 2 5 (1 0 (2 5

Bsp: ( 2) = L7<2 ]>, R’(U 2)
@ Lése Ly = b (einfach, da L eine Dreiecksmatrix).
@ Lése Rz = y (einfach, da R eine Dreiecksmatrix).

LRP-Zerlegung mit Permutationsmatrix P

P-A=L-R

Manchmal ist es notwendig, dass man bei @ zusatzlich Zeilen
vertauschen kann. Dies wird durch eine Permutationsmatrix P
moglich.

Hierzu schreibe man zu Beginn die Identitdtsmatrix neben A,
und macht mit dieser alle Zeilenvertauschungen mit:

B_1012 0 1|3 4
P lo 13 4)=\1 o1 2

Auf der linken Seite steht am Ende die Permutationsmatrix P.
L und R werden auf die gleiche Weise wie blich bestimmt.

Bei @ I6se man nun Ly = Pb, bei @ weiterhin Rz = y.



2.9 Symmetrische Matrizen

Symmetrische Matrix

Eine symmetrische Matrix ist eine quadratische Matrix, de-
ren Eintrage spiegelsymmetrisch beziiglich der Hauptdiagona-
len sind.

Dies ist der Fall, wenn sie gleich ihrer Transponierten ist:

s =57

Eigenschaften:

e AT A und AAT sind immer symmetrisch.
e Die Eigenwerte von S sind alle reell.

e Ist x ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A, so sind auch
konj(z), Re(x), Im(x) Eigenvektoren zum selben Eigen-
wert A

e Die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind or-
thogonal zueinander.

S ist halbeinfach, also diagonalisierbar.
e S besitzt eine orthonormale Eigenbasis.

e Transformationsmatrix 7" in Eigenbasis kann orthogonal
gewahlt werden.

e S = (S,‘,j) e R™X™ mit Sij = Sji

Schiefsymmetrische Matrix

Eine schiefsymmetrische Matrix ist eine quadratische Matrix,
welche gleich dem Negativen ihrer Transponierten ist:

Eigenschaften:

e Die Eigenwert von S sind alle imaginar oder gleich 0
e Alle Diagonaleintrage sind notwendigerweise gleich 0
o det(S) = det(ST) = det(—S) = (—1)"det(S)

e S = (SU) e R™*™ mit Sij = —8ji

3. Determinante

3.1 Definition Determinante

Die Determinante ist eine Zahl, die einer quadratischen Ma-
trix zugeordnet wird und aus ihren Eintragen berechnet werden
kann. Die folgenden Spalten/zeileneigenschaften sind Teil ihrer
Definition.

Zeileneigenschaften:

L] L]
det|a-[  Ji=a-det|[ |
L] L]
L 1 \ l \ ]

det| [+t =det| [ 1) +det) ]
L]

e Vertauscht man zwei Zeilen von A, so dndert sich das Vor-
zeichen der Determinante.

e Addiert man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen, so
andert sich die Determinante nicht.

Spalteneigenschaften:

(11
SRR

e Vertauscht man zwei Spalten von A, so andert sich das Vor-
zeichen der Determinante.

e Addiert man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen,
so andert sich die Determinante nicht.

Folgerungen aus Zeilen/Spalteneigenschaften:

e Hat A zwei gleiche Zeilen/Spalten, so gilt det(A) = 0.
e Hat A eine Nullzeile/spalte, so gilt det(A) = 0
o det(a- A"*") = a™ - det(A)

3.2 Rechenregeln Determinante

Neben den Zeilen/Spalteneigenschaften von 3.1 gelten folgen-
de Rechenregeln:

det(AB) = det(A) - det(B)
det(AT) = det(A)
det(diag(di,da, - ,dn)) = d1 -do -+ - dn
det(Dreiecksmatriz) = dy -ds - - dy,
det(A™") = 1/det(A)

3.3 Berechnungsmethoden Determinante

Es gibt verschiedene Methoden, die Determinante zu bestim-
men. Je nach Matrix eignen sich unterschiedliche Rechnungs-
wege oder Kombinationen davon.

Fertige Formeln
Eignen sich nur bei kleinen Matrizen. Meistens fiir 3x3-Matrix
bereits zu kompliziert.

Ix1: |a| = a

2x2: ‘Z Z‘ = ad — cb
a b ¢

3x3: |d e f|=aei+bfg+ cdh —gec— hfa—idb
g h i

Laplace’scher Entwicklungssatz:

Bei den meisten Matrizen ineffizient. Kann jedoch bei Matrix
mit vielen Nullen in einer Zeile oder Spalte geschickt angewen-
det werden.

@ Zeile oder Spalte auswéhlen (dort wo viele Nullen).
Jedem Element dieser Zeile/Spalte ein Vorzeichen zu-

ordnen (Schachbrett).

@ Fiir jedes Element die zugehérige Zeile und Spalte strei-
chen und Unterdeterminante bestimmen.

Jede Unterdeterminante mit zugehérigem Element und
Vorzeichen multiplizieren und addieren.

Bsp: Entwicklung nach erster Spalte:

12 1 L
3 8 5 :+1-‘§ g 73-‘5 ;‘Jro <7 : 7)
0 3 2 Foo

Anwenden von Zeilen/Spalteneigenschaften

Durch vertauschen von Spalten/Zeilen (Vorzeichenénderung)
oder Zeilen/Spaltenaddition (Determinante bleibt gleich) lasst
sich die Matrix oft in eine einfachere Form bringen.

Blocksatz
Oft in Kombination mit ,,Anwenden von Zeilen/Spalteneigen-
schaften" niitzlich.

)-aet([)

L) o
Stici

0000

LR-Zerlegung
Nur sinnvoll, wenn LR-Zerlegung bereits vorliegt.

Zeilenvertauschungen
det(A) = (=1)* 9T 11 s T2 Tm

3.4 Wichtige Zusammenhange

Folgende Aussagen sind fiir A™*"™ 3quivalent:

e rang(A) =n

e Das LGS Az = b ist fiir beliebiges b lésbar.

e Das LGS Axz = b besitzt genau eine Lésung.

e Das homogene LGS Az = 0 besitzt nur die triviale Lésung.
e Die Zeilen/Spalten von A sind linear unabhéngig.
e A ist invertierbar.

o det(A) #0

e Die Spalten von A bilden eine Basis in R"™.

e Der Kern von A besteht nur aus dem Nullvektor.
o Kein Eigenwert von A ist 0.

e A ist regular.

e A ist nicht singular.

4. Vektorrdaume

4.1 Definition Vektorraum

Sei V eine Menge von Objekten. V heisst Vektorraum, wenn
eine innere Operation (Kombination von zwei Objekten) und
eine dussere Operation (Kombination eines Objekts mit einem
Skalar) definiert sind, und folgende Axiome gelten:

Innere Operation:
@D VxV oV

Aussere Operation:
O KxV o>V

(a,b)i—)a(—Bb (a,a)l—»a@a
Axiome:
(A1) Vu,v e V : u@Pv=vPu
(A2) Vu,v,weV: (u@v)Pw=u@vPw)
(A3) 30 € V, u@P0=u

YueV:
(A4) Yu e V, u@(—u) =0

I—ueV:

(M1) Vo, B € R, (a-B)OQu=aGHBEOu)
VuecV:

(M2) Va, B € R, (@+B)Qu=(a@u)BBOW)
Yu,veV : a@OuPv) = (a@u)Bla®v)

(M3) Vu eV : 1Qu=mu

4.2 Definition Unterraum

Eine nichtleere Teilmenge eines Vektorraums V heisst Unter-
raum von V, falls:

@ Va,beU:

(@ YaeUVaeK:

a@beU
a@aeclU

e Ein Unterraum ist selber ein Vektorraum.

e Ein Unterraum muss den Nullvektor enthalten!

4.3 Linearkombination

Eine Linearkombination ist eine Summe von mit Skalaren x;
multiplizierten Vektoren v;. (v; € V, z; € K)

w=2x1 V1 + T2 V2 + "+ Ty Uy
e w=V -z hat Lésung (V = (v, 0@ ... ™))
— w ist Linearkombination von v;.

4.4 Lineare Unabhangigkeit

Die Vektoren v; sind linear unabhingig, falls die Summe 3,
nur die triviale Lésung 1 = 2 = --- = z; = 0 hat.

Priifen, ob Vektoren linear unabhingig:
@ Matrix mit Vektoren als Spalten erstellen:
VvV = (v(l),u(z), L. ,v("))
@ Der Rang ist die Anzahl der linear unabhangigen Vekto-

ren.
rang(V) = n = Vektoren sind linear unabhingig.

4.5 Span, Erzeugendensystem und Basis

Die lineare Hiille span(vi,va,:-- ,vy,) ist die Menge aller
endlichen Linearkombinationen der v; mit Skalaren aus R.

Falls fiir einen Vektorraum gilt span(vi,va, - ,v,) = V,
heisst {v1,va, - ,v,} ein Erzeugendensystem von V.

Falls ein Erzeugendensystem fiir V aus linear unabhingigen
Vektoren besteht, heisst es Basis von V. Jeder Vektor kann
eindeutig als Linearkombination von Basisvektoren dargestellt
werden.

Aus Erzeugendensystem Basis finden:

@ Matrix aufstellen, deren Zeilen aus den transponierten
erzeugenden Vektoren besteht.

@ Mit Gaussalgorithmus in Zeilenstufenform bringen. Da-
durch wird lineare Abhangigkeit eliminiert.

@ Die verbleibenden Nicht-Nullzeilen sind Basisvektoren.



4.6 Basiswechsel

Sei V™ ein Vektorraum mit Basen Q = {q1, g2, ..., qn} und
W = {w1,wa,...,wy}. Sei v ein Vektor € V.
Basiswechsel von [v], nach [v],, durchfiihren:

@ Ubergangsmatrix: Ty—w = ([q1]w, - - - > [gn]w)

@ [vlw = Ty - [v]g

Tipps:
o Tysg = =4

g—w

e Meist ist eine der beiden Basen die Standardbasis S. Die
Ubergangsmatrix T, s ist dann sehr einfach bestimmbar.
Die entegengesetzte Ubergangsmatrix wird am schnellsten
durch invertieren gefunden.

e Basiswechsel fiir Matrizen:
[Alw = Tomw - [l - T72L,,

e Falls T orthogonal: T=! = 77

4.7 Koordinaten

Sei V ein Vektorraum mit Basis B = {b1, - ,b,}. Dann
kann jeder Vektor & € V in eindeutiger Weise als Linearkom-
bination

=30 @i b

dargestellt werden. Die Koeffizienten z1, - - - , z,, heissen Ko-

ordinaten von z beziiglich der Basis B.

5. Lineare Abbildungen

5.1 Definition Lineare Abbildung

Eine Abbildung F heisst linear, falls Vz,y € V,Va € K

@ Flz+y) = F(z) + Fly)
@ Fla-z)=a- F(x)

e Eine Abbildung ist linear = bildet 0 auf 0 ab!

e Eine Abbildung zwischen endlichdimensionalen VR ist linear
<= kann mit einer m x n-Matrix A mit Hilfe der Matri-
zenmultiplikation dargestellt werden.

5.2 Kern und Bild einer Matrix

Kern: Der Kern einer Matrix ist die Menge aller Vektoren, die
durch Multiplikation auf den Nullvektor abgebildet werden.

Kern(A) ={z e R"|A -z = 0}

e Kern bestimmen: Gleichungssystem Az = 0 I6sen.
Wenn Rang nicht voll ist, gibt es unendlich viele Lésungen.
Der Lésungsraum (am besten dargestellt als Linearkombi-
nation von mit Parameter multiplizierten Vektoren) ist der
Kern der Matrix.

Bild: Das Bild einer Matrix A ist die Menge aller Bildvekto-
ren, also aller méglichen |, Ergebnisseeiner Multiplikation von
A mit einem beliebigen Vektor.

Bild(A) = {y e R"| 3z € R" sodass y = A - z}

e Bild bestimmen: Bild = span{a‘®,a? ... a(™}
Ist nach einem Erzeugendensystem gefragt, reicht es, ein-
fach die Spaltenvektoren hinzuschreiben.
Achtung: Die Spaltenvektoren sind immer ein Erzeugenden-
system des Bildes, jedoch nicht unbedingt eine Basis! Um
Basis zu erstellen: Siehe 4.5

Zusammenhange

dim(Bild(A)) = Rang(A)

o fiir A" X" dim(Bild(A)) + dim(Kern(A)) = n

Bild(A) L Kern(AT)

Bild(AN) < Bild(A) und es gibt A derart, dass

Bild(AN) # Bild(A) mit (A e R"*™)

Fredholm Alternative: Az = b ist lésbar (b liegt im Bild)
genau dann, wenn b senkrecht auf allen Lésungen des ad-
jungierten LGS AT . y = 0 steht.

5.3. Abbildungsmatrix aus gegebener Abbildung

Idee: Wir bilden zuerst die Basisvektoren ab und konstruieren
uns aus den Ergebnissen unsere Matrix.

Bsp: P> > P; : p(z) > p'(x)
@ Finde Basis fiir Vektorraum aus dem man abbildet und
fiir Vektorraum in den man abbildet.
Bsp: Basis fiir Py = {12, xz, 1}
Basis fiir P; = {z, 1}
@ Uberlege, was nach gegebener Abbildungsvorschrift mit

den Basisvektoren passiert und schreibe die Ergebnisse
in Vektorschreibweise.

Bsp: (z2) = 2.z = (2 O)T

(@) =1=(0 17

(1 =0=0 07

@ Resultate von Punkt 2 sind Spalten der gesuchten Ma-

trix. (Multiplikation mit Basisvektor = Extraktion von
Spalte)

4 {2 0 ©0
Bsp.A7<0 1 O>

6. Eigenwertproblem

6.1 Definition Eigenwerte und Eigenvektoren

A € C heisst Eigenwert von A™*™ falls dieser fiir einen be-

stimmten Vektor v

erfiillt. Der zum Eigenwert X\ zugehérige Vektor v € C™ heisst
Eigenvektor.

6.2 Eigenwerte bestimmen

® Bestimme die Determinante det(A — X - I)

Das Resultat ist das "charakteristische Polynom” p(\)
@ Bestimme die Nullstellen: p(X) = 0.

Die Nullstellen A\; heissen Eigenwerte.

Berechnung iiberpriifen
o Spur(A) =ai1 +as2 + ...+ Gnn =2 N
o det(A) =11

6.3 Eigenvektoren bestimmen

Nach dem Bestimmen der Eigenwerte kénnen die zugehdrigen
Eigenvektoren bestimmt werden.
@ Setze einen Eigenwert A\i in (A — Ay - I) ein
@ Lése das Gleichungssystem (A — A, - I) -2 =0
@ Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen.
Man erhilt einen oder mehrere mit freien Parametern
multiplizierte Eigenvektoren vy.
Eigenschaften
e Eigenvektoren sind per Definition # 0
e Eigenvektoren sind linear unabhéngig.

e Komplex konjugierte Eigenwerte haben komplex konjugierte
Eigenvektoren (spart Zeit bei Berechnung).

o Av = v o A" (Av) = A" (W) = A

6.4 Algebraische und geometrische Vielfachheit

1 < gVfh. von A < algVfh. von A < n

Algebraische Vielfachheit
Die algebraische Vielfachheit ist die Vielfachheit einer Nullstel-
le im charakteristischen Polynom p(\) beim jeweiligen Eigen-
wert .
Bsp: p(A) = (A —3)2- (A —2)
= A\ = 3 hat algVfh. 2 und A = 2 hat algVfh. 1
Geometrische Vielfachheit

Die geometrische Vielfachheit von X ist die Anzahl der zum
EW gehorigen EV = Anzahl der freien Parameter.

6.5 (Halb)einfache Matrizen und Eigenbasis

Einfachheit

e Eine Matrix A ist einfach, falls jedes A algVh = 1 hat.
e Eine Matrix A ist halbeinfach falls jedes A\ algVh = gVfh
hat.

Eigenbasis: Die Eigenvektoren einer Matrix A € C"™*" bilden
einen Basis fiir C" <= die Matrix ist halbeinfach.

6.6 Diagonalisierbarkeit

Eine quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar, falls eine
regulire Matrix T existiert, sodass D = T~ ! AT eine Diago-
nalmatrix ist.

‘ A halbeinfach <= A diagonalisierbar ‘

Matrix diagonalisieren (Basiswechsel in Eigenbasis)
@ Bestimme die Eigenwerte \; und die Eigenvektoren v;

Die Matrix D = diag(A1, ..., A,) ist eine Diagonal-
matrix mit den Eigenwerten auf der Diagonalen.

@ Die Matrix T' = (v1, . . ., vy ) hat die Eigenvektoren als
Spalten (Gleiche Reihenfolge wie bei D!).

Bestimme 7~ !. Falls EV orthonormal 7~ = 77

Potenzen und Exponentialfunktion
Potenzen/Exponentialfunktionen von diagonalisierbaren Ma-
trizen kénnen einfach berechnet werden:

o AP = (TDT~H* = T - diag(\¥, ..

—i
o e =TPT :T-diag(e)‘l,...,

ARy Tt
ern) . 71

6.7 Ahnlichkeit
A und B heissen ahnlich, falls fiir eine beliebige Matrix T gilt:

A=T"'BT

Ahnliche Matrizen haben:

e die gleichen Eigenwerte
e die gleiche Determinante

Satz: Ist v ein EV von A zum EW ), soist y = T~ 1v ein EV
von B zum selben EW.

7.1 Definition Vektornorm

Eine Norm im Vektorraum V' ordnet jedem Vektor v eine relle
Zahl ||v]| zu und kann so als eine Art Mass verstanden werden.

Sie muss folgende Bedingungen erfiillen:
@ vl = 0und o] =0 & v=0

@ lle-vll = |l - ||v]|

@ v +wl| < [[v]] + | |wl|

7.2 L,-Normen im R™

Allgemeine Ly,-Norm: ||v||, = &/> |vi|P

Beispiele

e Li-Norm: ||v|[1 = [v]1 + |v]2 + ... + |[v]n

o Lo-Norm: [[v]] = 4/[vf2 + [v3 + ... + [v]2

o Ly -Norm: ||v]||n = maz(|v|1, |v]2,. .., |v]n)

7.3 L,-Normen fiir Funktionen

Aligemeine Ly-Norm: || f||p = (§2 |f(z)[Pdx)*/?

Beispiele

o Li-Norm: [|f|ls = {, |f(2)]dz
(Gibt den Betrag der Fliche unter der Kurve an)

o L-Norm: || f||ee = maz(|f(z)|: z € (a,b))
(Gibt den maximalen Ausschlag an)
7.4 Matrixoperatornormen
41| = maxgie,=1) = ll4zll: |

Beispiele

e A quadratisch: |[A|| = \/Amaz{AT - A}



o A symmetrisch: [|A]|| = |[Amaz{A}]
e A orthogonal: [|A|| =1
o Avregular: [|[A7Y]| = 1

Vv Amin{AT A}

8. Skalarprodukt

8.1 Definition Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt ordnet jedem Paar z, y von Vektoren eine
Zahl {z, y) zu.

Es muss folgende Bedingungen erfiillen:
© <@y + 2y =<z, y) + (2, 2)
@ <=, ay) = alz, y)
ORCEIVEZOR
@ {z,z)y Z0und{z,2) =0& =0
Beispiele fiir Skalarprodukte

e Standardskalarprodukt auf R™: (z,y> = 27 - y
e Funktionenskalarprodukt: {f, g> = SZ f(z)g(z)dx
Rechenregeln:

(A, Ayy = (z, AT Ay)

<a; by

VanbeR?
o]

cosp =

8.2 Von Skalarprodukt induzierte Norm

Aus einem Skalarpodukt kann eine Norm induziert werden.
Dieser Ausdruck erfiillt alle Axiome fiir eine Norm (siehe 7.1.)

l|z]| = /<@, x>

Eine Norm | - | wird genau dann von einem Skalarprodukt
induziert, wenn die Parallelogrammregel gilt:

lz + l® + o = y* = 2(J| + |y?)

In diesem Fall ist das Skalarprodukt durch die Polarisations-
formel aus der Norm rekonstruierbar:

@y = 5z +yl* — =z —yl*)

8.3 Orthogonalitat und Orthogonalprojektion

Zwei Vektoren sind orthogonal, falls {(z, y) = 0.
Notation: z L y

Die Orthogonalprojektion des Vektors x auf Vektor y ist:

_ ALz
z = .
<y p»
Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Va,yeV: K, | < |z[llyl

Satz von Pythagoras
zLly=lz+y|®=|z1®+ |yI?

8.4 Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Ziel des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
ist, aus einer beliebigen Basis eine sogenannte Orthonormal-
basis zu erzeugen.

Bei einer Orthonormalbasis sind alle Basisvektoren:
e orthogonal zueinander: <b;, b;» = 0

o Einheitsvektoren: ||b;|| = 1/<bs, by =1

Orthonormalisierungsverfahren durchfiihren:

Fiir die Durchfiihrung benétigt man eine beliebige Basis, sowie
ein beliebiges Skalarprodukt (meistens gegeben).

@ Wahle beliebigen ersten Basisvektor by und normiere
mit von Skalarprodukt induzierter Norm.

o = 2 — b1
LTl T fbyoey

@ Wahle zweiten Basisvektor ba. Zuerst zu by parallelen
Teil abziehen, und dann normieren.

ef‘, = b2 —<b2761> s el
!
— 2

- 7 ol
el el

e

ho ~
o

€2 = 7
Iesll

@ Wiederhole fiir jeden weiteren Basisvektor b;:

e =b; —{bj,e1) - e1 —<b;,ez) e
— ... —(bi,ei—1)-ei—a

o !
€i = AT
i

‘E:‘ - 1/(61_,6;}

9. Kreuzprodukt

9.1 Definition Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt a x b der Vektoren a und b ist ein Vektor,
der orthagonal auf der von den beiden Vektoren aufgespannten
Ebene steht.

Das Kreuzprodukt in R? ist definiert als:

al by azbs — aszba
axb= as X bz = (131)1 = a1b3
as bs aibs — azby
Eigenschaften:
e aXxvya=0
s axb=—-bxa

e ax (Bb)=pB(axb)=(Ba)xb
e ax (Bb+~yc)=pB(axb)+v(axc)
e (aa+pBb)xc=alaxc)+p(bxc)

9.2 Identitaten

Mithilfe der folgenden ldentitdten kénnen verschiedene Aus-

driicke ineinander tibergefiihrt werden.

Jacobi-ldentitat
ax{(bxc)+bx{cxa)+cx(axb)=0

GraBmann-ldentitat
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
(axb)yxc=(a-c)b—(b-c)a

Lagrange-ldentitat

(axb) - (ecxd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)

9.3 Spatprodukt

Das Spatprodukt entspricht dem Volumen des durch die drei
Vektoren a, b und c aufgespannten Spats (Parallelepipeds) und
berechnet sich wie folgt :

V =(axb) c=det(a,b,c).

10. Quadratische Formen

10.1 Definition Quadratische Form

Quadratische Formen sind bestimmte Funktionen, die mit einer
symmetrischen Matrix A und einem Vektor z € R"™ gebildet
werden. Es kommen maximal quadratische Terme vor.

qa(x1,22,. .., xn) = q(z) = 27 Az

e Quadratische Formen, die mit einer diagonalen Matrix ge-
bildet werden (siehe g.) nennt man rein quadratisch.

e Die symmetrische Matrix A legt die Gestalt der entstehen-
den Flache fest.

Beispiele:
Fiir R?:

ga(z) = (@1 z2 73) (3 Z) (2)

= azf + 2dz1xo + bx%

Fiir R3:
a d e x1
ga(z) = (z1xz223) [d b f)|22
e f ¢ T3

az? G bxg G czg + 2dz1x2 + 2ex1x3 + 2fx203

10.2 Definitheit einer quadratischen Form
Eine quadratische Form heisst:

e positiv definit: g(z) > 0Vz #0
g{z) < 0Vax #0
g(z) Z20Vz #0
g(z) <0Vx #0

sonst

e negativ definit:
e positiv semidefinit:
e negativ semidefinit:
e indefinit:

Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be-

stimme man die Definitheit der zugehdérigen symmetrischen
Matrix A (siehe 9.3)

10.3 Definitheit einer symmetrischen Matrix

Variante 1: Bestimmung der Eigenwerte

Die erste Moglichkeit ist, die Definitheit durch die Eigenwerte
zu bestimmen. Eine symmetrische Matrix heisst:

e positiv definit: Alle A > 0
e negativ definit: Alle A <0
e positiv semidefinit: Alle A = 0
e negativ semidefinit: Alle A <0
e indefinit: sonst

Variante 2: Hurwitz-Kriterium
Die zweite Méglichkeit ist, die Definitheit durch Bestimmung
von Unterdeterimanten zu bestimmen:

a b ¢ 2 a b ¢

A=|d e fl=A1=(a), As = <” ’), As=|d e f
d e

g h i g e h

Alle det(A;) > 0firi=1,...,n
Alle det(A;) <0 firi=1,3,5,...
Alle det(A;) > 0 fiir ¢t = 2,4,6,...

e positiv definit:
e negativ definit:

10.4 Extrema einer quadratischen Form

Kritische Punkte finden:

Man setze den Gradienten der quadratischen Form
d d dg \T
grad(g(e) = (£, 49, .., foy 0. Durch

Lésen des Gleichungssystems erhdlt man die Koordinaten
der kritischen Punkte.

Kritische Punkte zuordnen:

@ Bilde Hessesche Matrix in der richtigen Dimension fiir
jeden kritischen Punkt:

da(2)?  da(x)?

2 dxqx

Bsp: H — d<zj 12
P 2x2 dq(z)2 dq(z)?
EESED) A2z,

@ Bestimme Definitheit der Matrix (siehe 9.3).

positiv definit = lokales Minimum
negativ definit = lokales Maximum
indefinit = Sattelpunkt

10.5 Traegheitssatz von Sylvester

Signatur
Die Signatur einer Matrix A ist definiert als:

sig(A) = (p,n, 2)
Wobei
o A€ R"™*™ symmetrisch ist.
e p die Anzahl positiver EW von A.

e n die Anzahl negativer EW von A (je mit algVh gezihlt).
e z=m — p — n die algVh des EW 0 ist.

Traegheitssatz von Sylvester
Ist A € R™*™ symmetrisch und W € R *™ regulir so ha-
ben A und WT AW die selbe Signatur. Des Weiteren existiert
eine Matrix W so dass

WT AW = diag(1,...,1, —1,...,—1,0,...,0)

—_—
p n z

10.6 Quadriken

Setzt man eine quadratische Form in eine Gleichung folgender
Form ein (z € R", a € R", b € R), erhilt man eine sogenann-
te Quadrik:

q(z)+aTx+b:1

Ist die quadratische Form zweidimensional, erhdlt man einen
sogenannten Kegelschnitt, ist sie dreidimensional erhalt man
eine Flache zweiten Grades.



10.7 Hauptachsentransformation einer quadr. Form

Wir kénnen durch zwei Koordinatentransformationen (Dre-
hung y = Tz und Verschiebung z = y + ¢) jede quadratische
Form rein quadratisch machen.

Woaihrend der Koordinatenvektor x die quadratische Form in
der Standardbasis darstellt, stellt der Koordinatenvektor z die
quadratische Form in der neuen Basis dar.

Die Basis, in der g(z) rein quadratisch wird, ist die Eigenbasis
der zugehorigen symmetrischen Matrix A.

Bsp: q(z) = @2 + 23 — 322 — 6z172

Vorgehen:
Je nach Aufgabe miissen nicht alle Punkte durchgefiihrt wer-
den. Fiir ausschliesslich Hauptachsentransformation reicht 1-3.

@ Man bestimme die symmetrische Matrix A € R™*",
sodass q(z) = =T Az

Trick: azf + bziz2 +cz§ = A= ( @ b/2)s

b/2 c
1 -3 0
Bsp: A=[|-3 1 0
0 0o -3

@ Man diagonalisiere die Matrix A (siehe 6.6) und bestim-
me die Transformationsmatrix 7. Da A symmetrisch ist,
kann T orthogonal gewihlt werden und T~ = 7

T orthogonal wiahlen! Spalten von T normieren, falls
zwei Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert: 8.4

-3 0 0 0 1/v/2 -1/V2
Bsp:D=|(0 -2 0|, 7T=]0 1v2 1v2
0 0o 4 1 0 0

@ Multipliziere aus: q(y) = yT - D - y. Wir haben nun
unsere Hauptachsentransformation durchgefiihrt.

Bsp: y" Dy = —3y7 — 2u3 + 4y3

@ Falls in Aufgabe gefragt: Bringe Quadrik g(x) + a”'z +
b = 1 in Normalform.

Bestimme a € R™ und b € R.

0
Bsp: g(z) + 223 —+ =1= a= 0], b=—1
2

@ Schreibe Quadrik in transformierter Form (ausmultipli-
zieren): yT Dy + aTTy + b =1
Bsp: 4" Dy +aTTy + b= —3y] —2y3 +4y5 +2y1 — 3 =1
@ Falls noch lineare Terme iibrig: Ergénze quadratisch
Bsp: 0 = —3y} — 2y5 + 493 +2y1 — 2
= —3(y7 — 3v1) — 205 + 43 — §
= =3((y1 — 23)° = (£5)°) —2u3 + 495 — 3

—3(y1 — 525)% — 295 +4y3 — L +3-(3)?
= —3(y1—3)>—2y3 + 43 — 1

Durchfiihrung der zweiten Koordinatentransformation
z = y + ¢ (Verschiebung). Man bestimme Vektor c.

Danach enthélt die Gleichung nur noch rein quadratische
Terme.

—1/3
Bsp: ¢ = 0 |= Q(z) = =327 — 223 + 423
0

@ Falls gefragt: Gib die zusammengesetzte Koordinaten-
transformation an: z = TT 2 +c

Welche Hauptachse schneidet ¢(z) = a > 0 nicht?

Die mit dem negativen Eigenwert. Jeder Vektor auf dieser Ach-
se gibt in g(z) eingesetzt eine negative Zahl.

q(v) = vT Av = 0T (=) = = 2T = —Av|?2 <0

Wie skizziere ich die Quadrik in Normalform?

In Normalform ist es nicht schwer, mehrere Punkte einzusetzen
und dann Linien durchzuziehen.

Wie skizziere ich die Quadrik im urspriinglichen System?
Skizziere zuerst in Normalform und transformiere Skizze mit
Drehungsmatrix 7" und Verschiebungsvektor c.

Welche Punkte sind dem Ursprung am nachsten?

Falls Koordinatentransformation nur aus Drehung y = Tz
bestand, sind die gleichen Punkte dem Ursprung am nachsten
wie in der Normalform.

10.8 Formen von Quadriken

Je nach Rang von A, den Vorzeichen der EW von A, a und
b ergeben sich verschiedenen Typen von von Kegelschnitten
respektive Quadriken.

Ellipse

= 2.2 4 p2.2
q(z) = a2y + b25 =1

2
1/b\

1/a—=
&

Hyperbel

q(z) = a?

22 — b2zl =1
1 2
W 2

Standardbasis

Hauptachsenbasis
*X;  Hyperbel
Asymptoten: + ¢

Weitere Formen
a2a:§ a4 b2x§ +1=0
mf + bzxg =0
a:% — b21§ =0

leere Menge
Punkt
sich schneidendes Geradenpaar

11. Kleinste Quadrate

11.1 Kleinste Quadrate

Mit dem Prinzip der ,kleinsten Quadrate” kann man zwar
tiberbestimmte Gleichungssysteme nicht l6sen, man kann je-
doch eine méglichst ,,gute” Lésung finden, indem man den qua-
dratischen Fehler minimiert.

Bsp:

2$1 + 3$2 = 6

3z7 + 4z = 8 = liberbestimmt
21 4 1lzo = 3

Wir bilden die Differenz (= Fehler) aus der rechten und der
linken Seite und nennen sie Residuenvektor 7:

211 + 3z — 6 =
3x1 —+ 4xo = 8 = T2
2x1 + 1z — 3 = r3
Wir suchen (21 22)7, sodass |72 = ||Az — c|2 minimal wird.

= quadratischer Fehler minimal

Vorgehen:

Dazu I&sen wir das Gleichungssystem AT Az = A” ¢ welches
in den meisten Aufgabe bereits in der Form Az — ¢ = r ge-
geben ist (siehe oben).

@ Man bestimme A und ¢

) -

@ Man berechne AT A und AT ¢

. T, (17 20 . (42
Bsp: AAf(20 2),A07(53)

@ Man l8se das Gleichungssystem AT Az = AT¢
L (17 20\ (= 42 2.67
B (20 2) ‘ (L;) = (53) == (—().17)

11.2 QR-Zerlegung

2
Bsp: A=[3
2

Mit der QR-Zerlegung kann eine beliebige Matrix A € R *"™
in das Produkt einer orthogonalen Matrix @ € R™*"™ und einer
oberen Rechtsdreiecksmatrix R € R™*" verwandelt werden:

Vorgehen:

Wir wollen nacheinander alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen von A eliminieren.

@ Man wahle zu eliminierendes Element und benenne es
agj.
0

1
BSpZ A= (O 1) == ag; soll eliminiert werden
1 1

@ Lese 4, j ab und notiere a;;, a;;
Bsp:i=3,j=1=a;; =1,a;; =1
Berechne w = 4 /a2, + a2.

Ji ij

Bsp: w =12 +12 = V2

Man finde die richtige Rotationsmatrix Q’Z. Man neh-

me zuerst die ldentititsmatrix I € R™*™ und set-
ze i;; = cos(a), 15 = —sin(a), ij; = sin(a),
ij; = cos(a).

1 0 0 cos(a) 0 sin(a)
Bsp:r={0 1 0)|=Q7"= 0 1 0
0 o

1 —sin(a) 0 cos(a)

a;s
® Setze in Rotationsmatrix sin(a) = —2
253
w

1/V2 0 1/V/2
Bsp: Q7 = 0 1 0
@ Berechne Q'7 - A = A’
1/V2 0 1/V/2 1 0 V2 1/V2
Bsp: 0 1 0 j-lo 1]=|o0 1
e 32506 D-6 )

@ Falls A’ keine obere Dreiecksmatrix, wiederhole (finde
Q"T etc.) bis alle nétigen Elemente eliminiert.

und cos(a) =

B 1 0 0 V2 12
Bsp: Q" = (0 Vv2/v/3 1/V3 |,A"=|0 3/V2
0 —1/v/3 V2/V3 0 0

Wenn A” = R gefunden, berechne Q = (Q"T .Q'")T
= A=Q R

Kleinste Quadrate mit QR-Zerlegung

Lést man ein Optimierungsproblem mit dem Computer, liefert
das in 10.1 beschriebene Verfahren ungenaue Lésungen (da nu-
merisch instabil). Das Lésungsverfahren mittels QR-Zerlegung
ist besser. In Aufgabe nur machen, wenn explizit verlangt!

Vorgehen:

@ Man bestimme A und ¢ wie bei 10.1.

- ol

@ Man fiithre die QR-Zerlegung durch A = QR

= o =
= o =

V2 YvVe 1B V2 1N2
Bsp: Q = ( 0 V2/V/3 71/\/§) o= (0 \/5/\/5)
-1/vV2  1/V6 1/4/3 0 0

@ Man berechne d = QT - ¢

0
Bsp: d = QT -c = (\/5/\/5)
2/V/3

@ Man berechne I6se das Gleichungssystem Rg - x = do,
wobei R die extrahierte Dreiecksmatrix aus R ist und
do die dazugehérigen oberen Eintrage von d

Bsp: 5o = (¢ 6775) 4= (yayve)

12. Lineare Diff’gleichungssysteme

12.1 Lésen von homogenem Diff’gleichungssystem

Man sucht eine Lésung fiir ein System von Differentialglei-
chungen, gegeben in folgender Form:

vy () ai1 a2 aig y1(t) y1(0)
yo(t) | = | @21 a22  ass y2(t) |, | y2(0)
y5(t) asz1  as2 as3 y3(t) y3(0)

Die Anfangsbedingungen y(0) sowie die Matrix A sei bekannt,
gesucht ist y(t).

Das Problem kann durch Transformation in Eigenbasis (Ent-
kopplung) gelést werden.

G- -6 69)-0

Vorgehen: (Transformation in Eigenbasis z = T - y)

Bsp:

@ Man diagonalisiere die Matrix A = TDT ! (siehe 6.6)
und bestimme die Transformationsmatrix T'.

. _ (2 0 (-2 1
Bsp: Df(D 5>,T7(1 1)
@ Sei t(9) die i-te Spalte von T und d;; der i-te Diagonal-
eintrag von D.

Die Loésung des Diff'gleichungssystems lautet dann:
y(t) = z1(0) -tV - 41t 4 25(0) - ¢(D) . 022t 4|

Bsp: (Z;Eg) = 2(0) - (—12) e 4 25(0) - G) o5t



@ Variante 1: Bestimme 7%, danach z(0) = 7' - 4(0).
Variante 2: Bestimme z(0) durch Lésen des Gleichungs-
systems T" - z(0) = y(0).

Falls keine Anfangsbedingungen gegeben, z;(0) = C;.

. —1/3  1/3\ (3\ _(1\ _ (z1(0)
Bsp: ( 1/3 2/3) : (6) = (5) = (z;(()))
12.2 Umwandlung héhere Ordnung in System 1. Ordnung

Man will eine Differentialgleichung héherer Ordnung in ein Dif-
ferentialgleichungssystem 1. Ordnung umwandeln:

y" () +4-y"(H) +2-y'(t) = 3y(t) =0
y(0) = 1, y'(0) =3, y"(0) =2

Bsp:

Vorgehen:
@ Man substituiere y = yo,y’ = w1 etc. Die héchste
Ableitung lasse man stehen.
Bsp: 4" (t) +4-ya(t) + 2 31(t) — 3yo(t) = 0

@ Man ersetze héchste Ableitung durch einfache Ableitung
mit Substitution.
Bsp:  y5(t) +4-ya2(t) +2-y1(t) — 3yo(t) =0

@ Durch die Substitution hat man automatisch ein
Diff’gleichungssystem erster Ordnung erzeugt:

Y = nm
Bsp: Y = Y2
yp = 3% — 2-y1 — 4.y

@ Zum Schluss substituiere noch die Anfangsbedingungen

Bsp:  40(0) =1, 51(0) =3, 2(0) = 2

12.3 Losen von inhomogenem Diff’gleichungssystem

Man hat bereits mit dem in 11.1 beschriebenen Verfahren
die Lésung yp(t) fir das homogene Diff’gleichungssystem
y" = A -y gefunden. Jetzt sucht man die Lésung fiir das
inhomogene System:

y = A - y+ b
Das Prinzip ist, dass man eine partikulare Lésung y;, (t) findet,

die die Diff’'gleichung sicher erfiillt. Die allgemeine Lésung ist
dann y(t) = yn(t) + yp(t)

Vorgehen:

@ Man nimmt an, dass die partikuldre Lésung vy, (t) kon-
stant ist. Daraus folgt, dass y,,(¢t) = 0. Man Isse also
das Gleichungssystem A -y, = —b

@ Man addiere die homogene und die Partikuldre Lésung
zusammen: y(t) = yn (t) + yp(¢)

12.4 Bedingungen im Unendlichen
Fiir das Bestimmen der Konstanten C; sind nicht immer nur

Anfangsbedingungen y; (0) gegeben, sondern manchmal auch
Bedingungen wie lim y;(t) = a.
t— o0

Bsp: Bestimme C; von y(t) = C1 + 3Cse™t + C3 -
mit y(0) = 2 und lim y(t) =5
tom
Vorgehen:

® Verlangt eine Bedingung, dass y(¢) im Unendlichen be-
schrankt sein soll, setze Konstanten vor Exponential-
funktionen mit positiven Exponenten null.

Bsp:  Zweite Bedingung lim y(t) =5 = C3 =0
t—o0
@ Man bestimme weitere Konstanten, indem man t — ¢
einsetzt.

Bsp: lim y(t)=C1 =5

t— 0

@ Man bestimme die (ibrigen Konstanten, indem man ¢t =
0 einsetzt.

Bsp: y(0)=5+3C2 =2 = C;=-1

13.1 Winkeltabelle

rad | 0 & z z z ZTfr %r 5% -

o 0 30 45 60 90 120 135 150 180

i V2 3 V3 A2

sin 0 \%/g % ¥ 3 Tﬁ %\/g 0
1 1

cos | 1 ? == 5 0 -1 -2 ,? _1

tan 0 73 1 V3 —V3 -1 -% 0

13.2 Givens-Rotation

Die Givens-Rotation ermdglicht eine Rotation um eine fixe
Achse in R® mit Orthonormalbasis.

1 0 0
Uy(¢) := |0 cos(a) —sin(a)
0 sin{a) cos(a)
cos(a) 0 sin(a)

U, (¢) := 0 1 0
—sin{a) 0 cos(w)
cos(a) —sin{a) 0
U.(¢) := | sin(a) cos(a) 0
0 0 1

Charakteristisches Polynom
Sie besitzt das charakteristische Polynom

(1 —X)(A% — 2Xcos(a) +1) =0

Eigenwerte
Und die Eignewerte ergeben sich wie folgt

A =1
A2 = cos(a) + isin(a)
A3 = cos(a) — isin(w)

Dabei ergeben sich die Eigenvektoren zu

1 0 0
vy =10}, v = |1}, vy = | —1
0 0 0

13.3 Blockmatrix

Eine Blockmatrix ist eine Matrix welche in mehrere “Blécke"
unterteilt werden kann.
Beispiel einer 2 x 2 Blockmatrix:

r=le 3]

Determinante
Fiir die Determinante einer 2 x 2 Blockmatrix mit einem 0
Block gilt die Eigenschaft

A 0
det (C’ D) = det(A)det(B)
Handelt es sich bei den Blécken um quadratische Matrizen der

gleichen GréBe, welche kommutieren (CD = DC) dann gilt
des Weiteren

A B
det <C D) = det(AD — BC)

Und falls A = D und B = C gilt

A B
det (B A) = det(A — B)det(A + B)
Eigenwerte

Die Eigenwerte einer 2 x 2 Blockmatrix P mit einem 0 Block
ergeben sich aus

P (A—)J 0

c Df)\I) = det(A — Al )det(D — \I)

Deshalb gilt eig(P) = (eig(A), eig(D))

13.4 Matrixexponentialfunktion
Die Matrixexponentialfunktion wird auf quadratischen Matri-
zen angewendet und ist definiert wie folgt
o0 n 2
A
A
@ = — =I4+A+— + ...
> — +A+ -+
n=0
Aehnlichkeitstransformation

A TpT—1
€

e’ = =T .diag(e™,...,e’). 77!

13.5 Spur

Die Spur einer quadratischen n X n. Matrix A bezeichnet die
Summe ihrer Hauptdiagonalelemente.

ail a2 A1n

a21 az2 a2n
A= . o

Anl An2 Anmn

ist also

Spur(A) = Z ajj =a11 + a2 + -+ ann
j=1
Eigenschaften:

o Spur(A) = Spur(AT).

o Spur{aA + BB) = aSpur(A) + BSpur(B).

e Spur(AB) = Spur(BA) beides mit 3}, ; ai;jbji
o Spur(ABC) = Spur(CBA) = Spur(BCA)

o Spur(B~'AB) = Spur(A)

e Sind A und B n x n Matrizen, wobei A positiv definit und
B nicht negativ ist, so gilt Spur(AB) = 0.

14. Personliche Ergdanzungen






