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Ubung 08 (42 41.23)

Zus Korrektur vow Serie 08:

* Achlet wes gefragt ist! Gowss-TJocdon ist avfwendig  tnd selac  Fehles av\f&lh}] ( Vorzeichenfehlec efc.)

2. Reguldire und Singuldre 3 x 3-Matrizen

(a) Gegeben sei die Matrix

Zeigen Sie, dass A regulér ist.

—A 1t ;'nvet'“erbmr/ceaulic

— A\t vollen Rong

— Ax=b st fic beliebiges b loshas
— Ax=b besitzt eine cindeckige Los

— Das homogene Lis Ax=0 ot wer die triviole Lasurg  (x=0)
— det(A#+0

Recop

Alle. Motrizen cdlie wic in LinAly behandeln beschetiben Transformationen in denen alle

Flachen mit dew Selben Fakdor Skaliest woecden. Diz Forwn wuss wicht erhalten bleibem

£5=S
A=(2°) ? §seS BI)XA

(nicht  mossctablich)

Wie Kownmen wic diesern Fokbor bestimmwen und wacam ist ec so wichtig
Determinante !

Dofiic untecsuchen wir | wie Sich die. Fléche | uelcthe von den Eivneitsvekboren (;) und (3)

aufgespuwnt witd, Vecindert wenn ouf beide dieselbe Mlotvix angewendet wird.
Wit erkevnen,dass die SpoMen der Haley A uwmsere frawmsfocmieciem
Einheitsvel boren sind.

Se; A=(§‘;) donn ist: A-(;)=(§) il A‘(‘j
e
A5

w ©

Qun



Do, die Asgangsfloche S=1 st kéwnen wic nun  direkt gus don Spalten vom A die
Determivante  bestimwmen. Die Determinante ist nun die Fliche weldhe von den Spalfevvektoren von A
aufgespannt wird.
A=(:::) _, det (A)=|A| =
lJss passiet muonm wom die Determimomte negabiv 1st 2 Wie kownem Flachem
negativ  skoliert wesden?

Evivnerung : Orientierter  Flachenivhalt | Eine negobive Determinante bedevtet

doss die Flache skaliert umd lure Otiev\{:ierw\g imvertiect wird.

(Wenn die. Spallenvekloren pavallel gmd  wird det(A)=0.

Fis poralele Vekloren gitt:
Feald) . aer

I Woche 3 sohen wir becets ,doss ba pacallekn Spollenvekloren das L&S Ax=b Kewen vollen
Roms \hat.
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7'y AN, 4
ﬂ
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Xq
it wassli 5 Nicht wassfiblich ;
Roms voll Ro‘“ﬁ ekt voll

Folgende Aussogen sind fiic jede Matrix AR dquivalewt:
— A 1gt mvectiecbac /ceguliic
— A '\t vollen Rong
— Ax=b st fir beliebiges b |ssbas
— Ax=b besitzt eine eindevtige Losimg
— Das homogene Lis Ax=0 ot mer die triviole Lesurg  (x=0)

— det(A# 0



Bis jetet haben wic nur dem 2-0 Rl bedrachtel. ln 3-D beschreibt die Defermimonte

wie Sich Volumen verawdern *

/ = /

AN S
7

14

In Woheren Dimensionen gibt o4 Keine geometrische Intespretation mehr.

Detesminayte co

Wie |lasst cidh mun die Detesminavte beredaven 2
. A)lgemei'n
hd Ferﬁge Exvnd“

Allgemen Kawn wav) die Deferminoste rekuscsiv delinieren:

det A= ('*5”5&'.,- detA; odec  det A= ('ﬁma'.j det A;;

i=q J=1

2um avsrediven wmit dem Lapceschien Evtwiddungsgat? : (fic jede nxn Matrix)

Laplace’scher Entwicklungssatz:
Bei den meisten Matrizen ineffizient. Kann jedoch bei Matrix

mit vielen Nullen in einer Zeile oder Spalte geschickt angewen-
O - 02 3 det werden.
Sei A = ‘2 '4 - .2 @ Zeile oder Spalte auswahlen (dort wo viele Nullen).
3 6‘ 5 @ Jedem Element dieser Zeile/Spalte ein Vorzeichen zu-

ordnen (Schachbrett).

@ Fiir jedes Element die zugehérige Zeile und Spalte strei-
chen und Unterdeterminante bestimmen.

@ Jede Unterdeterminante mit zugehérigem Element und
Vorzeichen multiplizieren und addieren.

L) Zele /SPQ.('\'Q austoahlen (viele Aullen)

0-223
-2.4-2
26 5

i) Nos2eidhen ( Schachbrett)
+ -+

-+ =
+ -+



i) Unlesdelexmimnanten  bectimmen

0-273
-2'4 -2

265

Evstes Element des ausgewsllien Spolte:

+

0O =233

F 4 -2
R4-2] ™ +o0.

(*E Iy 5) P de{(G 5)

2weites Element des avggewnlilien Spalte:
-+d> 2 3 -2 3
-2 42| = -(2).

Drittes Elewment dex avsgewnllten Spalle:

(Hé 3 %z) —+3 .det('”)

"36: 5 9 -2

iv) Zusamwmen oddiesen:

)

il 313)- ot ) w(i2):

246 5

= 2(-10 -48)+ 3(4-3) = -53
Ehec aufwendig, geeignet {is Matrizen wit vielon  Aullon.

Fiic 2x2 und 3x3 gibt es fertige Tocmeln :
* Fic 2x2 ous ldeler [ibum‘-

a b

c d)= ad-cb

det (

* Far 3x3 gibt es Regel wom  Sasrus: (Spo&proo‘uk{r)

o be
det |d e €
9 Wi

= aet+ b{gi-cdh - gec -Wfa -1db

-



"Rildlin:

abc abe
d e¢ d e €
9 Wi 9 Wi

o4+t - - =

oel + b@+cdh - gec -hfa - 1db

Dusch 366&\'\&{6% modifizieren von A lacst sich die Rechnung veseinfothen Wit Kennen

folgende Modifikationen duschfihicon.

1) Vertavsdhon von Zeilen /Spalten — voszeidhen dec Detecmiviombe  tednselt

23) ) #{23)

L3-00°

i) Rei Spallen- Zelenaddition bleibt Delecmivaute  gloich

a{23) A{33)

hd hd

PR 4 :
@ -




— Die Determinonte omer Dreiecksmatrix \asst sich emfoch bestivmen

det(g :) = ad-6b=ad

abe
det [0 e € | = aettborcoo -oec-0fa -10b = aei
00 |i

— lemn A eine  MNullzeile / Nullspalte besifet, 20 ist del (A =0 . Mow Konnte immer nach

der Nullzele / Nullspalte enfwickeln und O echalfen.

— Resifzt A 2wei identische Zeilen So ist det(A) =0 Dec Ro.v\a ist nicht voll (es kawn eine. Nullzeile

cucch Spoﬂen- Zelenaddition eszeugen.

Alle. 'Re.se_\h sind oucn auf der 2sfy-

3.2 Rechenregeln Determinante

Neben den Zeilen/Spalteneigenschaften von 3.1 gelten folgen-
de Rechenregeln:

det(AB) = det(A) - det(B)
det(AT) = det(A)
det(diag(dy,dz, - ,dp)) =di -da---dn
det(Dreiecksmatriz) = dy - da - - dpn
det(A™) = 1/det(A)



Beispidaufjabetl

1) Recechne die Detecminante:
cfe{(s:1 ;>= 46-5 =44

2) Besechne die Defesminante
012

det(3.24 20+44+6-4-0-0=3
110 1

) Reredhne die Delecmivamte. :

det -0 do Rong micht ol

(ORI SR - QNS
£ O Cp
| CAN SR CRE
PO w

LL\ BQVQC»\V\ e d(C DQ*QVVV)iV\QV\“Q :

4243
tlou42
de 20 24

00 22

En‘fw.‘cltlw\ﬂ noeh acster Zeile:

;313 W2 243 243 213
2024 41021 -0 0241+ 244 2)-0 [h1d
0022 022 0 22 022 0 24

243

= it 0 LA AP

022

+2 [a42 14204342 - 340-2.22-2:1Y]

h

16 -8 + 2[4+ 2 -9-8) = 32



"f (o] " 3.2 Rechenregeln Determinante
5 \ Sei A = (v} ‘{ -{ Neben den Zeilen/Spalteneigenschaften von 3.1 gelten folgen-
* 4 4 de Rechenregeln:
2 det(AB) = det(A) - det(B)
- 2 det(AT) = det(A)

Restimme dlie  Detecmivante von (A7) detldiag(dy,da o)) = e

det(Dreiecksmatriz) = dy -da -+ - dp

det(A™") = 1/det(A)

def ((ATV) = det(AD det(A) = det(A)- del(A) = def(A)"

Ehfuic,\duwl noch  exster 2aile

40+
- 1 oA =
oed(A) = [0 4 4] = -o‘o ‘H- = -1=2
1442 14 )
= del((A7)) = deb (A" = 2% =4
144414
6.) 0ooa?y
Sei, A= |00 230
0 L300
L300 0O
Reedne  def(M .
(avssen ohne 2elevwertouschumgen andect def (A) wicht |
44414 444 14 olo
< 002
0o 0 an 0o 0 27 0132 0232
> |60 2a30 =00 230 = Ao 0o “lo 3wy
0&300 0&300 4_2_2_2_ 4..2_2_2_
2300 O o41-12-
02
= 4|30 =-(034+ 2034224 -23%F-0-4-0 -L-2.2)
T4y

- - (4 - 63 - 16) =55



Tipps 2ur Serie

Folgende Aussogen sind fiic jede Matrix AR dquivalewt:
— A 1gt mvectiecbac /ceguliic
— A\t vollen Rong
— Ax=b st for \:eliebiges b josbas
— Ax=b besitzt eine eindevtige Losing
— Dos homogene LGS Ax=0 lat nur die triviole Lésung (x=0)

— det(A# 0



