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Übung10 24.11.23

Heutegrosser Recap vom ganzenStoffbisjetzt Vorhernochergänzung zuletzterWoche

LetzteWochesahenwir dass immer wenn die Spaltenvektoren und

einer 2 2Matrix A parallelsind detA 0 gelten muss

9 1 DER

Dadanndieaufgespannte Fläche zwischen und Nullist

UmdieseLogikauchaufmehrereDimensionen anwenden zukönnen mussdieBedingung

verallgemeinert werden

Betrachten wir dafür 3 D HiergibtdieDeterminante AuskunftüberÄnderungendes vonden

Spaltenvektoren aufgespannten Volumen

zu 20

WelcheBedingungenmüssenhiergeltendamit def A 0 Geogebra

Fall1 Fall2

s

und sindParallel Liegtindervon und

aufgespanntenEbene



Wenn Fall 2 vorliegt dannist Linearabhängig von und

WannsindVektoren linearabhänig bzw unabhänig

Im 3 DFallsindVektorenlinearabhänigwenn

Vektorenparallelsind

einerderVektorendurcheineLinearkombinationderanderenVektorengebildetwerdenkann

α β α ß R
Linearkombination

DasKonzeptder linearen Abhänigkeit werden wir in Woche 12 nochvertiefen

Fürserstekönnenwir festhalten dass

det A 0 Spalten von A sind linear unabhänig

Somitwächstunsere Zusammenhangsliste weiter

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig



Recap
Allesbeginntmit Las derForm Axb

A isteine min Matrix bsind mit Vektoren

DasLGS hatdann

mGleichungen und n Unbekannte

Um soeinLGS zulösenführenwirdenGaussAlgorithmus ein Dieserbesteht auszwei

Grundoperationenwelche die Lösungsmenge nichtändern

I vertauschen vonzweiZeilen

I addiereneinesvielfacheneinerZeile zueineranderen

Sokönnen wir die KoeffizientenMatrix A in Zeilenstufenform bringen

Bsp

1 X3 1 X3
1 1 1 31 1 1 3 1

1 2 4 2 1 0 1 1 1
2 3 1 0 0 1 5 2

11

1 X3
1 1 3 1

0 1 1 1
0 0 6 3

Nunkönnen wir durch Ruckwärtseinsetzen dasLGSlösen

EsstelltsichnundieFragewievieleLösungendasLashat DafürbetrachtenwirdasLasin Zeilenstufenform

Fix Fix
ans 3 rang rang

eine Lösung unendlichviele Lösungen keine Lösung

Hierführen wirdas KonzeptdesRangs ein



Der Rang einer Matrix ist dieAnzahl ZeilennachdemGaussen dienichtNullsind
Wirerkennenhier dass

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

WirkönnendieseLGS auchgraphisch interpretieren

Betrachten wir hierfürdie Spaltenvon A DasLGS Ax b kanndannals
LinearkombinationderSpaltengesehenwerden

a itespalterona

A A E A 1

F 4 4 5g

F x
E

s snichtmassstäblich nichtmassstäblich

DerRangvollFürjedesb DerRangistnichtvollund LL hingingkanneineeindeutigeLösung dieVerträglichkeitsbedingung
gefundenwerden istefüllt esgibtunendlich istnichtefüllt esgibt

vieleLösungen keineLösung

DerRang istgleichderDimensiondesLösungsraums D.h wenn derRangvoll istkönnen

wir jedenbeliebigenPunkt imLösungsraumerreichen

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar



Wirsehenweiterhin dass wirdenUrsprung beivollemRang nur durch 2 0

erreichen können

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax D besitzteineeindeutigeLösung

Ax D istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Alsnächstesbetrachten wir Matrizen etwasnäher Vorallem wie wir mit ihnenRechnen

Addition 1
Einträgewerdeneinzelndaddiert

Subtraktion 1
Einträgewerdeneinzelndsubtrahiert

Multiplikation

miteinemSkalar α ER 5

miteineranderenMatrix

AERM BERNXPTIEFalleMatrizenkönnen zusammenmultipliziertwerdenBedingunist

A B AB
m x n h xp mXp



Graphischbeschreiben Matrizen Transformationen Sie nehmeneinVektorunddurchMultiplikation

wirddieser ineinenanderenTransformiert 141

a

wurdevon A zu transformiert

KannichdieseTransformation auchRückgänigmachen

i An Ai
141

WelcheLösunghatdannArxb

Esgibteineindeutiges fürjedesb

EskannalsoeineMatrixexistieren sodasseindeuti
l

Ajb x

iiI A A

aWelcheLösunghatdannAzxb 4 1

Esgibtunendlichviele fürjedesb

Jedes derForm 1 t.lt erfülltdieGleichung III yWirkönnenalsokeineeindeutige Inversefindensodass

A b

Wenn A eineInversebesitztso nenntman A regulär

Wirkonntenhierbeobachtendass nurwenn Ax b eindeutiglösbarist dieinverseA existiert

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär



AlleMatrizendie wir inLinAlgbehandelnbeschreiben Transformationen indenenalle

FlächenmitdemselbenFaktor skaliertwerden DieFormmussnichterhaltenbleiben

65 5

A 89 655
s s A

nichtmassstäblich

Wiekönnen wir diesenFaktor bestimmenundwarum ist er so wichtig

Dafüruntersuchen wir ÜÄTÄHÄEFläche welche vondenEinheitsvektoren und 9
aufgespanntwirdverändertwennaufbeidedieselbeMatrixangewendetwird

Wir erkennendass die Spaltender Matrix A unseretransformierten
Einheitsvektorensind

Sei A 89 dannist A und A9

A

Da die Ausgangsfläche 5 1 ist könnenwir nun direktausdenSpalten von A die
Determinante bestimmenDieDeterminante istnundieFlächewelchevondenSpaltenvektorenvonA
aufgespanntwird

det A

vonSpaltenvektoren

WannistnundieseDeterminante detA 0

In 2D immerwenn a

9 1 DER

Dadanndieaufgespannte Fläche zwischen und Nullist

InanderenWorten immerwennSpaltenvon A parallel sind



Vonvorherwissen wirbereits

7 4

F

nichtmassstäblich 5 nix g

Rangvoll Rangnichtvoll

Mit demBegriffderlinearenabhänigkeitlässtsichdasauf beliebigeDimensionen erweitern

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0



Beispielaufgaben

11111
6.1

Sei A

Berechne defA
Gaussen ohneZeilenvertauschungen ändertdef A nicht

11111 12 1 11 11 0023 Ö 023

EntwicklungnachersterSpalte

1 0.3.4 2.0.7 3.2.4 3.3.7 0.4.0 4 2 2

EntwicklungnichersterSpalte Sarius

24 63 16 55


