


























































































LineareAlgebra nbartzsch

Übung 11 01.12.23

Recap
WelcheBedingungenmüssen in 3 Dgeltendamit def A 0

Fall1 Fall2

s a s

und sindParallel Liegtindervon und

aufgespanntenEbene

VektorenmüssenLinearabhänigseindamitdet A 0

Vektorensind LinearabhänigwennsiedurchLinearkombinationen gebildetwerdenkönnen

β α β ER Linearkombination

ImmerwennSpaltenvon Alinearunabhänigsind zeigenallein unterschiedlicheRichtungen2

istdet A 0 D.h wenn AvollenRanghat dannsind alle ZeilenSpaltenlinear
unabhänig

Formell

UnsereListevon Zusammenhängen wachstalsoweiter





























































































Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax D besitzteineeindeutigeLösung

Ax D istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

Vektorräume

WennwirZählen lernenentwickelnwir ein abstraktes GefühlfürZahlen

soso.EIDG.GEcored EarsEarsEars 3

egalwelchesObjektwirkönneneinergewissenAnzahl ObjekteneineZahlzuweisen

DieZahl 3 istdemnachnichtnur an Äpfelgebunden sondernkannauchaufDreiecke

Kreuzeetc angewendetwerden

Wir wissenauch was passiertwenn wir zuerst 3 Äpfelunddann 2Äpfelhaben

soso.Eeoesdeoee.ci

CEDGEerzog 5

DiesesGefühlfüraddition giltnichtexklusivfürÄpfel sondernlässtsichauchauf
andereObjekteübertragen

5 5

WirkönnenGeld genausogutwie Äpfel BirnenundRechtecke addierenWirhabenalso

denBegriffderAdditionabstrahiertaufallgemeineFälleerweitert

Analogauchdie Multiplikation





























































































Dasselbemachenwir nun mitVektoren

Bisjetzthabenwir sie nuralsPfeile imRaumbzwEbenekennengelernt Wirwissenschon wie

man mitihnenrechnet NunkönnenVektoren genauwieZahlennichtnurPfeiledarstellen sondern

beliebigeObjekte z.B

Kräfte

Position

ListevonZahlen

Funktionen usw

Wirwissenbereits wie wirmit PfeilenimRaumrechnenkönnen

addieren
multiplizieren

i
ia A

NunwollenwirauchdieseOperationenaufalleAnwendungen vonVektoren abstrahieren

Ausschlaggebend sinddafürdieRegelnderOperationnichtdieObjekte

RechenregelnwerdenzuAxiomen

UmdiesenSchritt zu machen führen wir folgendeBegriffe ein

Vektor Objekt

Z.B Fruchtkorb

Raum Menge

Mengevonverschiedengefüllten
Fruchtkörben

InnereOperation Kombination von Objektenauseiner
Menge

FünfS Ein
verschiedene

ÄussereOperation Kombination von Objektenaus
MengemitSkalar

VerfielfachungallerFrüchte in
einemKorb











































































Es müssen nun Sowohl eine innereOperation alsaucheineäussereOperation
definiertwerden

V V V nimmtzweiVektoren ausderMengeVundordnetdem
Paareinen anderenVektor in U zu

a b i a b so wirddieinnereOperation ausgeführt

jeneim YktorundeinenSkalarundproduzierteinen

α a α a so wirddieäussereOperation ausgeführt

Nunmüssen basierend aufdeninnerenundäusserenOperationenfolgende Axiomegelten

Definition derSymbole
i füralle
es existiert





























































































Gehenwir alle Axiome schrittweise durch

YHEELEugesetz.ES

esetz

NeutralesElement Nullvektor

InversesElement

Skalares Assoziativgesetz

Distributivgesetz

NeutralesElement

NunKennenwiralleRegelnundkönnenüberprüfenobbeispielsweisediebekannten 2D

VektorpfeileeinenVektorraumbeschreiben DafürmüssenwiralleAxiomeprüfen

DieOperationensind bekanntlichwiefolgtdefiniert

InnereOperation

ÄussereOperation α





























































































α β 9 E α β 9

β α 9 β 9





























































































1

Die bereitsbekannten 2DVektorpfeile beschreibenalsoeinenVektorraum

ACHTUNG

Operationensindwichtig

WirkönntendieOperationandersdefinierenz.B

InnereOperation

ÄussereOperation α 9

9 52 keinVektorraum

Nunkönnenwir auchüberprüfenobandereVektoren Objekte einen VRbeschreiben

BetrachtenwirdafürdieMengeallerLinearenFunktionen al a x taz mitfolgendenOperationen

InnereOperation la taz lb b2 lastby x laatbel

ÄussereOperation α la taz Laax taz





























































































alxt btx btx alxt

la b laatbal beta beta

alt b x x alx b x x

laytbiltcelxtlaztbeltcz.at betcillxtaztlbztcz

alx folx alx

la xtaz loxto la aal

alx f alx 0

layxtazltl aex.az 0

a β al α β alx

a Bla taz BaixtBaz





























































































α β alx α a x β u x

B a x taz la taz Blaextaz

1 alxt a x

1 an taz la taz

Eshandeltsichum einenVektorraum

Zusammenfassend

Wirwollenunsere Vorstellung von Vektoraddition undMultiplikation von

denuns bekanntenVektorpfeilen imRaumundEbeneaufalle möglichenVektoren
abstrahieren verallgemeinern Damitkönnenwirdannspäterdie Eigenschaften von Vektoren

auchaufz.BFunktionen welchesichalsVektorendarstellenlassen anwenden

Unterräume

EinUnterraum isteinenichtleere Teilmenge U einesVektorraums welchefolgende

Eigenschaften erfüllt

SummevonzweiElementenvonUist
i a b EU atbEU weiterhinTeil von U

Iii aeh ER α a EU

Ein Unterraum ist selberauch ein Vektorraum





























































































Bsp
Sei allelinearenFunktionenderForm alx a xtaz

und U allelinearenFunktionenmitSteigung 2 f x 2 5

Ist U einUnterraumvon__

i a b EU atbEU

2x b 2x be 4xtbetbe i nichtTeil von U

UistkeinUnterraumvon

BSP
Sei __ allelinearenFunktionenderForm alxta taz
und U alleKonstanenlinearenFunktionen f x b

1st UeinUnterraumvon__

i a b EU atbEU f x tf x betbe
Iii aeh ER α a EU af x α.by β

Teilvon

Uist einUnterraumvon





























































































Beispielaufgabe

BP W 2020

4 Angepasst

Sei A welcheMenge istkeinUR von IR
alleVektorenderForm

a ER Ax 8
b ER Ax

at

b

a i a b EU atbEU 8 8
BeideTeilderMenge

Iii aeh ER α a EU α 8 Unterraum

b i a b EU atbEU
BeidenichtTeilvonMeng

ii aell ER α a EU α keinUnterraum

b



























	 	 	 	 	 	 	 	 	  https://www.3blue1brown.com/lessons/cramers-rule






























































Tipps zur Serie

1 Wichtig

AgutanschauenZeilenvergleichen

Zusammenhänge

2 Wichtig

a Was istdet AT

b Zusammenhänge

3 Wenigerrelevant fürPrüfung

SehrgutegraphischeErklärung

4 WenigerrelevantfürPrüfung


