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Recop

Welehe Bedingumgen widissen w 3-D gelten doawit del (D=0 2

Fall 1) Fall 2)

/" und /" sind Pacallel / (ie3( m dec von uwd
oufgespowiten Ebene.

Vektoren wmossen [neac ah\n&hij cein damit det (4)=0.

Velktorenm sind  Lineac abhanig wemn sie ducch Lineackombinationen aebildet werdem Konnen .

b. c, oL
| b, |+ Bl ecl]l=| =2 <, B (4 W\
bs Cy Q3

lwmes wean Spalten von A Liveas unabliani simdl (zeigun alle in unterschiedlidhe. Richtungen 20)

ist det (A)#0 . D.h. wenn A wollown Romq Wat , damn simd alle  Zelon /Spalien Lineas

unabhavig

FTocmell:
>xi-v; =0

Die Vektoren v; sind linear unabhingig, falls die Summe };
nur die triviale Lésung z1 = 22 = -+ = x; = 0 hat.

Priifen, ob Vektoren linear unabhiangig:
@ Matrix mit Vektoren als Spalten erstellen:
V= (M, @) ... y(m)
@ Der Rang ist die Anzahl der linear unabhéngigen Vekto-
ren

rang(V') = n = Vektoren sind linear unabhingig.

Unsere Liste. von Zusaw«en\\&naen wochst oleg  Leres:



Folgende. Aussagen sind fiic jede Motrix AeR™ 8quivalevt :
— A ot vollen Rovg
— Ax=b besitzt eine eindevtige Losimg
— Ax=b st fir beliebiges b losbas
— Das homogene LGS Ax=0 \at v die triviole Lesuva (x=0)
— A 1gt mvestiecbac /cegulic

— det(A# 0

— Zeilen / Spolten Sind  fineos unobhing

Vek{o (rounge
(ewn tuit Zohlen lecnen  entwickel wic ein abstrokles  Gefohl f5¢ Zahlen.

U xxx ©THEED —, 3
eaol welches Objekt wir kannen eimer opuwissenm Anzel Objeklen cine ZaW zutseisen.
Die Zahl 2 ist demnach micht nuc an Apfel gebunden , sendem Rawn aveh auf Dreiecke,

Keevze , ok . angewendet werden.

Wir wisson avch was passiest wenn wic zuerst 2 Apkl und dann 2 Apfel haben.

XX
(6@ |

. 2

Dieses Gefahl fir oddition gilt micht exklusiv fos Aplel , sovdecw. lisst sich aveh auf
andere Ubjekle dibectrogen.

+ — 5" (MM EY N G
Wic Konnen Geld genav so gut wie Apfel, Bimen und RecWecke addieren . Wic haben also
den Reqeiff dec Addilion abstehiest (auf ollgemeine. Falle eaueitedt).

A‘Y\alas auvdn die Hulbiplikation.



Dasselbe machen wir non mit Vekboren .
Ris jefet haben wic sie. vuc als Pleile im Rauw baw. Ebene Rewnengeleswit. Wi wissen schoy wie
mon mit ilmen rechmet. Nun Komnmen Nektoren , genav wie Zahlew, nicht nur Pleile. dasstellen |, sonderv
beliebige. Ubjekte z.R.

~ Keifhe

=+ Position

= Liste von Zahlen

=+ Funkbionen usw.

Wiv wissen beseits wiz. wic wit Heilen im Roum rechmen komnew:

addiecen wulHipliziecem

srep=s T A/ =

Nun  wollen wic auch diese Opesationen aut alle Antvendungen von Vektoren obstrahiecen .
Aussd\\aggebeno( sind dofis die Zegeln des Opesation nicht die Objekte.
= Renhe“rege\\r\ wecden 2 Axiomen

Um diesen Scheitt 20 wachon fihren wic folgemde Begrifle ein:

\ekios > 0[35ek¥
2.R. Feuchtkorb
Rogm > Menge

HMenge v verschieden gelsittenm
Frudhtharben

Kombination von Objekien aus eimes
Munge.

lh [ege. afle Feichte auve verscliedemen
Feudhtkorbem 2usomwen.

A 4

lwnese. Opesation ©

Kombiviation vom Objl\(“‘el(\ aug
Mange wit Skalos

\lex@ie.u:ac\r\w\% alles Friehfe im
amem Korb.

Y

Aussece. Opesation ©



4. Vektorraume

4.1 Definition Vektorraum

Sei V eine Menge von Objekten. V heisst Vektorraum, wenn
eine innere Operation (Kombination von zwei Objekten) und
eine dussere Operation (Kombination eines Objekts mit einem
Skalar) definiert sind, und folgende Axiome gelten:

Innere Operation: Aussere Operation:
@: VXV oV ®: KxV o>V
(a,b) > a@Pb (a,a) > a®a

£s issen mun Sowodl <ine \vnere Ojeration ,als auch eine Sussece Opesation

deliviect Liecden.

D: Ix\N—=V (D wivemt z2we Vekloren aus der Me'ng& V und 0vdvet dewn
Pow< iven awderen VeKfor in \ z2u.)

(0,8V+ o@® b  (so wird die ivmere Opecation ausgeka\wﬂ

©: RxV—=vV (O nimwmt eiven Vektor und einen SKalar tund produtiest eimen
neuen Vektor in V)

(2,0) 1+ 2o (so wird die Gussere Opecation &ung{ii\\\'ﬂ
Nun wissan , basierind auf den ivneren und  Gussecen Opesationan, folgunde  Axiome galfen.

Al YVu,veV:u+v=v+u Axiome:
A2 VU,V,WGV: (U+V)+W:U+(V+W) (Al) Vu,v €V : u@Pv=vPu

A3 30 € V so,dassVue V: u+0=u (A Vu,v,weV: (w@v)Ow=udvOw)

A4 YueV I—u€Vso dassu+(—u)=0 (As)iom‘//, o=
u € 8
M1 Vo,B € R, Vu € V: =
a, B u (aB)u = a(Bu) (A4) Yu € V, u@(-u) =0
M2 Va,B € R, Vu,v € V: (a+ B)u = au+ Bu und I_wev:
a(u+v)=au+av (M1) Yo, 8 € R, (@-B)Qu=a@BOu)
M3 VYueV:lu=u Vuev:

(M2) Vo, B € R, (a+B)Ou = (aQu) DBOw)

Der Vektor 0 € V heisst Nullvektor.
Yu,veV : a@Ou@v) = (a@u) Pla®v)

Ein komplexer VR ist entsprechend, mit C an Stelle von R,
definiert. (M3) Vu e V : 1Qu=u

Defmition dec Sywbole:
Y- {ic alle

J: es eyistiect



Gehen wis alle

Axiome:
(Al) Vu,v eV :

(A2) YVu,v,w eV :

(A3) 30 € V,
Yu€eV:

(A4) Yu e V,
1-—uweV:

(M1) Ve, B8 € R,
Vu eV :

(M2) Vo, B € R,
Yu,veV :

(M3) Vu e V :

Axiome.  schritheise  decci:

_, Veklexielles
u@Pv=vPu \-(o'\'mv\ujtu“\lse.Seti

e = e T Vel tovklles
u@0 =u AsSo%ia"'\vseSe{:é

 ’$&0’\(¢\@5 Elewent ( Aullvekior)

u@P(—u) =0

— |nverses Element
(- B)OQu=a@OBOu)

\‘ Skalaces Assoaic\"-ivgese{‘&

(@ +B8)Qu=(a®@u) DBOwu)
aQE®v) = (@OWS@OY) T Distributivgesele

1QOu=mu
\ Neutrales Elewent

Nun kenmen wir alle Regeln und Ksnnen Gberprifen ob beispielsweise die bekamnten 2-D

Veldorpfeile einen Vekforrauwm beschreiben. Dofiis missen wic alle Axiome. priifen.

Die Operat'no‘nen smd bekawatlich wie {olgf definieck .

[nese. Opesation: (°~<) ® <\>4)_ ( aytby )

Qg by, oa+by

AQSSEIC Ope.méiom o2 (‘-'M) - (o(- ay )

Qa ol- Ol g

(A1) Yu,v € V : uPv=vPu

(a5
ag+ba

bﬂ"‘ L. VY )
b2+aa



(A2) Vu,v,w eV : (u@v)Pw=u@(vBw)

-2 (e e|Re )

((qu)m): (m H(ba sy ))

(a2+b,_)+c1 02 t( by tea)

(A3) 30 €V, u@0 =u
Yu€eV:

(A4) Yu e V, u@(—u) =0
1—ueV:

(Ml)Va,ﬁeR, (aﬁ)@uza@(ﬂQu)
YueV :

2

~ (w p10(X) = =0(RO ()

((.,C.B).Q,‘H.(-(p.a,))

(-B)-og/ \:(R-as)

(M2) Va, B € R, (a+B8)Qu=(aQu)DBOu)
Yu,v €V : a@Ou®v) =(a@u)Pla@G)

- wpioz) <o(2)epolt)



((¢+B)-a4)= (.L. a + ﬁm)

(°‘+B)'°~a LRy + R0y

(M3) Vu e V: 1Qu=u
2

Q) (S

- Ho(2)= ()
1 Qq)_ [2e
1 oy oy

Die bereits bekannten 2-1 \eltorpleile bescheeiben also einen Vekforraum .

ACHTUNG!
— Opesotionen sind wichtig !

Wit Kennten die Operation ondess definieren 2.R.

Qg a3 +b

[vese. Opecation: (Qa) ® (\\:j:(a« +b )

Aum OPQ\'OJZiOV\'- 2 <°~4) - (e(' aly )

Qg ol- Qg

(Al) Vu,v eV : uPv=vPu

(awb )=(54+q X
ag+h bata Kein Vektorravm!

Nun kowien wir audh Wbexprifen ob andese \ekforen (Objekie) eimenn VR bescheeiben.

Betcochlew ie dofiic die Hehae alles linearen Funkiioven a(=a.x +az , mit folgenden Opecatiovien:
[nvese. Opecotion: (o, x+ YD (b x+by)= (a,4b)x + (a;+b,)

Aussese Opeml:ion-. 2O (ayx tay) = 204X +&y



(Al) Vu,v € V : u@Pv=vPu

= a(XD bx)=b(x)D a(x

(a,4bdx + (aa+b,) = (bta) x +(b,+a,)

(A2) Vu,v,w eV : (u@v)Pw=u@®(vPw)

= (a0 ® bD]® clx) = ald) B B c (]

(a,+ b))+ c) x +(0p+b) +¢q = (A, +(bi+eNx + aq +(bcy)

(A3) 30 € V, u@P0=mu
VueV:

— u(x\@ﬁGQ: o (%)

(o %+ ay) +(0x $0) = (o, %+ a,)

(A4) Yu eV, u@(—u) =0
1-—ueV:

= alx)D (-al) =0

(Q1X+ al\ +(“C(43(‘QZ) = O

(Ml)va’BER’ (OLB)@’LL:OL@(BGU)
YueV:

= (2RO o(x) = O (BO alx)

2B la,x+03) = 2(Pa,x+Ra;)



(M2) Va, B € R, (a+B8)Ou=(aQu)DBOu)
Yu,v eV : a@®Ou®v) =(a@u)Pla@Gwv)

= (2 +RYO o(x) = (O alx)P (PO uix)

(tR)ayx ta,) = (X 40c) + Rlagx +a,)

(M3) Vu e V : 1Qu=mu

- 10 alx) = aly)

1(ayxta,) =(axta,;)

Es hondelt sich um eiven Vekforraum

Zusamenfassend:

Wir wollen uwsere Vorstellmg vom  Vekloraddibion wnd  JMulbiphkation , vow
don ums bekannten Veldlorpfeilen jwn Ravwm vnd Ebene ,auf alle moglichew Nekioren
abstrahiecen (vecallgemeinecn) . Damit Ksvinen wir dawn Spates die Ejgenschaflen von Vektoren

auh auk 2.B. Fumkiionen (welche sidh als Vekboren dacstellen lossen) owwendew.

Untescaurye

Eim Unterroum ist eine michfleere Tej\me,v\se_ U eives \ekiorravms welche 1["'33"“3‘9
E iﬁehSc\naﬂeh ecfullt .

/ Summe vonm 2wei Elementen von U ist

() Vabell: athel weiterhin Teal von W

(i) Vael ,xe R: o el AN

Wicd ein Element vom U mit einem
Skalac wultipliziedt ,s0 ist das skalierte
Element weitechin Teil von WU.

Eivn Unterravm ist selber aweh e Veldorrawm.



BSE.I:
Sei V: alle linearen Funktionen der Farm: olx)=a,x +a,

und W: alle linearen Funktionen mit Sf:eiﬁ\mg 2 f(x)=2x+b

Ist W ein Unteccavm von V 2
(i) Yoabel: athel
= (2x+b) +(2x4b,) = Uxthytb, — nicht Teil von U

Wist Kem Unteccavm von'V

BSE.I:
Sei V: alle lineasenFunktionen der Form: alx)=a,x +a,
und WU: alle Kongtonen linearen Funktionen : f(x)=b
Ist W ein Untesravm ven V 2
() Va,bell: athel — £ (D +f(x)= bytb,

Enilwwu
() Vael , e R: 2oel — «f ()7 o-b,

Wist ein Untercaum von V



Beisrielaufaabe

BP W) 2020
b4) Angepasst)

Su A ::(; :), Welche ,.He-nge ist kein UR vown R

o) { xeR*: Ax'—(g)f

b) { xeR: Ax=(1)§

SR [y E Y
SIS W EW

a) () Vabell: atbel — (3)*(3)=(3)
Beide Teil des uwMenge

() Vael ,xeR: «oeUl — o<~(2)=(0) Untercaum

b) () ¥ o,bell: atbel _.(2)+(2)=(‘:1)
1 1 } Rede michl Teil von Menge

/(ei\r\ U V\{eﬁauw\.

b.)
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