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Ubung 42 (08 12. 23)

Lernkontrolle: Fiir den letzten Bonuspunkt in diesem Semester wird am 15. Dezember eine unbenotete Lernkontrolle liber den Stoff des ersten Semesters
durchgeflihrt. Die Lernkontrolle ist nicht als Probetest fiir die Basispriifung zu verstehen und ist ohne Hilfsmittel zu I6sen, das heisst auch ohne
Zusammenfassung. Die Lernkontrolle dauert 60 Minuten und wird vor Ort wihrend den Ubungsstunden durchgefiihrt. Um lhnen 60 Minuten zur
Verfiligung zu stellen, beginnt die Ubungsstunde am 15. Dezember 5 Minuten friiher, bitte seien Sie piinktlich! Zur Bearbeitung der Lernkontrolle bendtigen
Sie einen Device mit Internetzugang (Laptop/Tablet), den Sie selbst zur Ubungsstunde mitbringen miissen. Den Link fiir den Zugriff auf die Lernkontrolle
erhalten Sie am 14. Dezember per E-Mail. Falls Sie nicht vor Ort an der Lernkontrolle teilnehmen konnen, dirfen Sie auch von zuhause aus teilnehmen. Fiir

eine sinnvolle Bearbeitung der Lernkontrolle erhalten Sie 1 Punkt, ansonsten 0 Punkte.

Nochste Wodne st Lemkonteolle. lehf in den ubuv\gssmuw\ im dew lhs e_ihgesc.‘nriebem
seid , comit alle Platz hoben

Recop

Velloraiome !

4. Vektorraume

4.1 Definition Vektorraum

Sei V eine Menge von Objekten. V heisst Vektorraum, wenn
eine innere Operation (Kombination von zwei Objekten) und
eine dussere Operation (Kombination eines Objekts mit einem
Skalar) definiert sind, und folgende Axiome gelten:

Innere Operation: Aussere Operation:
@ VxV oV ®: KxV o>V
(a,b) > a@Pb (a,a) » a®a

£s issen nun Sowodl <ine iwnere Operation ,als avch eine dussese Opesation

deliviest wecden.

@D: \x\N—+V (B wnimwmt 2wa Vekforen ave der Meng& V und 0vdwet dew
Poa< 2inen awderen Vekfor in \ 2u.)

(0,8V o@® b  (so wird die ivmere Opecaion ausge{-b\wl:)

O: RxV—=V (O wnimwmt eiven Vektor und einen SKalac Und produtiest einen
neuen Velktor in V)

(o2,0) =+ 2@ o (so wird die dussere Opecaion ousgefihrt)

Nun wissan , basiereind aub den ivneren und  Gussecen Opexakionwn,(olsuade Axiome galten,



Axiome:

(Al) Vu,v e V : u@Pv=vPu
(A2) Vu,v,w eV : (u@v)Pw=u@(vPw)
(A3) 30 € V, u@0 =u
VueVv:
(Ad4) YVu e V, u@(—u) =0
J-—ueV:
(Ml) VO[,,BGR, (O‘B)Qu = a@(ﬁ@“)
VueV :

(M2) Va, B € R, (@+B8)Ou=(aQu)DBOu)
Yu,v eV : a@OuPv) = (aGu)PlaGv)
(M3) Vu e V : 10Ou=mu

Nun Kenven wir alle Regeln und kénnen Gberpeifen ob eime wMenge eimen \oldosrauwm

beschceibt . Dofiic missen wic alle Axiome prifen. (Siche Reispiel letzle Ubung).

ACHTuNG!

— Opesationen sind wichtig! micht Objekte

Bsp:

Betcachtew wic die HMenge ollec linearen Funktionen a(=a.x +az , mit folgenden Opecatioven:

[vese. Opecotion: (o, x+ YD (b x+by)= (a,4b)x + (a;+b,)
Aussese Opexo&iom 2O (0% tay) = 2o x +0y
Unlercaume :

Ein Ustertaum st eine michtleere Teilmenge (L eiwes \lekforravms welche folgende
E i\tiev\sdnaﬂe\r\ ecfullt .

/v Summe vom 2wei Elementen von U ist
(i) Vv o,bel: atbel weiterhin Teal vonn W
(Y Vael ,xe R: «o el G
Wicd e Element von U mit einewm
Skalac multiplizied ,s0 ist das skaliecte
Element weitechin Teil von U.

E in  Unterravw st selber aweh ein  Veldorrauvm.
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n
Sai V= 21 o;v;  dovn it v eive Lineackombinabion vea Vi, .., vy . Seien
i=

froy Ry ER
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N o= oy U+ XV, +

Vg, v €NV (st em \R)

.. .+ thV\

die J'{Qv\g)e allet  Lineackembinationew newvwt Sichy  Lineace Hille und wivd

mit

a\age_k().(zf )

Diese J{ehaz allet Lineackombinationewn

ist ein Vekborroum

stnd davn ew  Erzevgendensystem von

Es lossen Sidh nun alle Veldoren i

E;zeuse.ndev\vzktovev\ bildew.

. Die Vekteren v, ...,

Van Ve

Vi
Vektosraum \/=3Span Ly, v, Vs, ...,

ducch eie Lineackombination dex

Betrochten wir Beispielweise 2D ekborplele (V=R*) wie in BA-5. Fs lossen sich

beliebig viele E(Zeuge,hd@f\sys'te“flc finden :
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Aw vorteilhoflesten it es maglichet kleine Erzevgendensysteme zu finden, do. alle
Erzevgendensysteme die selben Information enthalien.

Dies ist immes des Tall wenn , alle Vekdoren v,,..., vy eines Erzevgendensystews

Lineas unabhinig sind. Dies Menge Umeas unabhianiges Veldoren heisst Basis. Die Vekloren

heicsen Rosisveklocen |

In 2D wird oft die , Sfoandartbasis” (;),(f ) vecwendet.
Wobei - zs(‘) wnd €,=(°)

0 1

Jeder Veltor Wovn Q.ihdeu’t'\g als g,
Lineaskombinalion dec Rasisvekioren

ey
da(geskllf wecden. 1]
Vektotraum /= Span (€, €,)

Wic konnen jedoch avth ondere Uineas wnobhanige Vektorn als Bosisvelkboren verwenden.

. i T
Sewrn 2.B. 14 wnd e *l s

o}
o

Jedexr Vekfor Kovn 2indeutiq als
Lineaskombalion des Roasisvektoren

da(geshllf wesden. |
Vektottaum \/=Span (2, , g,

Die Anzohl ven Bogisvekloren bleibt jedoch echallen. Dieze Avzold newvnt wow Dimension.
n unserem Fall mit =span (2,,2,) =span ( ,é‘c\ ot des R

die Dimension .

Aus vesgongenen Wochem sellle una diese emdestige Kombination von Vekiomn bekawnt verkommen.

Wo genau 2

Rei dec Be‘l{ac\r\{u‘ng des Spolten dec koe-q:izie\l\{e'l\mdﬁ‘/\ A emes LGS Ax=b.



Betrochten wif die Spallen wovm A . Dovn Komw das LGS Ax=b als

Lineackombination der Spolten gesehen werden.

A% = Xy a(n + xza(z\ b x“a(“\ A“\ = )-te Spa“"e von A

- —
Lineas KomBivation

A (23] A (14) A (22)
[ e

()=

A0

('71')"“ <s )

(1)"‘1 (1)@(1

ikt mosstiblich 1 E i wessiblch '5 i wossiblich | 5
41 2|5, 41 2|5 41 2|5 _, 41 2|5 14 2|5, 41 2|5
541 o 4|a 2 4|10 o o]0 24|38 © o

Dec¢ Romg ist sleidn\ des Dimensgion deg Losungstams . D.h. woemn der Rowmg wvoll ist konnew

wic 5ercu+J#elngJ¢ Povik £ ?Mﬁ%ﬁr@p erreichen

Avs | Woche 03 baw. 40

L in onderen Wheten:olle Punkte / \ektoren [assen sich

als Lineaskombination des Spalten von A beschreiben.

nxn

d.h. die Spollen von AeR™ simd eine Basis von R" wean des Romg ~oll 1st.

Folgende. Aussogen sind fiic jede Matrix AeR"™ Bquivalevt :
— A hot vollen Rong
— Ax=b besitzt eine cindevtige Losung
— Ax=b st fyc beliebiges b Joshas
— Das homogene LGS Ax=0 \at v die triviole Lisung (x=0)
— A1t mvestiecbac /cegolic
— det(AN# 0
— Zeilen / Spalten sind  Lineas unobhing

— Spolfen von A sind eine. Bosis won R




(Wacim bravchen tic immecnoch die Repbsenfotion dex Vekboren ale ffeile  cdbuoohl wic

bei den \ekiordiumem allgemeine  Objekte heschreiben wellen 2
Betrachten wir hiesfor  neehmals den VR dec Tunkbiowen dex Form f()=0x +b

Wis kommon jede Funktion n

ainem , obstrokten Roum  dacstellen, .
Wir wohlen clofic die Bo.siswk{orev\{ X ,4S s s
2 2
FoA= 2 xad=| ]
1 34
4 2 3 oy X
4
fl(xﬁ 1x+3= ( 3) Vektottaum = Span (X,’| )

(Wic eckenn auch ,dass dec \Rklorcavm V dexr Funkbionen dec Form f()=oaxtb die
Dimension 2 hat , dim(V)=2 .

Wi konnen auch nechmals an die Truchtkorbe devken. Ser wnses \Veldosraum
V' alse nun die Menge allec Feudthscbe mit  Apfel wnd Birven.

Wic keweon jeden Fruddtkorh in
anem , obstrokien Roww  dacstellen,

Wir wahlen clofic die ,Bosisvekioren] Apfel ,Bimeg ~ Ka

1 2 s 4w ®
Ky ‘ = (;) Z\/ektorraum V= span (Apfel , Birne )
dim(V™)= 2

Alle endliche Vektorowme Kannen als Pfeil dasgestellt wesdew.



Beisrielaufaabe

1) Seien
Px)= x> & x?
Po(x)= x*-2x -4
pa(x)= 3xtY

Pulx)= QAx+3
a) Schreibe das Polynom 2x* +3x*-1 ols Lineackombination von P4, P2 P, Py
dniozy (x4 x2) + o2, (x2-2x -b) + 25 (3x4l) 4 2y (x+3) = %% 43431

Wir Kownen o, ... py 0ls Vektoren schceiben.

4 o (6} 5}
= 4 =[ 4 _| O | O
P4 ol P2 S Pz= A > Py = 2
() -4 Y 3
Unsex Problem wird domn zue
41 o (6} 5 2
4 4 0 o|_ |3
Ll ot [Pt 2yl 2] o
V) -4 Y 2 -1
Dos komen wir i die Form Ax=b br‘\‘ngen‘-
10 00\ /[, 2 400 0|2 1000|2
1400, |_ (3] o 44002 0410 0]4
0-232 ||, v 0 -23 2|0 0-232]|0
o-443/\xy -1 0-44 31 O -44 3|1
10002 10002 oy =
- O 410 0ol4 L, C 10 0|4 343.).,2,2”-1».,23:0
0 0222 0 0322 ol =
00y 33 oo o441 <

= 2py+pa +Pu 26 +38H




b) Sind P, P2.Pa, Py Fas 53 (Poly‘noma vom Grad 4) eczeugend 2
Ducch  Limeackombingtionen von Funkiionen von Gead 3 Kinnem wic

nie eme Funkbion ven Grod 4 erhalien.

¢y  Sei Span(p,,ps,ps, Py = \E (Polynome vem Grad 2) -

Bilden Pey P, Py, Py &ime Basis von 52 Z

Sind P1, P, P3, Py Lineac unuh\n'dmg Z

Wir Kowmwen P, Py als Veldtoren scheeiben.

1 o o o
= "( = '4 - 0 - O
e e A e P Y ORI
o -4 Y 2
d a’“n Sil* Fi‘- .l 4.4 Lineare Unahhingig\liij —
1000 "
. = 44 00
B-(p1lp‘zlp3|pq>_ 0-23 2
o-443

Rang ( B)= # lin. umthd'm'ﬁe Vektosen

—— voller Qo.ml

Qe QA
CQaAQC
QwaQe
ANGO

- SPQY\{PuPi.Ps, Pki ist eine Rasis vow 333



Tipps 2ur Sesie

4.} Sinwoll. Prife Ademe | analog 2w letzter  Ubung .

)

R)

h)

Wenig relevant. Nochwals fiic Miuitin von Defesmmonte .

Wenig relevant.

) Formel fic 3x2 Detecmimante bravehew.

b) Wete eimsetzen und gesdnickt Determimante berechnen.



