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NächsteWoche istLernkontrolle Geht in den Übungsraum in dem Ihr eingeschrieben

seid damit alle Platzhaben

Recap
Vektorräume

Es müssen nun Sowohl eine innereOperation alsaucheineäussereOperation
definiertwerden

V V V nimmtzweiVektoren ausderMengeVundordnetdem
Paareinen anderenVektor in U zu

a b i a b so wirddieinnereOperation ausgeführt

jeneim YktorundeinenSkalarundproduzierteinen

α a α a so wirddieäussereOperation ausgeführt

Nunmüssen basierend aufdeninnerenundäusserenOperationenfolgende Axiomegelten



NunkennenwiralleRegelnundkönnenüberprüfenobeine MengeeinenVektorraum

beschreibt DafürmüssenwiralleAxiomeprüfen SieheBeispielletzteÜbung

ACHTUNG

Operationensindwichtig nichtObjekte

Bsp
BetrachtenwirdieMengeallerLinearenFunktionen al a x taz mitfolgendenOperationen

InnereOperation la taz lb b2 lastby x laatbel

ÄussereOperation α la taz Laax taz

Unterräume

EinUnterraum isteinenichtleere Teilmenge U einesVektorraums welchefolgende

Eigenschaften erfüllt

Summe vonzweiElementenvonUist
i a b EU atbEU weiterhinTeil von U

Iii aeh ER α a EU

Ein Unterraum ist selberauch ein Vektorraum



Linearkombinationconta

Sei Vi Exivi dann ist v eineLinearkombination von v1 Un Seien

1 n ER v1 un EV V isteinVR

V α v1 zuzt α nun

die Menge aller Linearkombinationennenntsich LineareHülle und wird

mit span v1 Un abgekürzt

Δ
DieseMengeallerLinearkombinationen v3

istein VektorraumV DieVektoren v1 Un v

sind dann ein Erzeugendensystem von V

2VektorraumV span vi v2V3 Und

Es lassensich nun alle Vektoren in V durcheine Linearkombination der
Erzeugendenvektoren bilden

Betrachten wir Beispielsweise20 Vektorpfeile V R wie in BA5 Es lassensich

beliebigviele Erzeugendensysteme finden

span

span

span

span

span 5

etc



Amvorteilhaftesten ist esmöglichstkleine Erzeugendensysteme zufinden da alle

Erzeugendensysteme dieselbenInformation enthalten

Dies istimmerderFallwenn alleVektoren v1 vneinesErzeugendensystems

Linearunabhängigsind DiesMengelinearunabhängiger VektorenheisstBasis Die Vektoren

heissenBasisvektoren

In 2Dwirdoft die Standartbasis verwendet

Wobei ex und ey Δ

JederVektorkann eindeutigals ey
LinearkombinationderBasisvektoren

Ex
dargestelltwerden 2VektorraumV spanLexey
WirkönnenjedochauchanderelinearunabhängigeVektorenalsBasisvektoren verwenden

Seienz.B er und es
ey

JederVektorkann eindeutigals
ein

LinearkombinationderBasisvektoren

dargestelltwerden 2VektorraumV spanen e

DieAnzahlvon Basisvektoren bleibtjedocherhaltenDieseAnzahl nenntman Dimension

InunseremFallmit V spanLexey spanLenest hatder VR V

dieDimension 2

AusvergangenenWochensollte uns diese eindeutige Kombinationvon Vektorenbekanntvorkommen

Wogenau

Bei derBetrachtungderSpaltenderKoeffizientenmatrixA einesLGSAx b



Betrachten wir die Spaltenvon A DannkanndasLGS AxDals
LinearkombinationderSpaltengesehenwerden

a itespalterona

A A E A 1

F
1

1
4

F x

nichtmassstäblich

DerRang istgleichderDimensiondesLösungsraums D.h wenn derRangvoll istkönnen

wir jedenbeliebigenPunkt imLösungsraumerreichen

inanderenWortenallePunkte Vektorenlassensich
AusWoche03bzw 10

alsLinearkombinationderSpaltenvonAbeschreiben

d h dieSpalten von AER sindeineBasisvonR wennderRangvollist

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

AhatvollenRang

Ax b besitzteineeindeutigeLösung

Ax b istfürbeliebiges blösbar

DashomogeneLGSAx 0 hatnurdietrivialeLösung x 0

Aistinvertierbarregulär

detA 0

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasis von R



Warumbrauchen wir immernochdieRepräsentation derVektorenals Pfeile obwohlwir

beidenVektorräumen allgemeine Objektebeschreibenwollen

Betrachten wir hierfür nochmals den VRderFunktionen der Form fix ax tb

WirkönnenjedeFunktion in

einem abstraktenRaum darstellen

Wirwählendafürdie Basisvektoren 1 3 it

2
f x 2 1

1 if

felt 3 0 8

fix 1 3 VektorraumV spanIX11

WirerkennauchdassderVektorraum V derFunktionen der Form fix axtb die
Dimension 2 hat dim V 2

Wir könnenauchnochmals an dieFruchtkörbe denken Sei unser Vektorraum

also nun dieMengealler Fruchtkörbe mit ÄpfelundBirnen

WirkönnenjedenFruchtkorb in
go.ci

einem abstraktenRaum darstellen

Wirwählendafürdie Basisvektoren ApfelBirne 3 K

Ky
ERDGEBÜSEESIE 2

1 Ki

Kz104
4151169099

tease

KgIO
I00EOIIil09 Vektorraum span ApfelBirne

dim V 2

AlleendlicheVektorräume könnenals Pfeildargestelltwerden



Beispielaufgabe

1 Seien

Pilx 3 2

Pa x 2 4

Ps x 3 4

Pu x 2 3

a SchreibedasPolynom 2 3 3 2 1 als Linearkombinationvon PaPaPsPy

dh L 1 37 2 t2212 2 4 2313 4 t 24 2 31 2 3 3 2 1

Wir können Pe Py als Vektorenschreiben

P1 P2 1 Ps 74 83

UnserProblemwird dannzu

α 4 3 24

Das könnenwir in dieForm Ax b bringen

a

2ps Pa Py 2 3 3 2 1



b Sind ps pz.ps.pe für P PolynomevonGrad4 erzeugend

Durch Linearkombinationen vonFunktionen vonGrad3 könnenwir

nieeineFunktion vonGrad4 erhalten

C Sei spanpsPapsPa P PolynomevonGrad3

Bilden Pr Pr Ps PyeineBasis vonPs

Sind Pr Pr Ps Pylinearunabhänig

Wir können Pe Py als Vektorenschreiben

P1 P2 1 Ps 74 83

danngiltfür

B Pr Pr Ps Pa

Rang B Lin unabhänige Vektoren

aus 8988 vollerRang0 032
0 0 01

Span Pr Pr Ps Pa isteine Basis vonPs



Tipps zur Serie

1.1 Sinnvoll PrüfeAxiome analog zu letzter Übung

2 Wenigrelevant Nochmalsfür Intuition von Determinante

3 Wenigrelevant

4 a Formelfür 3 3 Determinantebrauchen
b Werteeinsetzenund geschickt Determinante berechnen


