Linease Algebea I .
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(Was \naben wis inden Lefeten Sunden now LinAlg T gesehen 2

(Fiir eine \Wiedechulong vom vocherigan Shoff Siche LinAlgT Wodhe 40)

Veldormume. :

Wir wollen uwsere  Vorslellung vow  Veklocoddibion und Molbiphikation , vom
den ums bekowaten Velborpfeilen iwn Ravm und Ebene ,auf alle moglichen. \ektorew
abstrahieren (vecallgemeineen) . Damit Ksvinen wic dovn Spates die Eigenschaffen wvon Vekioren

auh auf 2.R. Fumkiionen (welche sidh als Vekforen dacstellen lossen) owmwendew.

4. Vektorraume

4.1 Definition Vektorraum

Sei V eine Menge von Objekten. V heisst Vektorraum, wenn
eine innere Operation (Kombination von zwei Objekten) und
eine dussere Operation (Kombination eines Objekts mit einem
Skalar) definiert sind, und folgende Axiome gelten:

Innere Operation: Aussere Operation:
@: VXV >V O KxV o>V
(a,b) » a@®b (a,a) > a®a
£s missen mun  Soworl ene Oseration ,als auch eivne Opesation

deliviect wecdon.

@D: I x\N—+V (B wnimwmt 2wa Vekforen ave der Mevge. V und ovdvet dew
Pow< civen awderen Vekfor in \ z2u.)

(0t o@® b (so wird die ivwmere Opecation ausgefshet)

O: RxV—=vV (O wnimwmt eiven Vektor und einen SKalac tUnd produtiest einen
neuen Velktor in V)

(e2,0) = 2@ o (so wird die Gussere Ope(o&ion uung{ii\\\'H

Nun wissan , basiereind  aub dew ivneren tnmd  Gussecen Opemi:ion%,(olsu\de Axiowme galten,



Axiome:

(A1) Yu,v € V : u@Pv=vPu
(A2) Vu,v,w eV : (u@v)Pw=u@(vPw)
(A3) 30 € V, u@O0 =u
Yu€eV:
(A4) Yu e V, u@(—u) =0
d-—uweV:
(M1) Vo, B € R, (- B)Qu=aOBOu)
VueV:

(M2) Vo, § € R, (a+B)Qu=(aQu)DBOu)
Yu,v eV : a@OuPv) = (a@u)PlaGv)
(M3) Vue V: 1Qu=mu

Nun Kenven wir alle Regeln und kénnen Gberprifen ob eime Menge eimen \oldosravw
bescheeibst, . Dofiic missen wic
ACHTuNG!

—

Uwleccaome.:

Ein Unterroum ist eine eivies \lekforraums welche folgevde
Eiqenschaften ecfillt .

/ Summe von 2wei Elementen von U ist

() Va,bel: weiterhin Teal von W

(i) Vael ,xe R:

\‘ Wicd ein Element von U mit einem
Skalac multiplizied ,s0 ist das skaliexte
Element weiteshin Teil von WU.

= in  Untermaum st selber aweh e  \eldorraum uhd

frzeugencle_nsys(e_m / Rasis:

n
Sai N := 2} xv; | olonn it v eive Lineackswmbinabion ven Vi, ., vy, |
1=
Die J‘{e_w\g)e allet Lineackembinationew newwt sich und wivd

Mié abs&\(ﬂ(zf .



Diese J'fe,hae allet Lineackombinationen

it ein Vekborraum \/ . Die Vektoren i, ... v

sitnd dovin e von

Vz

Es lossen sidh alle Vekforen

ducch eme Lineackombination dex va

Erzeugendenvek foren bildew. Vektorcaum \/= Span (v, v, Vs ,...,v,)

Wenw alle Vekloren vy, ..., vy eines Erzevgendensystewms sind , donn
bildem cie eive . Die Vekloren heicsen domn Boasisvekbocen .
: o B

In 2D wird oft die , Stondartbasis (0)» 1 vecwendet.

22wt 2(2)

Jeder Vektor kovn als g,

Lineaskombialion dec Rosisvektoren

ey
dasgestellt werden.
Vektottaum \/= Span (€, €,)

Wie konnen jededh auth andere linear wnobhanige Vektorn als Bosisvekboren verwenden.

. Y 41
Sewn Z.B. =(:‘ und e,;=(2) L
e
g
Jedexr Vekfor Kown 2ndeutiq als
Lineaskombiviation des Rosisvekiorem \
da(geshl({: wecden.
Vektotraum /= Span ( ,é‘;\

Die Anzoll ven Rogisvekioren Bleibt erhallen . Diece AvzoW nevint wown

n unserem Fall mit =3span (2,,€,) =span ( &), ot des VR

die Dimension



Es igt olso wmaglich meheece Rosen i eiven endlichdimensionalen Veklorraum 2w findew.

2B
3
&y
o
Vektotraum \/=Span (€, €,) Vektotraum \/=Span (€., , &)
4
Wobe; €x=(;) und €,=($) Waobei =(:’) und €§=(2)

Vessuehen e v eivien  Spezifisthen  Vektor in dex Standostbasis 2,2, und dex

n
Boss ous 2udrlicken . Betrachten wic hiedfils 2unachst (;) = Z_‘ XN,

,'e‘;
— [3]- 1
~ (5 <

Somit ist ( ) dec Koord inafenyektor  beziiglich dex Stondatthbasis €, €, .

Ry

(V)
+ Xz( 1 ) , Wie erkemen so§oc’c ,dass v, =%, 2™ MUss .

~ 2]

nun ist ( ) dec Koordimatenyektor  beziiglich dex Bass 'EC'
4

2 1
(1 )+ Xz( 2) wic erkewnen 2ofort ,dass v, =%, :  Seim muss

Dec Koordinotenvekbor hangt ales vov dec Racis ob. |




Sﬁ\zeam Abbi'duhgeq

Seien V und W ceelle Nekborsaume . Damn heisst
FV-=W, x=Fix)
flls Vx,yeV, VaeR

i Flxtg= Foo+Foy)  und i Flaex)= < F(x)

wem wis nun prifen wollen ob eine  Abbildung lineac ist , damn wiissen wic prisfen ob

. und 1, 3el£eh

Beispiele:
- FFR—R | = =
x 3% Lineas
i = =
. FR—R i = - 1 viidt Lineas
xH— 3%+ 2

Weilese £ igenschaflen von Lineacen  Abbildungen :

- &ind Vund W endlichdimengional ;8. V=R, W=R", donn Kann Jede Liveace

Abbildung F: V=W ducch ene eR™" beschrieben wesden
FR- R"
-
heisst dann \Jon F
Beispiel:
-FR-FR

f

<R

(?f‘) i (:tily)=

3



Abb]lclums F gegebe duseh:

l
7

-+

als F .0.‘. was ist stimme die Abbil ungsma i

e Abbilclums }'Jg%gb' dusch:

CA[x,,x,1,R)= olle stetigen Funktiomen ouf |dem

[x,,x,],R)—R Intecall [%,,%,]
x) - {2900 d
Jx, d




= ?2 n = ?4 obei V dus e B
) Se.  aussesdem
FhRh - T

imme. die. Ab) i]dungsm{ ix. A dec Abbildu

(a7




T'?PPS 2uc Sesie

41.-3.) Mc- Au{so.beh Wit in U.bums machen . Als exta h'a.iming Hatriz aufschreiben

10) Zeichnen

14) U, als \ekfosen mit Basis B=(4,x,x* x*) scheeiben .

Worm bilden Vekioren eine Bosis 2

12)  Schwer abes wichtig !
a) Womm bilden Vekloren eine Bosis 2 LJas Muss gedndest ewesdan 2
b) Gleich wie a)

e)  Schwes , Ziche Rechenbeispiel.
L Bestimme ein LGS welches sP:m{ ‘ } als Lb‘su‘hasmu'm hat.

Nehmen wir e HGS: Ax=0
1) Anaahl Spalten won A muss 3 sen , do. xeR’

A E fnﬁf&ae won A bestimmen:

lede 2ele won A muss folgende Gleichungen esfillen . Do A-L, =p = A-b, =0
A ‘—'O—rBA' =0
a. «Ab+p Ab =0
(ad,ae, 0 =0 = (4 2 1)|a.|=0 A(a5.4Bb)=0
04
Qay
(a4, ae, 0, =0 = (0 41 3)|a.|=0
0y

Zusammengefilwt ergibt das

(4 2 ‘( :4 =o - q3:t ) Q7.= "3‘{'_ ) q_'z,S{
06 41 3/ "

3
A ist dahes

A=(a, ,0,,05) =(5 -3 1)

L.
Xe
X,

Ax=(5 -3 1) =0




