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Razap

G cthonormalbasia (ONR)

Rei ainet Orthonormalbosis slehen die
Basisvekloren semkrecht  2u.einonder
(osthegoval) wnd haben dia fange 4
(normal) .

2.R:

Will man einem Veklor in dieses Rosis
dosstellon ,dovm Karm ihn emfach

orthogonal projizieren.

O ¢thovio mnatpcoiekéi o

Wie |he becets in dec BAZ hecgeleitet hobt , Lasst sieh e Vekbor

wie felgt orthoyovol progiziecen

{u, v)
(v,v)

N

Rei amec hakswmmlidhen Rosis wissen die
Rosisvekisten wedes ové\nojom( yocl normal

Semn.

2.R3..

Will man einem Veklor in dieser Rosis
dosstellen , dovm Karmr ihn viichit 0\"“1080“0[

projiziecen . (LGS fsen)

out eimen Vekioc v




So ey,...,e, ame Bsthonormalbosia des Vedocaums V', domn ailf VxeV:
n
X = RZ4 (,e\) ex
(rom - Schmidt - Orthogovalisierunasvecfolnten :

Dofiic berdtigen wit: eine belicbige Basis B=1b,, b, |
ein beliebiges Skalacprodukt

und produzieen damit ee Gthovormalbosis

1) Wahle einen beliebigen ersten Rosisveklor b, und nemiere ihm,

b, b,

RO
i) Wohle eimen 2weiten Rosisveklor b, , Ziehe zuecst den 2u b, pacallelon
Tol ob
= bZ - <b2; )

und notmiese i dawn

el e ooy
) Wiedechole Jis jedem weiteren Bosisvektor b;

e'i: b, - <bi.)e4> €1 - <b;_,ez> €,~ ...~ <bi.;ei-1> ei-1

e’ eli
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Glomz owm An,[omﬁ von ZinAlgT Sohen wic die sMobrix - \Jekber - Hulliphikation

R e e A e

Dos haiset dec , ervechbore Rereich” von Ax wid dwich  die Lineackombinofiow dex Spolten
o A beadwieben. Zum Beispiel:

4 2
A+(5) A-(53)
. ~ ecreichbaces \ A ecreichbaces
Reteich Reteich

)

(20 )C) o a) £33/ i v

Dieses erceichbace Beeich” nevnt sich eines Hotrix . Die Diemension des Rildes ist dex Rowy.

HMothematisch formuliost: - “
BRcld (A)= é ye R |3xe R Sodass y= Ax}

Folgende Aussagen sind fiic jede Motrix AeR" " aquivalent:
— A Yot vollen Rong
— Ax=b besitzt eine endevtige Losimg
— Ax=b st fis beliebiges b losbas
— Das homogene Las Ax=0 \ut v die triviole Lisurg (x=0)
— A ist mvectiecbac /ceguliic
— det(A# 0
— Zeilen / Spalien Sind  fineas unobhanig
— Spallen von A sind eine. Bosis ~on R

— Dos Rild von A ist n-Dimensional




Bsp.: Bestimme ein Frzeugendensystem fiis das Bild von A

A=( ) —>12>ala(A)=§(

Bestimme. cine RBasis fis das Rild von A

{5y

Noch Rezept:

o
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h 349
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i) Gauss
—_—

134
( ) B’lld(A)=

e Bild bestimmen: Bild = span{a™,a® ... a(™}

Ist nach einem Erzeugendensystem gefragt, reicht es, ein-
fach die Spaltenvektoren hinzuschreiben.

Aus Erzeugendensystem Basis finden:

@ Matrix aufstellen, deren Zeilen aus den transponierten
erzeugenden Vektoren besteht.

@ Mit Gaussalgorithmus in Zeilenstufenform bringen. Da-
durch wird lineare Abhidngigkeit eliminiert.

@ Die verbleibenden Nicht-Nullzeilen sind Basisvektoren.
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Wic kannen sehen , dass sang(A= dim (ild (A . Die Dimension des Rildes ist gleich dex Anzall

Rosisvekloen des Rildes.

Kevy

Wie gecode gesehen , bescheibt das Bild eives wHatric den Roum auf welchen beliebige Vektoren

% ducch A obgebildet Lecden.
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Wic fragen uns nun ob es \ekloren gibt die auf Nul abgebildef werden.

Dh. wir Suchen alle X ,zedass Ax=0 ,

N

W

Ke.m von A



Mothematisch formuliet: KeenlA )= f ceR Ax=0}

Bsp: Bestimme den Kem von A=(2 q)

12
Lise das HLOR:
o= 3l - bal mty o eta sl (73
2usormenians mit LGS
A =( ) Romg voll A=( ) Romg nicht voll
o)) )= 395 ) b )
i e die i
triviole LoSung uendhich viele
=7.=0 Losungen

Folgende. Aussagen sind fiic jede Matrix A¢R' Gquivalent:
— A Yot vollen Rang
— Ax=b besitzt eine cindevtige Losing
— Ax=b st fir beliebiges b losbas
— Das homogene Lis Ax=0 \at wer die triviole Lesurg (x=0)
— A it mvestiecbac /ceguliic
— det(AH# 0
— Zeilen / Spalien Sind  fineas unobhanig
— Spollen von A sind eine Bosis won R
— Dos Bild von A ist n-Dimensional

— Dex Kem von A besteht nuc aus dem  Nullvektor




Zusammm\ymg it £Ligonekloren/wecten :

Recall: Wic fragen uns , ob es bestimmile Fingabevektoren . gibt . welche dusch die Abbildung

X AX nus um emen Jaklos 1 geshreekt baw. gestoudit wesden .

=AX

Wenn ein Eigenwest Aull ist, danwn gilaf es Vekbocen ( die nicht des Nullvekior sind) die auf Nul abgebildet

wesden . Downn it clex Rmng von A nicht vol.

Folgende. Aussagen sind fiic jede Matrix AR quivalent:
— A Yot vollen Rong
— Ax=b besitzt eine endevtige Losimg
— Ax=b st fic beliebiges b losbas
— Das homagene Las Ax=0 \ut v die triviole Lisurg (x=0)
— A it mvechiecbac /cegolic
— det(A# 0
— Zeilen / Spalien Sind  fineas unobhanig
— Spollen von A sind eine Bosis won R
— Dos Bild von A ist n-Dimensional
— Dex Kem von A besteht nuc aus dem NullvekEor

— Ken E igenwect von A it 0




Bezielzung zwischey Keny und Bild

1) dim(Kern) + dim(Bild) =0

lntuition in 2D yraghisch

mx N

Sa AeR

n
und Ve R . Ausserdem sei Av=

Wic Konmen nun v in 2we
Kompomm{en Zuleaeh.

U €Kem(A j N=G+y Kemn von A
\_/ Of{hoaohal. 2u \/; ..... v
Dadusch: Y v

Av=A(T+7)= AG+AT = AT =

% 2um Kem orthegenales
u.n'termum

1) Deq Kern und des zum Keen orthegonale Uitesroum haben 2usommen die Diemension n, do V= + 4
i) Jedes Vekbor i zum Kemn orthogonalen Uiterraum Korrespondied 2u einem eindeutigen Veldor im
und wmseke.htt, do AV =
Die Dimension vom zum Kee orthegonalen Uitesroum ish olso gleich des Dimonsion des
2usommmen :

d?m(l(em)-\-d'm( )=n



.H ol-\\e_ma{isénz
Sa Ae IRM“

Dex Ko vem A ist die L&sunﬂsmevge des HLGS Ax=0 . Diese L&surﬂsmevge. hot 11-¢ {rée
Pasametec . Dabei ist ¢ des Romj von A (Anzahl Pivets) .

-2 ..l &
Xg=t |, "5t , Xyt

2B 1 24 1 2 0
L 34 b 3 0

0 1 24
0 —/8 ©o0 -5
V) 00 o0

L0 o

(=2 n=3 pn-r=4

Dex Losuwngsraum vow Ax=0 hat olso die Dimevgion 4 . Dawmit hat auch  dec Keen die

Dimension 4.
dim( Ken )= n-¢

Dusdh dag Goussverfahren zum  Jisen von Ax=0 hoben wit die Zeslengfufenform R vom

A gefunden . Dre von A wnd R lossen eidh dutda die jewé\')sex\ Spolten bescareiben
124 1 24
A=[21 5 R=[o-57
L 34 00 o
F Spamg o.m, o ﬁ, o.mi = = Span { fm, ~rm, rm

Do. A wnd R die gelbe fd’su\rgsmemse beschreiben , Spamen sie audh den Selben Roum auf .
Dodusdh hoben Sie die gelbe Dimension.
Die Dimension von R ist einfath 2u beslimmen da sie gleidn dem Rang t ist.

dim ( ) = dim )=

&ldW"Ch |$£ dwﬂ(Ke"h A) + dm( = n-¢ + =N

dim( Kemn A) + dim ( Y=n



i) Kem(A") L Bild(A

nteskion:
1 0 Ska\a(?rociu\d:e von
A= J ] | S— ={0)] — Sw“:@nve.\(&o&n voa A il
11 0 sind O |
Spalten von A = Bild
"G '\sch‘-"

Bild ven A, alle Ecgebnisse fas A-x =b

b, QIQS{ e iw Bild von A wewn Sewkreckt 2u

S
7

, alle Loungen fisA'x=0

Fredholm Alternative: Ax = b ist l6sbar (b liegt im Bild)
genau dann, wenn b senkrecht auf allen Lésungen des ad-
jungierten LGS AT .y = 0 steht.




Bei Srielauf aabe

1) Sei
F:R'- R , (x,,x,)T"’ X,-%,

Finden sie den Kem und dos  Rild vow F

i) Abbildungsmalsix A finden -

A.(x:)=x1—lz —, A=1(4-1)

x

i) Kec(A):
(4422 0 = aex, = Kl ={(nnTe R 2]
={£'(:),£GR}
i) Bild(A) =Im(A) =R

— Stimmen Dimensionen 2
n=2

dim(KQ\’(A))={j
1¢4:=2
dim(Im(A))’ 1



°|7PPS 2uc Sesie

4-5. MC Au{sa\bcn
y ) llbuhgsuv\f:erlagw amschauey.

6)  Vorgehen wie in des Ubung
1) Mehe dazu machste Wodre : \Ibexlo._q dir , wovraud die Vekboren (4, 0,0)7,
(0,4,0)", (0,047 dutch eine  Hulkiplikation obgebildet werden. Wewn mam  eine

HMotrix mit (1,0,0)" mulkiphziect ,ist das Ergebuis die ecste Spalle von A . So Konnt [he A Ronst cureren.

(eaphisch ibeclegen!
8) &) Axiowme priden
b)  Wie bei 7o)



