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Recap

Basiswechsel fis Vekioren:
Kootdinatam bestheeiben um wie viel die Bosisveldoren des asoziiester Veldorroums skaliect wwecden.
Dh. die Koordinaten hangen immes von don  Bosisuekioon obl Wenn wic olso von emer Bosis
in eine omdere. wednseln, wiissen Uit omeh die Koordinaben andern. Dofic fihen wic das Konzept

des .

. 1
Newnen wir hiusfic unsese  Standostbasis 3{[4[3]} und die andese Bosis =[ z Wir Wellen
nun von B noch = trnsformiecen.

Wir suchen alse die Koordinoten einies Vekle aus B in des neuen Bosis

Hathemobisch ousgedrickt

{0 EL + B, - e B

B B
Lo = T-:B -:-

B
4[4 ][
© ;3 [-4 2] 1

B

Die Motax T o tronsformiect einen Veklor aus des Bosis T in die Bosis B. Wit wollen jedoe\n die
Transformodion von B 2u . Dafiic nehmen wic einfach die Invese.

Allgemein. gilt fic beliebige Basen Q=fg .4, ,...q, 3 und W={w,,w,,., w,}

T, = ([g],.0e.] .. .[s],)

[vl =T [v]




Basiswechsel fis Dosshellimasmottioen:

Se A eine Dacglellugemoliix einer lin. Abbildung in dec Basis g . Dam  gilt:
[AL [x], = [4],
wit Suchen nun die Dacglellungemolrix des gleichen Abbildung in der Basis w . Also:

(A1, [x], = [g]

Ducch Umformen echalfon it:

[A1," T, [ALT,

Bei eimer genaen Bebrachtung folit {olgendes owf:
[Al,[x] = [4] |
[A] [x1, = [4],

%

Abbildung n Bosis q

aDinaonalisiquq :

Fiic Abbildungen ist es vorteihoft wenn die Abbildungsmateix diogenal ist, do. Diagenalmatrizen [eicht invectiecbac sind
und Matcismulliphikation emfachec ist. Beim D'\aﬁona)LSiMn wollen wic also emen Boaiswednsd machen, o doss
die Mabrix i dor nenen Bosis c“aae’nol it
Fir ene Mobrix Ae €™ wollen wir olso eine Mokrix Te €™ findem , so dass:

T AT =D = diagld,,...d)
D ist dawn die Atbildung A in eimec neuen Bosis.
Be. Diogonodmatrizen werden Bosisvekioen vur um Skolace wvowm dex Diagonalen skaliest . Db,

die Bagisvekioren sind die Eigenvekioren.
(5 %0 (3]
o 0
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Wit waklen also die E ijevwe_k[mvl des uespriinglichon  Halvix ols neue Bogis, Des Tokbor mit

weldhem skaliert wicd sind genou die E |'3¢mwex{t.



Die llbe(gangmaﬁrix T enfhilf don als Spalten die EV won A. Die Diogonalmadrix D wuss viwn

out dec Diagovialen die EW wen A hoben. Dh. D = diag(,,...,2.)

Bedingung! T muss regulac (invectiecbor) sem .
-Diajogalisi erung coyld.
Wann ist eime .Moltrix diogomalisierbacZ

Do wic Jis @ine Dingonalisiecunq T'AT =D, T brouchen
Auf eucer Zusowmenfossuny steht ober:

6.6 Diagonalisierbarkeit

Eine quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar, falls eine
regulare Matrix T existiert, sodass D = T~ ! AT eine Diago-
nalmatrix ist.

|A halbeinfach <= A diagonalisierbar |

Wos bedeutet en l:ux ame  Motrix wenn sie holbeinfoch (st 2

Eine sMotex Ait holbeinfoch wem jedes 4 olg Vfh. = 9.Vfh.

In omderen Worten : Jedes EW A; (wit \fh ge2dwl) het emen FV welches imeas unobhanig won allen

onderen £V ist. Desholb giL{ auch:

Eigenbasis: Die Eigenvektoren einer Matrix A € C™*™ bilden
einen Basis fiir C” <= die Matrix ist halbeinfach.

Recoll:

Folgende. Aussagen sind fiic jede Matrix AeR" " aquivalent:
- Aad ;‘n\let'“efbo.r/(esulblc
— Zeilen / Spolten sind  finess unobhinig

— Spollen von A sind eine Bosis won R

Dodusch, dass A halbeinfoch i gacwtieren wic doss T reguldx ist und sowit it A diogonalisiecbas.



Dsp:

Holbainfache Mabei: 4=( 2 7) alg.vﬁ.If MT I
=2 - ="
det(4-21)= (24 1‘_11)=(:z-u(1-x)<12=1 ! :é;)) ]

alg. Vh. =1 qufh, =1 Eigenvekboren bilden Bosis

nicht  holbeinfoche Modeix: .B=(1 1)

13

det(B-11)= ( [+ 3_’1)= (1-2)(3-2) +1

=) = 24,22 = 0= (1)

N
7

alg. Vfh =12 q\fh. =1 £ iaemekl:or bilde Keine Bosis
Sgeziu[&ﬂ: Sywmmetrische Mok cizen
Sei A R Symmetcisch dovn ai!l'-

- Aid llo‘bén(-'ac\ ,also dh&ohaﬁsi«ba(

— A besitet eine octhomormale Eigenbasis

— 3 eine orthogomale Moksix T 0 dass, TAT=TAT diagonal it

lw\wu\d\mgz Potonzen ven . Mokrizen

Sei AeC™" dio.aonal'»siefbar . Befechme /43
Do. 4 diagonalisiefbar st git: A=TD T

Nun'ist A>= AAA= (TDT'NTDT'NTDT")= TD’T" =T ding( A],..,20) T

Genesell gilt | A" = T diogl 25,...,20) T

Doducch veseinfacht sich auch dos .Nabrixexponential A= T dgle, .., e T




Q,uad\'a“:c' sche ?[;rqelz

Quodratische Gleichungon Smd shon Seit dec Schule bekawt . Sie haben die allgemeine Fom:
f=ar’+br+c
Diese guodratische Gleidmng hat nuc eime Naciable . lie the in dec Anolysis sehon gesdnen hab , Kénnen
Gleicungem owch mehrere Nodablen x,,..., %, Yaben. Dadurch kawn es auch quodctische Funkbionen in
mekceren \ariablen geben. ZB. in 2106 Vociobeh .
qx,,x,)= 2} s bx x e xl

Ba gevourer Bebrochtung sicht wmam , doas diese Funkbion ouch mit einec HMoteix besclwieben werden Kann
glrx)=te, x)( 2 2)( %)
2

Hiee Jat vim x, +le4¥;+"3 die WM:(; 3)

A"ge_mei'v\ konmen toit fic jede  Sywmetrische Moteix 4e R™", die do.ause\'\b'riac guadratische

Form finden . Sie ist wie folst defiied: x eR"

QA:IR"—)FR

n
-
X XAx = Mz‘aljxtxj

Jie Koeflizionten %, Dossen sich fis 2 baw. R Vosiabeln Wie fo)%{: Fraden:

R
R : %4(&)=(x* 7(.2)(;1JL b)(;)=ax +2dX X, tbx’

3 x'i

¢ gl
K (x)=(x,z, 2,)|d b f
%4 i e § ¢

2 2
)= 0% +b X +CX34 X, X+ ReX (X o+ 2x,x,
3

Jo nach Jotrix kam die guodratische Form graphisch avders aussehen. Rsp. fic 2 Vosiabehn.

vy .

-1 1/2
1/2 _/1 = —x? + x,x, — 2x%

A= G f:x1+4—x1x2+xz 1 1 = x? + 2x,x, + x2




D e[ inid heit :
Die unterschiedlichen quadratischen Formen (assen sich klossifiziecen.

10.2 Definitheit einer quadratischen Form
4 10.3 Definitheit einer symmetrischen Matrix
Eine quadratische Form heisst: ) ) .
Variante 1: Bestimmung der Eigenwerte
e positiv definit: g(z) >0V #£0 Die erste Moglichkeit ist, die Definitheit durch die Eigenwerte
e negativ definit: g(z) <0Vz #0 zu bestimmen. Eine symmetrische Matrix heisst:
e positiv semidefinit: g(z) 2 0Vz #0 o positiv definit: Alle A > 0
e negativ semidefinit: g(z) <0Vz #0 o negativ definit: Alle A < 0
e indefinit: sonst o positiv semidefinit: Alle X >0
Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be- * negativ semidefinit: Alle A <0
stimme man die Definitheit der zugehdrigen symmetrischen e indefinit: sonst
Matrix A
Eigenwerte von A: {3, -1} Eigenwerte von A: {2, 0} Eigenwerte von A: {— 2, - %}

indefinit Positiv semidefinit Negativ definit

Reine guadratische Form.

Line fein guadrofische Torm hat Keine wMischtorme . D). Sie wird mit eimer Diagonalmatric  gebidet:

q(x,,x,)=(x, xz)(;:_:)( ::) = 3x}_x2

Won ist des Untecsdhied 2t einer niewt quodratischen Forw 2

q(x1x
X2
X1 X1

. oA (1 2 oa_(3 0
Nicht rein: A—(Z 1) Rein: A—(O _1)

X

. oo (1 2 . _(3 0
Nicht rein: A_<2 1) Rein: A—(O _1)




£s edhant ols ob beide Formon die sdbe Flache beachreben , blozs sind sie whiedt . Ducch
2ne. Tramsfomabion Kswnaom it nun die wicht reine Form in eine reine Torm umwandehn.
Dafiic nohmen goic die £V dec Mabrix A umd willen sie als neue Ronis

ZR.:

A<(12) wt v 2] o

Wonn tic die £V als Rosis yehmen,

wird die quaém’tisc\ne Jom rein.

oo (3 2)%)

Dieses Vesfonren werden wir wachste Codne vioch genaues betvachten. (Houptadnsentansformation)



Bei srielauf aabe

HC-Aufaaben ous alfen 'prﬁfunatm

Es sei

1 -1
a= (1)
Welche der folgenden Mengen ist kein Untervektorraum von R2?
(a) ker(A).
(b) Im(A).

(c) {zeR?:Az=(1)}.

(d) {zeR?*:Az=(3)}.

2 Remindes:

4.2 Definition Unterraum

Eine nichtleere Teilmenge eines Vektorraums V heisst Unter]
raum von V, falls:

@ VabeU: a@beU
@ VaeUVaeK: a@aelU

e Ein Unterraum ist selber ein Vektorraum.

e Ein Unterraum muss den Nullvektor enthalten!

Priife ob Heagun den Nullekdss enthalfen!

A hot hiec vollen Rang ,dh. Ax=0 und dawd  Kec(A) enthollon den Nullvekior.
lm(A) enthalt owch don  Nuhveldor do Kec(A)  evisbrest.

Es blbt me Axe(d) tbrig Dises 165 ot vuc eine indeudige Laung
weldie #0 isl. Somt it ) ken UR



6. Es seien die Basen

B = (4z,22° — 4z +1,32° + 3z + 1)

von P, gegeben, wobei P, den reellen Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten vom

ichnet. Welche der folgend

und B = (2%,7,1)

Grad kleiner gleich zwei b
trix von B nach B'?

001 1
(b) (4—43).
01 2
1 -23
(0) (1—11).
14 6
0 -2 3
(d) (1 1 1)A
0 4 6

Matrizen entspricht der Ubergangsma-

L

0
bl by =ox*tbxscd — |}
. \lo
0 K.
bl + 2 ~hx+d=ox+bxscd = | Ty =|4-43
\1 0 1 1
3
bl 3¢ -3x+d=ax’+bxecd o \3
.1




(legeben sei die Quodratische Jorm: 9(x)= S+ 8x x4 %l
a) Bestimmen Sie die symmetrische Motkrix A, Sodoss q(x)=x’Az
@)= (x, 2,)( > ¢ )(*) = ax+ 2dx x,4bx>
%4— =1X, X, d b/\x 1 X, X,tbX,

a=2 , b=1 ,d=y A=(3:)

b) Regtimmen %ie die Definitheit dec quodratisthen Form vem A-

10.2 Definitheit einer quadratischen Form

Eine quadratische Form heisst:

e positiv definit: q(xz) >0Vx #0
® negativ definit: g(z) <0Vz #0
o positiv semidefinit: q(xz) =20V #0

. . . o negativ semidefinit:  g(z) < 0Va # 0
l) Ew bQS{'W\W\Q\’\ . o indefinit: sonst

Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be-|
stimme man die Definitheit der zugehérigen symmetrischen
Matrix A

10.3 Definitheit einer symmetrischen Matrix

llz' )= (2- 2')(‘1 hl 2'\ = .16 = 0 Variante 1: Bestimmung der Eigenwerte

dt ( -1
l" Die erste Méglichkeit ist, die Definitheit durch die Eigenwerte
zu bestimmen. Eine symmetrische Matrix heisst:
e positiv definit: Alle A > 0
LA ® negativ definit: Alle A <0
= A -31-144=0 o positiv semidefinit:  Alle A > 0
e negativ semidefinit: Alle A <0
e indefinit: sonst

1= 2B L 3 g

2=



Tipps 2us Sesie

HC 'Aﬂ&aﬁ:ﬁn‘- Generell Kaine Tipps

3) Houplachsenbconsformabion kownd nichste Woche in der Gibuvg.
6.)
o) il Forme! auwn Obungsshunde
bY Kechrezept wom 2F (Houptachsentramsformabion kowmt wichste Woche in der (bung)
c) 28 wil EW wie in Wby
d) Seh schuwes
Tipp: BB ist symmetrisch

1) Kodhezept (sehe wichbia) ,':Pratmﬁsre(o.vauf.
Houp{aC\\SQn{:mhsﬁfmaéfo‘h kowmt wichste Woche in der Ubuwng.

g\ kr"\Jf{SQ‘\e. Pv«\l(l& von 2-D Famkbion — Gfadﬂm*, =0
Bestiwmen ob way. odex win  Qieha Cheofsheel.

Nicwl beconders  seloant.



