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Halbeinfoche Modvizen:

Wown ist eime wMobeix d;o.eonolisierbo.(.z

6.6 Diagonalisierbarkeit

Eine quadratische Matrix A heisst diagonalisierbar, falls eine
regulire Matrix T existiert, sodass D = T~ ' AT eine Diago-
nalmatrix ist.

IA halbeinfach <= A diagonalisierbar I

Wos bedeutet en fis eme  Mobrix wenn sie holbeinfoch (st 2

Eive Motex Aist holbeinfoch wemn jedes A4 olg Vth. = 3‘\%.

ln omderen Worter : dedes EW A; Cmit ge2hll) het emen FV welches Lneos unabhinig won allen

onderen £V ist. Dechalb giL{ auch:

Eigenbasis: Die Eigenvektoren einer Matrix A € C™*™ bilden
einen Basis fiir C" <= die Matrix ist halbeinfach.

Doduseh, dass A halbeinfoch i gacwtieren wic dass T regulii: ist und sowit it A diogonalisiecbos.

Speziolfall: Symmetrische Mot cizon

Sei A R Symmetcisch down gilk:

= Aist hplbeinfach , also diagonalisiesbac
= A besifet eine orthonormale Eigenbosis

— 3 eine orthogomale Motsix T <0 dass, T'AT=T'AT diagonol wt.

Potenzen von Makrizen

Genesell gilt | A= T diogl A%,..,A0) T

Doducch veseinfocnt sich ouch dos  Nabrix exponential A= T disgles, &™) T




Quodralische Jormen:
£s g}t quadtische Funktionen i mehrecon Vosiablen. ZB. in 216 Vosiobeln .

qx,,x,)= x e,z exd

Ba gevouwrer Betme\\’cuhg Sieht wmam , doas diese Funldion ouch mit einec Motrix bescheieben twecden Kann

gl )=t (7 3)(2)

Hiee it vaum x.,2+'-lx.,x,_+xf die von A=(; 3)

Ause_mej'n konven woic fis jede Sywmetrische Moteix Ae R™™", die d&%uge"té'riae_ Quo.dm’(isc,\\e

Form finden . Sie ist wie folgt definied: x R

R >R
4 n
:
X XAx = §4aijxixj

Jo nach Jotrix Kaem die guodratische Torm graphisch avders ausehen. Rsp. fic 2 Vasiobehn,

Eigenwerte von A: {3, —1} Eigenwerte von A: {2, 0} Eigenwerte von A: {— %, - %}

indefinit Positiv semidefinit Negativ definit

Die unterschiedlichen quadratischen Formen (assen sich klossifiziecen.

10.2 Definitheit einer quadratischen Form
4 10.3 Definitheit einer symmetrischen Matrix
Eine quadratische Form heisst: ) ) i
Variante 1: Bestimmung der Eigenwerte

e positiv definit: (1(1') >0Vz #0 Die erste Moglichkeit ist, die Definitheit durch die Eigenwerte

o negativ definit: q(z) <0Vx #0 zu bestimmen. Eine symmetrische Matrix heisst:

e positiv semidefinit: g(z) 2 0Vz #0 e positiv definit: Alle A > 0

o negativ semidefinit:  g(z) < 0Vz # 0 e negativ definit: Alle A < 0

e indefinit: sonst e positiv semidefinit: Alle A =0
Um die Definitheit einer quadratische Form zu bestimmen, be- e negativ semidefinit: Alle A <0
stimme man die Definitheit der zugehdrigen symmetrischen o indefinit: sonst
Matrix A




£Eine ten guadrafisc‘\e. Torm hat Keine. Mischferme . D). Sie wird mit eimes Diagonalmatrix  gebidet:

qx,,x,)=(x, x,_)(3 3)(7‘ ) 3x., -xf

(Won ist dos Untersduied zu einer niewt quadmﬁisd\en Form 2

q(x1%;

oA _(3 0

Nichtrein: A = Rein: A_(O _1)
oA _(3 0

Nicht rein: A = Rein: A—(O _1)

Fs ccheint ols ob beide Formem die edbe Flache beschreiben |, blozs 2imd sie whiedt . Ducch
e Tramsfoamabion Kewnem it nun die wicht reine Form in eine reine Torm umwandehn.
Dafic nehmen 1ic die £V dec Mobrix A umd wihlen sie als weve RBoais

ZR.

A=(13) mt EV: 9=,], 0=

Wonn tic die £V als Rosis yehmen,

wird die quadratisthe Jorm rein.

s (5 2)(3)




Q,uad\'u‘fésdle ?l;r»leoz cont.

Sei eine guodradisthe Jorm q, fis 4 eR™ symmetrisch. Dam ist die Niveaumenge
{xeR: qA(x)='l}

em . Nerachiedene symmetrische. Mobrizen Liefem einen dieses

a Kreis b Ellipse C Parabel d Hyperbel @ 2 Geraden f Punkt g Doppelgerade

Z.B. die uns schon bekante quadratische Fom g, =(x, xz)('; :)(i:)=x3+4x,xl+ X

Wevm die  Mokeix A diagonal, ist, dann  sind die Koordinatenadhsen pacallel mit den Hauptachsen

des Wegelsdmitls. Ein Kegeleshnitt im Hougtachsensystem Kownen wic in bringen
Die  Normalformen alles Kegelsdhitte aind.

Rang(A) =2

;—22 + g—i —1=0 Ellipse/Kreis
;—22 - fg—z —1= Hyperbel

2—22 + g—i +1= leere Menge

X2+ 622 =0 Punkt
x2—6%2y2 =0 sich schneidendes Geradenpaar

Rang(A) =1

x> —qy =0 Parabel

x2—0?=0 paralleles Geradenpaar
x> +0?=0 leere Menge

x2 = Gerade

wobei a, 3,7 alle # 0.




Sei 2ine quodratische  Jorm g, fis A eR™ symmetrisch. Damn ist die Niveaumenge
{xeR*: qh(x)=‘l}
eine odes Fliche 2. Grodes. Nerachiedene quodrodische Jormen Lliefen yerschiedene

in ihrem  Haugtachsensystem. Hies eimige gusgewilbe Beispiele:

Ellipsoid einschaliges Hyperboloid
2

2 2 2 2 2
Bt H+5-1=0 otk -1=0

»/y‘u—* -
/"
/ [EES
/| i
3
&

zweischaliges Hyperboloid hyperbolisches Paraboloid
2

2 2
Bt L -5 +1=0 L= —yz=0

Wie br\hse“ Wir Mnuw eine quodrotisthe Form in die enteprechendun  Normalformen 2

]'lauPi’ach sentransformalion
Eimfache Anfwort: Zusammenfossing!

Abec Las Machen wis gerau Lean Wir eme quadratisthe Jorm in Normalform brinseh

22. [10 Punkte] Gegeben sei die quadratische Form
[ ] Geg tieq f BPW 48
¢: R2 5 R,z q(z) = —2} + 43135 — 73

a) [2 Punkte] Bestimmen Sie die symmetrische Matrix A, sodass g(z) = z" Az ist.
b) [6 Punkte] Ein Kegelschnitt @ ist gegeben durch
¢(z) +a"z =0, wobei a” = (6, —6).

Bringen Sie den Kegelschnitt durch eine Hauptachsentransformation z = Ty und eine Trans-
lation auf Normalform, und geben Sie dabei auch T explizit an.

c) [2 Punkte] Ist die quadratische Form ¢ positiv definit, negativ definit oder indefinit? Be-
griinden Sie Thre Antwort.

Jw lirunde missen wir eine Rotation und Vesséhiebumg machen. Retrochten wic dos Gonze an dem

Baispiel.



Die quadratische Fom  qlx)=-x} +4x 2, -2} sieht im 2-D Raum wie folgt aus:

Dec Kegelschmitt & besdwelt die Schnifmenge von g(x) mit einer Ebene . Diesen Kegelschnitl Kowmen

WAC v 2-D gut visualisiecen,

Qb0 -x2 +Ux xy 22 +6x,~6x%,= 0

Zuess motiecen wir den Kegdschnitt damit die. Hauptachsen mif den Koordinatenachsen theseinstimmen / pacollel Sein.

— Rotakion N

Ducch eimen Rasiswechsel x:Ty Sind unsere meuen Basisvektoren pacallel 2u den Hauptachsew. In dieses
Basis y ist die Matrix A diogsnol da wir im Houptochsensystem sind .
Wir missen olso A diagonalisieren ue T zu finden .

A=(’4 Q) R de’c('g'Z =(A43NA-4) —A4,=-3, A,=1

42



El= 22(6 _, 44
! 22|10 0 o
E,: -2alo 14

1-2|0 0o

Q

Q

NP )
v, =
Xy =8 -4
1 (11 e
T= 5 (_1 y ) (orthosonale Matrix waklen
Z,=S > =( 1 ) doavit keime Streckmg)
Xe=9S t 1

Nun Kowen wit audh die quadratiste Form und den Kegdlsehaitt in des netien Basis ausdriicken.

2=Ty

g0+ Tk q(Ty)+ o Ty =(TyVA(Ty)+ o Ty =-3y*+ 4> +6y =0

Uw die Normalform 2u echalten wussen wit noch den 31-Tem eliminiecen , das emtspricht eimer Translation

4,

%

4,

Dofic erganzen Wir Quoadrolisch
0=-3yi+y, +6ay,
=-3(yr-avzy )+
=-3(y, @) +2)+ 4.

=-3(y,-@)" + 4146

Nun Wmnen wic eine Translation duschfibeen mit = = y+c . Dec Veklor Korigiedt in ungerem Beispiel die Vecschiebung

in y, um v2'. Dec Veklor ¢ ig demnock:

Die Normalform it scNiesslich:

wers ()

0 =-3(y,-a) +y+6
0 =-3z:+2:+6

3z,-22 =6

=1

NII“,,
oM,




Die Normalform it viel einfocher 2 interpretissen als die orighale forwm:

Q) : -xielx x,-x; 46x,~6x,=0

-33:+ 3:+5~/5'31=0

Rang(A) = 2:

X 42 _1=0 Ellipse/Kreis

2—2—2—2—1:0 Hyperbel Z_: Z_:
2—22 + g—i +1=0 leere Menge 3 16
X2+ B2y =0 Punkt

x2— (%2 =0 sich schneidendes Geradenpaar

Rang(A) = 1:

x> —yy=0 Parabel

x2—0?=0 paralleles Geradenpaar

x> +a?=0 leere Menge

x2=0 Gerade
wobei «, 3, alle # 0.

T2,




1) MC

EN weden dusdh Hulbplikation mit  Motvix nuc gestreckt.

-2

1 6 2 2
1 2 1 1
14 3 3

- A 4
P A S Y

8

Beisrielau‘:aabﬂl

Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor der Matrix (

2
o (1)
3
-2
3
3

o=
=N O

W = N
SN——

x=1
=7- - x:?
=15 - x# ¥

2. X =44
1%
ax

Demmnach ist (—3) eim EN aum EW -1.

.1

ic Sehen direkt | dass (
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QD prﬁflmgSau(:aobe: RP W4y

a.)

b)

c.)

4. Sei
q(z) = 23 + V2 da17; + 323

eine quadratische Form mitz = (z1,2)".

b) [6 Punkte] Fiihren Sie die Hauptachsentransformation y = T’z durch.

achsen.

a) [1 Punkt] Bestimmen Sie eine symmetrische, reelle Matrix A, so dass g(z) = z" Az gilt.

¢) [3 Punkte] Skizzieren Sie die Menge Q = {z | ¢(z) = 0} im y-Koordinatensystem der Haupt-

- o d\fx, 1 2 2 L 1 2R
QA(&)_(X‘ xz)(d b)(xz)—o\x,ﬁzdx‘x.jbx,_ — A—(Qﬁ 3)
y=Tx und x=T-13 = x=Sy
. 1-4 2R\ _ g2 _ _
EW: de.t(m, 3_1)- (M=AX3-2)-8 =A*-4A-5 = (A-5)XA+1)  A,=5 4,
EN - ,l!=5
-h o\, (-4 a2 X,=S N
=S (1
VA Bt A R ANt
Ay ==1
a a7\ _, 22/5‘) x,=$ L
be W) (0 %) Bl )
_ 5 0 —i 1-/5‘ _ -1_ T
D'(o -4) 5‘/3(/51 )‘T‘T
, odec  auswesten.
qlx) = = IJTSTA Sy= 3TD3=5\J:' -5:
q[x):O o 55:-9:=0 & 3z=i/§|31
S l\“l
>y,

2wei Gecadon



1) Mc
Nschste Wecke v dec libung
Abbil du q ols Hilfe.
5.) Siehe An\wi@uwg etcheet . Méchste Wocre i dec




