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Sei eine quodratisthe Torm g, fis A eR™? symmetrisch. Dann ist die  Niveaumenge

{xelkz'- qA(x)='l}

em _Necachiedene symmetrische Mobrizen Liefem versdhiedene

Sei eine quodradishe Jorm g, fis A eR™ symmetrisch. Damn ist die Niveaumenge

{erR3= qA(x)=‘l}

eine odes Fliche 2. Grodes. Nerachiedene quodrodische Jormen Lliefen yerschiedene

Wevm die  Moteix A diagonal, ist, dann sind die Koordinatenadhsen pacallel mit den Hauptochsen

des Kegelsdmitls, Ein Kegelechnitt im Hougtochsensystem Kownen wic in

bfi-ngm

10.7 Hauptachsentransformation einer quadr. Form

Wir kénnen durch zwei Koordinatentransformationen (Dre-
hung y = Tz und Verschiebung z = y + ¢) jede quadratische
Form rein quadratisch machen.

Waihrend der Koordinatenvektor = die quadratische Form in
der Standardbasis darstellt, stellt der Koordinatenvektor z die
quadratische Form in der neuen Basis dar.

Die Basis, in der g(x) rein quadratisch wird, ist die Eigenbasis
der zugehdrigen symmetrischen Matrix A.

Bsp: q(x) = 22 + 22 — 3z§ — 6z122

Vorgehen:
Je nach Aufgabe miissen nicht alle Punkte durchgefiihrt wer-
den. Fiir ausschliesslich Hauptachsentransformation reicht 1-3.

@ Man bestimme die symmetrische Matrix A € RGN
sodass q(z) = zT Az

b a b/2
Trick: az? + bxixo + czg = A= (b/2 {‘ >S

@ Man diagonalisiere die Matrix A (siehe 6.6) und bestim-
me die Transformationsmatrix 7. Da A symmetrisch ist,
kann T' orthogonal gewahlt werden und T~ = TT.

T orthogonal wahlen! Spalten von T normieren, falls
zwei Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert: 8.4

-3 0 0 0 1/V2 -1/V/2
Bsp: D=| 0 -2 o,T:(o 122 1\/5)
0 0 4 1 0 0

@ Multipliziere aus: q(y) = yT - D - y. Wir haben nun
unsere Hauptachsentransformation durchgefiihrt.

Bsp: y" Dy = —3y; — 2y3 + 4y3

@ Falls in Aufgabe gefragt: Bringe Quadrik ¢(z) + aT 2 +
b =1 in Normalform.
_ 1
), "= e

Bestimme a € R™ und b € R.
@ Schreibe Quadrik in transformierter Form (ausmultipli-
zieren): yT' Dy + aTTy +b =1

N OO

Bsp: q(z) + 223 — 1 =1= a:(

Bsp: yTDy 9r aTTy +b= 73yf = 2y§ gr 4y§ + 2y1 — % =1

@ Falls noch lineare Terme utbrig: Ergidnze quadratisch

Bsp: 0 = —3yf — 2y3 + 4y3 + 2y1 — 4

= -3y —2y1) —2y3 +4y3 — %

=-3((y1 — %)> — (55)%) —2v3 + 493 — %
=-3(y1 — 35)° —2u3 + 495 — 5 +3-(3)?
=3 —3)?-23+43 -1

Wl N
b 1)

Durchfiihrung der zweiten Koordinatentransformation
z = y + ¢ (Verschiebung). Man bestimme Vektor c.

Danach enthalt die Gleichung nur noch rein quadratische
Terme.

-1/3
Bsp: @= 0 = @)z) = —32? - 22§ + 4z§
0

@ Falls gefragt: Gib die zusammengesetzte Koordinaten-
transformation an: z = T 7z + ¢

nbastzsch



erﬂpc’e des klel'qstev' Quodrole

Kusa 3:503{ : Wie kiwmen wir eie moglichd gute Losung fiis ein iiiexbes{imm{es LGS Ax=c :[indmz.
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meh¢ cldchunae\\ als Unbekamte . Ae lRmxn mit m>n
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Wir Suchen olso o wad b, abes in dec Unmfroge werden 8 Henschen befragt . Wit Konnen also nickt eine
eindentige Lawng fis 0. wnd b finden . Wie wihlen wir olso die besten” Pammetes dorit dos Modell
moglchel gut passt 2
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Wos ot das genaw mit Lindly 2u tun 2 Belrachen wit dofic dos lanze graphsch.
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0ot Wnd b x fimden wir ducch:

Ay 1 (Bild von A orfhoaoho.(. 2u )

(Ay,>=0

(A-y y.r =0 ( Skalasprodulet ausgescheieben )

yTAT (A(::::)-C) =0 (r engesetat )
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-
o

ATA(S™) -

AN A (E:::)

Aus dec Zusmmenfossw :

11.1 Kleinste Quadrate

Mit dem Prinzip der ,kleinsten Quadrate” kann man zwar
tiberbestimmte Gleichungssysteme nicht |6sen, man kann je-
doch eine méglichst ,gute” Lésung finden, indem man den qua-
dratischen Fehler minimiert.

Bsp:

2x1 + 3x2 = 6

3x1 + 4z = 8 = liberbestimmt
2x1 =F lxo = 3

Wir bilden die Differenz (= Fehler) aus der rechten und def
linken Seite und nennen sie Residuenvektor 7:

217 4+ 3z2 — 6 = 7

3xzq + dxo = 8 = r9

21’1 + 1.T2 — 3 = 3

Wir suchen (z1 x2)T, sodass |7]|2 = ||Az — ¢||2 minimal wird
= quadratischer Fehler minimal

Vorgehen:

Dazu I&sen wir das Gleichungssystem AT Az = AT ¢ welches
in den meisten Aufgabe bereits in der Form Az — ¢ = r ge-
geben ist (siehe oben).

@ Man bestimme A und c

2 3 6
Bsp: A=(3 4], c=|[8
2 1 3

@ Man berechne AT A und AT ¢

. T, (17 20 T (42
Bsp: AA_(20 2>,Ac—<53>

@ Man lése das Gleichungssystem AT Az = AT ¢

(17 20\ (= 42 2.67
B (20 2> ' (::;) = (53) = r= (70‘17)




QR- 23(‘23!“\3

ldee: Eine Motrix AeR in das Produkt eines or(hogona(m HMabrix Qe R und einer Rechbsdreiecksmobrix

mxn
€

Anwenc{uv\3= Die QR-Z'erleSwng wird fic ein altermolives l&sumaswx{a\xren dex Kleindten Quadrale gebrauert ,

weldhes numerisch bessere Resultale liefest.

BQ.\'E&\NA\'\S :

11.2 QR-Zerlegung

Mit der QR-Zerlegung kann eine beliebige Matrix A € R™*™
in das Produkt einer orthogonalen Matrix @ € R™*"™ und einer
oberen Rechtsdreiecksmatrix R € R™*"™ verwandelt werden:

Vorgehen:

Wir wollen nacheinander alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen von A eliminieren.

@ Man wahle zu eliminierendes Element und benenne es
Qgj-
0

1
Bsp: A= (O 1) = a3, soll eliminiert werden
1 1

@ Lese i, 7 ab und notiere a;;, a;;

Bsp:i=3,j=1=aj; =1,a;; =1

@ Berechne w = 4 /a2, + a2,
3i ij

Bsp: w =12 + 12 = V2
@ Man finde die richtige Rotationsmatrix Q’%. Man neh-

me zuerst die ldentitdtsmatrix I € R™*™ und set-

ze i;; = cos(a), i;; = —sin(a), i;; = sin(w),
ij; = cos(a).

1 0 O cos(a) 0 sin(a)
Bsp:r=|0 1 0)|=Q7T= 0 0
0 0 1 —sin(a) 0 cos(a)
@ Setze in Rotationsmatrix sin(a) = %l und cos(a) =

i}
w

1/V2 0 1/4/2
Bsp: QT = ( 0 ({)
—1/7/2 0 1/4/2
@ Berechne Q'T - A = A’
1/v/2 0 1/4/2 1 0 V2 1/V/2
Bsp: 0 1 0 J-fo 1}=1]0 1
(—1/\@ 0 1/9 (1 1) (0 1/\/\/;)

@ Falls A" keine obere Dreiecksmatrix, wiederhole (finde
Q"7 etc.) bis alle notigen Elemente eliminiert.

=

-

1 0 0 V2 12
Bsp: QT = (0 V2/V/3  1/V/3 ),A” = ( 0 \/3/\/5)
0 —1/v/3 V2/V3 0 0
Wenn A” = R gefunden, berechne Q = (Q"T -Q'")T

— A=Q-R




Jhwwdums fos Kleingte Quodrale :

Kleinste Quadrate mit QR-Zerlegung

Lést man ein Optimierungsproblem mit dem Computer, liefert
das in 10.1 beschriebene Verfahren ungenaue Lésungen (da nu-
merisch instabil). Das Lésungsverfahren mittels QR-Zerlegung
ist besser. In Aufgabe nur machen, wenn explizit verlangt!

Vorgehen:

@ Man bestimme A und ¢ wie bei 10.1.

1 0 1
Bsp: A=|0 1}, ¢= [0
11 1

@ Man fiihre die QR-Zerlegung durch A = QR

1/vV2 16 1/V3 V2 1/V2
Bsp: Q = ( 0 V2/V/3 —1/\/5) ,R= ( 0 \/3/\/5)
-1/v/2  1/V/6 1/4/3 0 0

@ Man berechne d = QT -c

0
Bsp: d = QT -c = (\/5/\/5)
2/\/3

@ Man berechne |6se das Gleichungssystem Rg '_\Dpﬁmah lb'suug

wobei R die extrahierte Dreiecksmatrix aus R ist und
do die dazugehorigen oberen Eintrage von d

Bsp: Ro = (? ATTs) o= (vavs)




Beisrielau‘:aabecz

Sei A € R™*" eine orthogonale Matrix. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(a) ATA=1,.
(b) AAT = -1,.
(c) Die Eigenwerte von A haben Betrag < 1.

(d) Die Eigenwerte von A haben Betrag > 1.

S48

Wichkig A i orthogonol , db A'= A”

Es 3')“ ivimes /41/4 =l, wem A orfhogonol, e A'A =, — o richtig

Fic orthogonale Hotrizen gitt oussecdem: [2;1=1  — ¢,d richkiy

b id folsh.

(a)
(b)
(©)
(d)

dazu?

Drei der folgenden Eigenschaften sind dquivalent fiir Matrizen A € R™ ™. Welche gehért nicht

0 ist ein Eigenwert von A.
A ist singulér.
Kern A = 0.

Bild A # R".

a.) Wem O ein Eigenwest ist ,down gibt es Velcoren #0 die auf Null abgebildet
wecden , olso im Kern ligen
© Ax=0 hot nidt friviole Liswngen.
© A hat einen nicht vollen Rong
& Aid ikt invectiechar  (singuld)
& Dos Bild ven A bildet keine Basis wn R®  —— a,b,d gehiren zusammen

€Y Ken A ist wie Jeec e muss windestens 0 entholben.



Q\ 0({“\2. Aufgolx

1) Sei eim Ubecbestimwmies LGS gegebon. Lose dos Ausgleichsproblem.

X4 -2 =1
Xe# Xp= 41 =1
Xy +2X, = ¥y
Xy #3%, + 1 =1,
Xe#lx, = 41 = %

1) fegeben in dec Torm Ax-C=r¢

Vorgehen:

Dazu I6sen wir das Gleichungssystem AT Az = A7 ¢ welches
in den meisten Aufgabe bereits in der Form Az — ¢ = r ge-
geben ist (siehe oben).

@ Man bestimme A und ¢
@ Man berechne AT A und AT ¢

@ Man Iése das Gleichungssystem AT Az = AT ¢

1.0 2
1 1 1
A=1[1 a c=|0
13 -1
14 1
Q) Besedme ATA und A'c
10
1 1
T_11111) =<5‘10)
ZC OV LN Kl O
1 3
1y
2
1
A'rc_(1 111 1) 0 _(3)
01 2 3 4 2
-1
1
) lose ATAx = A'¢
(51o)<x,) (3) (51o|3) X, =
= —_—
10 30/\x, 2 0 10]-4
X4




3
2) QR -Zedegumg von A=|p
0

NG e

3 1
1\ A=|p %
0 5)
03,
Z-) ';=3' j=z.
°“JJ'=1? ' ‘Hf&u--ﬂi

) welbiral= (1ad-1

bY [1 0 o\ ;
0 (1 —> o
2 Q) ;
5.) SI".(M): "J_ _f_f
cos(x)=%‘”=%
6) 1 0 0
L 1 3 1
Q A=A =1lo 17 _Ei 0 ;_ =
o & 1[0 -%
z )
g) (@7)-0
 a)pe
A=QR=(° = T |[01
3 1 00
0-7T T
Q R

Vorgehen:
Wir wollen nacheinander alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen von A eliminieren.

@ Man wahle zu eliminierendes Element und benenne es
Qij.

@ Lese 7, j ab und notiere a;;, a;;

@ Berechne w = 4 /a2, + a?.
3j ij

@ Man finde die richtige Rotationsmatrix Q'T. Man neh-
me zuerst die ldentititsmatrix I € R™*™ und set-
ze i;; = cos(a), 155 = —sin(a), 1;; = sin(w),
ij; = cos(a).

@ Setze in Rotationsmatrix sin(a) = alij und cos(a) =

233
w

@ Berechne Q'T - A = A’
@ Falls A" keine obere Dreiecksmatrix, wiederhole (finde

Q"7T etc.) bis alle nétigen Elemente eliminiert.

Wenn A” = R gefunden, berechne Q = (Q"% -Q'T)T
— A=Q" R




