Lineace A(Sebra I nbastzsch

Ubung 10 (03 .05. 25)

RGC&P

HMethode doc kleinsten Quodeate:

Kusz 3:503{ : Wie Kémmen Wi eine moglichd gute Losung fiis ein iibecbestimmies LGS Ax=c ;,finda\z_

Nehmen wis ols Bep ein System mit 2 Gleidwngen und 2 Unbekansien,

132= olif +b 112 .
1% = o458 +b — |49 |= (b)
480 = o4 2+ b 480

(iraphisth Kivmen wir ung dos  wie folgt vorstellen:

112
(i)
o Messwe,de, nicht €

112 Qopt U1 +bopt
130 | 7 | @gpt US +bogt
480 aop-t 4 +bop‘f

/

LT ]
DPHMQ'Q LESKV\3 (L|5‘ ) Qopt + (4 )bop't
L]

4

nicht Mossstablich

i woollen nun die Lénge des Minimiecen:

=V (432 -( o+ b)* + (190 (0. 45+ b )*+ (480 -( o2+ b)*

Wie finde ich mun o und b S0 dass die mnmal ist 2

r 1 iy O opt
Ay ae=(27)




QR- Zerleﬂlmg :
l[dee: Fine Motix AeR . in das Produkl eines orthogonalen Hokrix Qe R

mxXn
elR

und eimer Rechisdreiecksmolriy

/{hwmdw\s fos Kleingle Quadrale :

Kleinste Quadrate mit QR-Zerlegung

Lést man ein Optimierungsproblem mit dem Computer, liefert
das in 10.1 beschriebene Verfahren ungenaue Lésungen (da nu-
merisch instabil). Das Lésungsverfahren mittels QR-Zerlegung
ist besser. In Aufgabe nur machen, wenn explizit verlangt!

Vorgehen:

@ Man bestimme A und ¢ wie bei 10.1.

oo -

@ Man fiihre die QR-Zerlegung durch A = QR

N1
=

1/vV2 16 1/V3 V2 1V2
Bsp: Q = ( 0 V2/V/3 —1/\/§> ,R= ( 0 \/§/\/§)
—-1/vV2  1/v/6 1/V/3 0 0

@ Man berechne d = Q7 - ¢

0
Bsp: d=Q" -c= (\/5/\/5)

2/v/3 \
@ Man berechne |6se das Gleichungssystem Ry [z] = do, Dpﬁmal.& lb'swﬂ

wobei R die extrahierte Dreiecksmatrix aus R ist und
do die dazugehdrigen oberen Eintrége von d

(\/5 1/v2

Bsp: Ro = @ \/5/\/5)"10:(\/5(/]\/5)




Linease  Diffecentialgleichungssyleme

.Hom&ne, Lineace D!'gerenkidgleiohungeu 1 Ocdnung mit kongtonten KoefFizienten :
Solche G\e_'\e.\\umep\ sind beceits aus des Anolysic bekonnt. Allgemein ist eine Selche Diffecentialgleichung

gegebon dusch: y#)=ayt) (o eR, konsont)
M des Losuvg: y®=c e ceR

Ein Wonkseles Beispiel, Weefic ist = y'(¢)=-2 y(¢)

Mit dec Anforadbedingung: y(0)=3

Jie I.é'swns dieses Gleiohw\g i down gegeben ducch :
y

y(t)= y(0) e = 3¢ K

| t

Die USMaSMQRS& clieses Diﬂemkidg\ei&urﬁ {yeCJ(R) :y'= o_y} ist ein 1-D UR won den 1-mal s&elij

diffesentierbaren Funktionen C'(R) .

Systeme homogenes Lineacer Diftecentialaleichungen 4. Ordnung mit  konstavten Koeffizienten :

fenou wie wic outh Sdhon in Lindlg T gohen ,Kmen wic Gleidnngen in einen  System besdweben Dos geht ouch
mit D4L's. Retrochten wir dofis ein Beispiel:

y,(#)=-2 y(¢) y,(0)=1

y)=-kyd)  y0)=3
Dieses Sydem it do. beide Gleihungen  unobhinig von @inandes sivd. Doducch Knnen

Wit Sie ouch Sepacot losen .

Ji

A 4
ﬂ-

yi(_t) = yi(o) e‘2‘£ - e—2t
it Yaq

v ()= g0 e* =3¢ 1]

A 4




Und do wir in LinAlg sind Kimen wit ouch Sdche Sysleme in Motrixsemeibweise ausdricken.

YOV 2 o \(¥® (v (1 ot 4t [0
L 2 98] ) ynnft) — ym 1 [
\A

firophisdn Komen wir uns T
dos wie heddwmmliche \ y(0)

y,(¢) ot
linaackonbim’tiow\ vorsteflen, \\——/ //4‘/2'

=
bless dos jefed alles  auch —y(3)

\ — // 1

von t abhangt &‘

WA

Es Konn obes ouch  Seiw ,doss die Glud\ungm abhanig o einander sind, beispielsweise:

y,(t) 1
y&)[ 123 yz(t)) ' N("’:(g)

Dos Konnen wir nicht wmehe
direkt Losen .

Vi®)=-ky)-y() ., (y;(t)) b oq

Y= - 2y() -3 y(#)

Wenn wie die Motrizen dec 2wei Beispiele vergleichen fallt folgendes auf:

-1
-2 -3

20
1o -k

A und A =

Die Motrix A ist Diagonal | Wenn wic nun unsece Hotrix 4, diogovalisiecen. , Sollien wir das System

it
wie oben lisen Komen. Wir fihren olso emen Bosiwedhsel y =Tz i die Eigenbosic dusch mit T =( 12 1

vV
£V von A,

VAR EETRYNAC) Z®)\ 2 o[z
y&)| \-2 -3l\y &) 2 =T z(¢)] Vo -5l\z()
——3 T“AT
=1 E
yo) (3, 2(0) Q
Ty ()

lq dec Bosic z konnen wic dos Sydlem nun (ssen und davoch 2uriick Trowsformiecen.

0\ y=T= 4 at i\, s -st(1
2 g g
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Genecell Ronnen wir jedes Sﬁstem homogenes Lineacer 'Diﬁecen‘;ialglei&unjeu-t Ocdnurg mit kongtorten Koeffizienten

kpmpo.\d wmit JHMotrizen dacetellen.

/
Vi Sy top ¥ teto, g,

— Y=AY mt Y-

/
yn =ouVs +°'n2y2+ seetor Vi

N
AR
Die Anfongsbedingung ist dewn: Y(0)=Y € K

und die ollgemeine Lisung lodet: Y ()= &

0

Wenn mun A dingrmalisiecbas ief, veceinfaddt sich die. alljemeine Lisung enorm :

Y@= Y, = T ding(e"*,... ) TY,

Beispiel-

Y, = %+3y,

Y, =2y, +2y,

y,(0)=0

y(0)=5

1\ D agprolisieren:

yor[

@ Man diagonalisiere die Matrix A = TDT ™" (siehe 6.6)
und bestimme die Transformationsmatrix 7.

A3 3

@ Sei t() die i-te Spalte von T" und d;; der i-te Diagonal-
eintrag von D.

Die Lésung des Diff'gleichungssystems lautet dann:

y(t) = 21(0) -t . ed11t 4 22(0) - $(2) | gdant 4
@ Variante 1: Bestimme 7', danach z(0) = 7" - y(0).

Variante 2: Bestimme z(0) durch L8sen des Gleichungs-

systems T' - z(0) = y(0).

Falls keine Anfangsbedingungen gegeben, z;(0) = C;.

det[LF 2 )= (10D 6 =000 — Lok =-1

3
1’1'(2

. :

2

2
2

251 = {5 ols) = == (3]
210/ ~\o olo Y=\

351 5le) = == (3)
30 0 0lo 2= {2

238 3



2.) Allgemeine Losung -

yt)= 21(0)(1)3% + z,(0) (_?)e_t

3.) Losung des Anfomgswestproblems:

Voiate 43 z= Ty — z(0=T'y(0 , T'= 13('3 ?)
z(0)= }(:12 :1”)(2)=(:;’) — y(t)=3(‘1')e%-(_§)e.-t
G ety

Homogene. Lineace. Dj

Bis jetzt hoben wir nuc Diftesentialgleichungen 4. Ocdnung betrachtet, olso Diffecentialgleidungen in denen

wogtimal die . Aueifvma vorkemmt . Wie (osen wir obes 'Diﬂeven\:imlgleid\unjeu hiheres Odnung? Betradden wir

hiecfiis die &leidnuy\ﬂ-.
y”’(‘t)"#yll(t)il:y,(t)-3y(‘t)=0

Durch eine  Subghitubion Kownew wir die 'Diﬂecenﬁalslei(}\unj in Qin hOMogme,s Lineoces SaSte\'l

1. Ordnvma umwondeln:

yO = y
y‘.l = y’ l
>y ()+ky (8)+2y,(8) -3y ($)=0
yz = y” | |
V.=, DGL 4 Ocdrung wit 3 Vosiobeln.
ya b= ym

Dowit die Mforwotionen der Subskitution nicht vecloren gehon , weeden Sie wit Gleichungen in dos Systom,

eingebunden
Yo=Y: ,
' yﬂ 0 1 0 yO
yi =y2 Odes y: = g g ‘1 yi
Y, = 3y,- 2y, - 4y, Y. Y.

Sidencte: Die Sublituition funkboniect ouch bei nidht kond. Koeffizienfen und inhomagenen Gleichungen.



Beisrielau‘:aabe

F
o

Welche Aussage zu einer Matrix A € R3*4 passt nicht zu den anderen?

(a) dimKern(A) =2.
(b) Es gibt zwei Pivot-Variabeln.
(c) dimBild(A) = 1.

(d) Rang(A)=2.

Wic wissen, doss  RongA = Anzehl Piustvacioblen ist
£s gilt genere)  dimBildA = RongA = Anaghl Piustvariaben - a,b ,d

Was hat eine Matrix stets mit all ihren Potenzen gemeinsam?

(a) Die Eigenwerte.

(b) Die Eigenvektoren.
(c) Den Rang.

(d) Die Determinante.

Potenzieren bedeutel wichts amdres ols die  Abbildung die vow des Hakriz beschriebon twitd mehemals

ontuwenden. Seivun A eine Streddng um el in  x-Richlung
J J
T A T

T T

1 A 1

EEEE— N —x



s @ Man diagonalisiere die Matrix A = TDT = (siehe 6.6)
o ene A“ ﬁh“. und bestimme die Transformationsmatrix 7'.
@ Sei £ die i-te Spalte von T' und d;; der i-te Diagonal-

eintrag von D.
Die Lésung des Diff'gleichungssystems lautet dann:

\Se:‘ y(t) = 21(0) -t - ed11t 4 5;(0) - £ - 22t
A o 1 1 @ Variante 1: Bestimme T, danach z(0) = T~ - y(0).
= 6 2 Variante 2: Bestimme z(0) durch Lésen des Gleichungs-

systems T' - 2(0) = y(0).

Falls keine Anfangsbedingungen gegeben, z;(0) = Cj;.

Lsen Sie dos Anforguaddion. y'= Ay, y(=2)

1) Diogonolisieren

EW: dd(t’l 21_1)=/l’-3l-4= (A-9)A+1) — A=% 1,=-1

£N:
s(E 0 (sle) | pell)

2~(p 4 -T[a

2) Al gemeine Ls5ung
y= 21(0) qu( ;) +2(0) et (12)
3) An{:mnssbed'\v\ﬁuv\gs (Vosionte 2)

T z(0)= y(0)

[aalz-(o) - Galel- G2l 2o

w2et(3) e’ 3]




"T'PPS 2ee Serie

- MC 4-5: wit Am\ysis [6sbac

= 6): 0) Was missen Spolten ecfillon?
b) Ausgleichsprblem kown wif Ax-c =« geschrieben  Werden
¢) Cheotsheet

d) Einsetaen

- 3): a) Evikopplen !
b) Av\{unasbcdinjung einsetzen
c) Nicht selbe Av\{mssbcdinjung wie bei b) | Llonn konvecgied exp gegen 0 2

-8): A}.Mfck wie 4. Ordnung

Slandactiosung fic System 2 Onung mit Fwco : [z )= ( o, cosVd +b, sind,]
ZZ

a, cosVd,) + b, smVd,;




