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Recap

AlsRecapdieserWocheLösenwireinebeliebtePrufungsaufgabe EinDGLSystemmitKomplexenEWundEV

WeitereBeispielezukomplexenDGLSfindetIhrindiesenBPS V16V17V18516,521 esgibtnochmehr

Beispielaufgabe

BP517

1050PunktederPrüfung

a y t 8gt 4g t inSystem1Ordnung umwandeln

Substitution

Yo
g 8g 4g wobei Yo YIY Y

y

dadurchergibtsichfolgendes Differentialgleichungssystem y y

YoJa
01 Da hatder

Y 8 4
Lösungsraum dieDimension 2



b AllgemeineLösungfinden

EW

det 1142 8 742 8 11.2 4 1932 4216 4242 2 2

1 2 22 12 22

EV

Ezzi 282 41228 282 212 8 2,22

D S mitkomplexkonjugiertenerweitern

2 2 S Yo 252 für s 4 Yo 242 44242 I i

Es span Esa span immerkomplexkonjugiertePaare

AllgemeineLösung t e EV t dazitt
DieseLösungist jedoch
Komplex

im

inreelleLösungumwandeln

t e It eztezit

S isinx
Reminder

e cosat isinzt
re rosairisina

e s
452 3 sin e CEE i EEE

RealundImaginärteilsindlinearunabhänig

DaderLösungsraumdieDimensionzweihatistdieAllgemeineLösunggegebendurch

y t e alcoszt sinzt blsinztcoszt

y t e la bcosat la bsinzt



C LösungenfürfolgendeBedingungen yO 1 ä 1

t e la bcosa la bsinzt

i.ly 0
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ii yl Ella bcos la bsin Ela b 1 ab e

t e coszt e sinzt



Repetition

LineareAbbildungen

Seien und reelleVektorräume Dannheisst

F i F
lineareAbbildung falls x.ge ER

i Fxy Fx F y und ii Fax αF

wennwir nunprüfenwollenobeine Abbildunglinear ist dannmüssenwirprüfenob

i und ii gelten

WeitereEigenschaften von linearen Abbildungen

Owirdauf 0 abgebildet

sind und endlichdimensionalz.B 2mdannkann jede lineare

Abbildung F i durcheine m n Matrix AE beschriebenwerden

A heisstdannAbbildungsmatrixvonF

Eigenwertproblem

Wirfragenuns obes bestimmteEingabevektoren gibt welchedurchdieAbbildung AX

nur um einenFaktorAgestrecktbzwgestauchtwerden

A XIX

IndiesemFallmussfolgendesgelten AX D

Ausdembekommenwirdanndie allgemeineGleichung

Rx



DerVektorwelcherdurchdieAbbildungnurgestrecktbzwgestauchtwirdnenntsichEigenvektor

DerFaktor 1 umwelchengestrecktbzwgestauchtwirdwirdEigenwertgenannt

Eigenwerte

Wirsuchenein 1 sodass Rx giltWobei 0 Durchumstellen erhaltenwir einHLGS

derForm
A R 0

WannhatdiesesHLGSnurnichttrivialeLösungen 0

DasHLGShatnichttrivialeLösungengenaudannwenn det A R 0

MitdieserGleichungkönnen wir nun 1bestimmen

DasPolynom PAR det A R heisstcharacteristischesPolynom WennAEC dann

istpAR einPolynom ntenGrades

WenneinEWeinedoppelteNullstelle inPAR hatdannsagenwirdassdie

algebraischeVielfachheitdesEWgleich 2ist AnalogfüreinfacheNullstellenund
NullstellenhöhererOrdnung

Eigenvektoren

Wirwissennunwiewir EWbestimmennunmüssenwir nochdie dazugehörigen

EigenvektorenEV bestimmenD.hdenVektor findenfürwelchengilt
Rx 0

DasProblemkannwieder zu A 1 0 umgeschriebenwerden Nunsetzen wireinender

EWeinundlösendasHLGS Demnachsind dieEUimmermiteinemEW verbunden

DawirhiereinHLGSmitdet 0 lösen wirdes immer unendlichvieleLösungen für A R 0

geben dhauchfreieParameter



Normen

DieGrundidee istesdieGrössevonVektorenauseinemVektorraumvergleichen Dafürordnenwirjedem

Vektor v in einemVektorraumeinereellepositiveZahl zu da wirderengrössegut
vergleichen können

Mathematisch lässtsichdaswiefolgtausdrücken

R i

Achtung es müssenbestimmteBedingungenerfülltseindamiteineNormvorhanden ist

v WE α ER mussgelten

1 V Ound v O i v 0

2 V α v

3 W V w

BeispielesolcherNormensind

Vz vit v EuklidischeNorm

AufR
g may pygymnungnor

A z ai HibertSchmidtNorm

AufR A MEIFIai Spaltenmaximumsnorm

A z FEIFIai Zeilenmaximumsnorm

Skalarprodukte

WirhabennuneinToolumdieGrössevonVektorenineinemVektorraumzuvergleichenIndiesemnächsten

SchrittwollenwirdieBeziehungzwischenzweiVektorenmiteinerreellenZahlbeschreiben Wieder lässt

sichdiesdurcheineAbbildungbeschreiben

R X y Xy



WobeifolgendeBedingungen erfülltwerdenmüssen

Xy ZE α ER mussgelten

1 Kytz Xy X Z

2 Kay α Xy
3 Xy y
4 X X 0 und X X 0 0

Wenn y 0 dann sind y orthogonal y

MitdemSkalarproduktkanneineNorminduziert werden

X X

Diese Norm erfüllt immeralle BedingungfüreineNorm egal welches Skalarprodukt

Orthonormalbasis

Was istüberhaupteineOrthonormalbasis ONB

I
es e

be 3

E i i i i i
b

BeieinerOrthonormalbasis stehendie Bei einer herkömmlichenBasismüssendie
Basisvektorensenkrecht zueinander Basisvektorenweder orthogonalnochnormal

orthogonal und habendieLänge1 sein

normal
Z.B

7 B
e e es b be bei

Willman einenVektor indieserBasis WillmaneinenVektor indieserBasis

darstellen dannkannihneinfach darstellen dannkannihnnicht orthogonal

orthogonal projizieren projizieren LGSlösen



FüreineOrthonormalbasis bedeutetdas nun folgendes Sei es en eine

Orthonormalbasis desVektorraums V danngilt EV

X e e

Wiekönnenwirnun einesolcheOrthonormalbasis finden Dazubenutzenwir das

GramSchmidt Orthogonalisierungsverfahren

Dafürbenötigen wir einebeliebigeBasis B be bis
einbeliebiges Skalarprodukt

undproduzierendamit eineOrthonormalbasis E es er

i Wähleeinenbeliebigenersten Basisvektor b undnormiereihn

er
be a

bebe b
ie

ii WähleeinenzweitenBasisvektorbe Ziehezuerstden zu b parallelen

Teil ab
by

ez be bees ei
ei ei

und normiereihndann

ei beer
einer it

iii WiederholefürjedenweiterenBasisvektorbi

e b bi e ey bi ez ez bi ein ein

ei Ei ei
DaskommtSEHRoft beiPrüfungen dran



Bild
Ganz amAnfangvon LinAlgI sahenwirdieMatrixVektor Multiplikation

DasheisstallemöglichenVektorendie durchdasProdukt Ax entstehenkönnen werdendurch

dieLinearkombination derSpaltenvon beschriebenZumBeispiel

3
erreichbarer erreichbarer
Bereich Bereich

i

i i i

2 12 1 12

DiesererreichbareBereich nenntsichBildeinerMatrix DieDiemensiondesBildesistderRang
Mathematischformuliert

Bild ye c2 sodassy AER

Kern

Wiegeradegesehen beschreibt dasBildeinerMatrixdenRaumaufwelchenbeliebigeVektoren

durch abgebildetwerden

A BildvonA

i
i

i



WirfragenunsnunobesVektorengibtdieaufNullabgebildetwerden

DhWirsuchenalle sodass 0

A

i

i 1 8 A
Kemna

Mathematischformuliert Kern c2 0

Beziehung zwischenKernundBild

il dimKern dimBild n

iiI Kern Bild

Basiswechsel

natenbeschreibenumwievieldieBasisvektorendesasoziiertenVektorraumsskaliertwerden

Dh dieKoordinatenhängenimmervonden Basisvektorenab Wennwiralso voneinerBasis

ineineanderewechselnmüssenwirauch dieKoordinatenändernDafürführenwirdasKonzept

derÜbergangsmatrixein

NennenwirhierfürunsereStandartbasis B unddieandereBasis B Wirwollen

nunvonBnachB transformieren

WirsuchenalsodieKoordinateneinesVektorsaus B inderneuenBasisB



Mathematischausgedrückt

hi I I B I B I
B

I B I B I
B

I i I

DieMatrix transformierteinenVektorausderBasisB indieBasisB Wirwollenjedochdie

Transformation von B zu B DafürnehmenwireinfachdieInverse

AllgemeingiltfürbeliebigeBasen g 9 Anund wewa Wn

91 92 9

V

Darstellungsmatrizen

Sei AeineDarstellungsmatrixeinerLinAbbildunginderBasis Danngilt

9

wirsuchennundieDarstellungsmatrixdergleichenAbbildunginderBasisw Also

w w 9W

DurchUmformenerhaltenwir

w



BeieinergenauenBetrachtungfälltfolgendesauf

w w 9W

w 9 w
TransformationdesEingabevektorzuBasis

AbbildunginBasis

RücktransformationzuBasisw

Diagonalisierung

FürAbbildungenistesvorteilhaftwenndieAbbildungsmatrix diagonalist da Diagonalmatrizen leichtinvertierbarsind

undMatrixmultiplikationeinfacherist BeimDiagonalisieren wollenwiralsoeinenBasiswechselmachensodass

dieMatrixinderneuen

ja ean finden sodassFüreineMatrix C

1
dingda an

istdanndieAbbildungAineinerneuenBasis

BeiDiagonalmatrizenwerdenBasisvektoren nur umSkalare vonderDiagonalenskaliert D.h

dieBasisvektorensinddieEigenvektoren

Eigenwerte

g g
Eigenvektoren

WirwählenalsodieEigenvektorenderursprünglichen MatrixalsneueBasisDerFaktormit
welchemskaliertwirdsindgenaudieEigenwerte

Die Übergangsmatrix enthältdannalsSpaltendieEVvon DieDiagonalmatrix mussnun

aufderDiagonalendieEWvon haben Dh diag2 In

WannisteineMatrixdiagonalisierbar

DawirfüreineDiagonalisierung brauchenmuss regulärsein

Aufeurer Zusammenfassung stehtaber



Wasbedeutet erfüreine Matrixwennsiehalbeinfach ist

EineMatrix isthalbeinfachwennjedes 2algVfh gVfh

InanderenWorten JederEW 2 mitUfhgezählt hateinenEVwelcher linearunabhängigvonallen

anderenEV ist Deshalbgiltauch

Recall

Folgende AussagensindfürjedeMatrixAER äquivalent

Aistinvertierbarregulär

ZeilenSpaltensindlinearunabhänig

SpaltenvonAsindeineBasisvon R

Dadurchdass halbeinfachist garantierenwirdass reguläristundsomitist diagonalisierbar

Spezialfall Symmetrische Matrizen

Sei c 2 symmetrischdanngilt
isthalbeinfachalsodiagonalisierbar

besitzteineorthonormaleEigenbasis

eineorthogonaleMatrix so dass diagonalist

Anwendung PotenzenvonMatrizen

Sei eC diagonalisierbar Berechne

Da diagonalisierbaristgilt

Nunist 3 II 33 diag 2 1 1

Generellgilt diag 2 I



DadurchvereinfachtsichauchdasMatrixexponential e diage ein

durcheinsetzen ine

Quadratische Formen

WirbetrachtenquadratischeFunktionen inmehrerenVariablenZ.B in zweiVariabeln

e 4 1 2

BeigenauererBetrachtungsiehtman dassdieseFunktionauchmiteinerMatrixbeschriebenwerdenkann

Hier ist nun 4 1 2 diequadratischeFormvon

Allgemeinkönnenwirfür jedesymmetrische Matrix c 2 diedazugehörigequadratische

Formfinden Sie istwiefolgtdefiniert e 2

2 2

X X 19,4

DieKoeffizienten a lassensichfür 2bzw 3 Variabelnwiefolgtfinden

x x ax 20 1 2 DX

23 x x Ig ax DX CX 20 1 2 Lex 27 2 3

JenachMatrixkanndiequadratischeFormgraphischandersaussehenBspfür2Variabeln



Definitheit

Die unterschiedlichen quadratischenFormenlassensichklassifizieren

engeren

Kegelschnitte

SeieinequadratischeForm für e222symmetrischDannistdie Niveaumenge

e22 q x 1

einKegelschnitt VerschiedenesymmetrischeMatrizenlieferneinendieserKegelschnitte

WenndieMatrix diagonalistdannsinddie Koordinatenachsen parallelmitdenHauptachsen

desKegelschnitts EinKegelschnittimHauptachsensystemkönnenwir in Normalformbringen

Die Normalformen allerKegelschnittesind



Quadriken

SeieinequadratischeForm für 233symmetrischDannistdie Niveaumenge

23q x 1

eineQuadrikoderFläche2GradesVerschiedenequadratischeFormen liefernverschiedeneQuadriken

in ihrem Hauptachsensystem Hiereinige ausgewählteBeispiele

Wie bringen wir nun einequadratischeForm indieentsprechenden Normalformen

Hauptachsentransformation

ImGrundemüssenwir eineRotationundVerschiebungmachen BetrachtenwirdasGanzeandem

Beispiel



DiequadratischeForm x x 4 1 2 siehtim 3DRaumwiefolgtaus

DerKegelschnittQbeschreibt dieSchnittmenge von g x miteinerEbene DiesenKegelschnitt
könnenwir in 2 Dgutvisualisieren

ZuerstrotierenwirdenKegelschnittdamitdieHauptachsenmitdenKoordinatenachsen übereinstimmen parallelsein

2

Rotation

9

QIX 4 1 2 6 1 6 2 0

DurcheinenBasiswechsel y sindunsereneuenBasisvektorenparallelzuden Hauptachsen Indieser

Basis yistdieMatrix diagonaldawirimHauptachsensystemsind

Wirmüssenalso diagonalisierenum zufinden

UmdieNormalformzuerhaltenmüssenwirnochdenyTermeliminieren dasentsprichteinerTranslation

Translation

9



MethodederkleinstenQuadrate

Kurzgesagt Wiekönnenwireine möglichstguteLösungfüreinEbensmmteslGS c finden

mehrGleichungenalsUnbekannte e2 mitman

BetrachenwirdafürdasGanze graphischmit3 Gleichungen

Messwertenicht Bild

Difference

Bildvon 4,12

OptimaleLösung aopt bopt

nichtMassstäblich

WirwollennundieLängedesDifferenzrektorsminimieren

d 172 041 b 190 a45 b 180 042 b

Wiefindeichnun aundb sodassdieDifferenzminimalist

y d Bildvon orthogonalzud

y d 0

y d 0 Skalarproduktausgeschrieben

y c 0 deingesetzt

y cg 5

c



QRZerlegung

IdeeEineMatrix 2 indasProdukteinerorthogonalen Matrix ne2 undeinerRechtsdreiecksmatrix

7 2m

m m
Ö

n m n

Anwendung Die ZerlegungwirdfüreinalternativesLösungsverfahrenderkleinsten Quadrategebraucht

welchesnumerischbessereResultate liefert

Differentialgleichungssysteme

HomogenelineareDifferentialgleichungen 1Ordnungmitkonstanten Koeffizienten

SolcheGleichungensindbereitsausderAnalysisbekanntAllgemeinisteinesolcheDifferentialgleichung

gegebendurch y t ay t a 2 konstant

MitderLösung y t Ceat C 2

DieLösungsmengedieserDifferentialgleichung YEC 2 y ay istein1DURvonden1malstetig

differenzierbarenFunktionen 2

SystemehomogenerlinearerDifferentialgleichungen 1Ordnungmitkonstanten Koeffizienten

GenauwiewirauchschoninLinAlgIsahenkönnenwirGleichungenineinen SystembeschreibenDasgehtauch

mitDGL's BetrachtenwirdafüreinBeispiel

Hlt 2yft y o 1

Ht 4 t y 0 3

DiesesSystemistentkoppelt dabeideGleichungen unabhängigvoneinandersindDadurchkönnen

wirsieauchseparatlösen

t y o e e t

t Kloe geht
t



WirkönnensolcheSystemeinMatrixschreibweise ausdrücken

v10 H e e

GenerellkönnenwirjedesSystem homogenerlinearerDifferentialgleichungen 1Ordnungmit konstanten Koeffizienten

KompaktmitMatrizendarstellen

91 91282 antn an 92 an
mit

In anti anata anna an ana ann

Graphischkönnenwir uns
odaswieherkömmliche

t t
Linearkombinationenvorstellen

t
blossdasjetztalles auch

von t abhängt

t

EskannaberauchseindassdieGleichungenabhängig voneinandersindbeispielsweise

Hlt 4y.lt galt 3t 2J t 3Ht
Daskönnenwirnichtmehr

direktlösen

Durchdasdiagonalisierenkönnenwirunser Differentialgleichungssystem wieobenlösen

WirführenalsoeinenBasiswechsel y indieEigenbasisdurch

Y 1

o

1 t t

t
t

2



HomogenelineareDifferentialgleichungen höhererOrdnungmitkonstanten Koeffizienten

ZumLösenvonDifferentialgleichungen höhererOrdnungmachenwireineSubstitutionunderhalteneinhomogenes

linearesSystem 1Ordnung

y t 4g t 2g t 3gt 0

Substitution

D

Ya Ya Yat 4 t 2g t 3 4 0

g g DGL1Ordnungmit3Variabeln

DamitdieInformationenderSubstitution nichtverlorengehenwerdenSiemitGleichungenindasSystem

eingebunden

YoJa
oder

y
3 291 492

Sidenote DieSubtituition funktioniertauchbeinichtkonstKoeffizientenundinhomogenen Gleichungen


