Lineare Algebra II FS25 Nicolas Bartzsch

2 Eigenwertproblem

Betrachten wir zunéchst eine lineare Abbildung gegeben durch z +— Ax mit A € C™*".
Wie wir bereits in der Linearen Algebra I sahen, kann diese Abbildung analog zu einer
Funktion interpretiert werden. Die Abbildung nimmt einen Vektor x und bildet ihn auf
den Vektor 2/ = Ax ab.

|/ T A
|

Wir fragen uns nun, ob es bestimmte Eingabevektoren x gibt, welche durch die Abbildung
z +— Az nur um einen Faktor A gestreckt bzw. gestaucht werden.

|/ €T A
|

Wir wissen also, dass in diesem Fall fiir eine Abbildung, gegeben durch x — Ax, folgendes
gelten muss: Ax = 2/ = X\ - x. Daraus konnen wir die allgemeine Eigenwertgleichung
ableiten:

Az = Az. (1)

Der Vektor x welcher durch die Abbildung nur gestreckt bzw. gestaucht wird, nennt sich
Eigenvektor. Der Faktor A, um welchen der Vektor gestreckt bzw. gestaucht wird, nennen
wir Figenwert.

2.1 Eigenwerte

Wir suchen nun ein A, sodass Ax = Az gilt. (Wir suchen nur nichttriviale Lésungen
x # 0). Durch Umstellen von erhalten wir ein homogenes lineares Gleichungssystem
der Form

(A= M)z =0. (2)
Wann hat dieses HLGS nur nichttriviale Losungen?
Folgende Aussagen sind fiir A™*™ dquivalent:

e Das homogene LGS Az = 0 besitzt nur die triviale Losung

e det(A) #0

. J

Demnach hat das HLGS nichttriviale Losungen genau dann wenn
det(A—AI)=0
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Mit dieser Gleichung kénnen wir nun A bestimmen.

3 0 0
Beispiel Sei A= |5 —6 0], bestimme alle Eigenwerte \; von A.
0o 1 3
3 0 0 1 00 3—A 0 0
det(A—AXl)=det | [5 —6 O] —=A[0 1 O = det 5 —6—X 0 =0
0o 1 3 0 01 0 1 3—A

(B3=A)(=6-N)E3—-\) =0

)\1:3, )\2:3, )\3:—6

Das Polynom p4 := det(A—\I) heisst charakteristisches Polynom. Wenn A € C™*", dann
ist pa(A\) ein Polynom vom Grad n. In unserem Beispiel ist der Eigenwert 3 eine dop-
pelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Wir sagen dann, dass die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes 3 gleich 2 ist. Fiir die Matrix von oben bedeutet das

A2 =3  hat die algebraische Vielfachheit 2
A3 = —6 hat die algebraische Vielfachheit 1

Merkmale und Definitionen von Eigenvektoren einer Matrix A € C"*™:
e A hat mindestens einen Eigenwert A\ € C

e A hat hochstens n Eigenwerte A € C

A hat genau n Eingenwerte A € C, wenn man die Vielfachheit zahlt

die Menge aller Eigenwerte von A heisst Spektrum von A

Zwei Matrizen A, B € C™*" heissen dhnlich, wenn fiir eine regulére Matrix T' € C™*"
gilt: B = T~ YAT. Ferner haben A und B dann:

— dasselbe charakteristische Polynom
— dieselben Eigenwerte mit denselben algebraischen Vielfachheiten
— dasselbe Spektrum

— dieselbe Determinante

2.2 Eigenvektoren
Wir wissen nun wie wir die Eigenwerte A\ erhalten, nun miissen wir noch die dazugehorigen
Eigenvektoren berechnen. Das heisst den Vektor x bestimmen, fiir welchen gilt:

Az =Xz (x#0)

Das Problem kann wieder zu einem homogenen LGS der Form umgeschrieben wer-
den. Nun setzten wir einen der Eigenwerte ein und l6sen das HLGS. Demnach sind die
Eigenvektoren immer mit einem Eigenwert verkniipft.
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3 0 0

Beispiel Sei A =[5 —6 0| mit den Eigenwerten A\ = 3, \3 = —6. Bestimme die
0 1 3

Eigenvektoren vy, , vy,, vx, von A.

Fiir den ersten Eigenvektor miissen wir folgendes HLGS losen:

vy (A=XMNDzx=(A—-31)z=0.
Mit der gegebenen Matrix ergibt sich

Welches die Losung

$3:tER; .TQ:O, .1'1:0

besitzt und somit in den folgenden Eigenvektor resultiert:

0
U, = 0
1

Da die Eigenwerte A\; = \s sind, ist der Eigenvektor vy, identisch zu vy,. Fiir den dritten

Eigenvektor miissen wir folgendes HLGS l6sen:

Upg : (A= Xz = (A+61)x = 0.
Mit der gegebenen Matrix ergibt sich

9 00
5 0 0)Jxz=0
019
Welches die Losung
1 =0; z9 = —923

besitzt und somit in den folgenden Eigenvektor resultiert:

0

Da wir bei der Berechnung fiir Eigenvektoren ein HLGS mit det = 0 16sen, wird es immer
unendlich viele Losungen fiir (A — M)z = 0 geben. D.h. jede mogliche Linearkombination
von Eigenvektoren von einem Eigenwert ist auch wieder ein Eigenvektor zum gleichen
Eigenwert. Der dadurch aufgespannte Vektorraum ist dann ein Unterraum von C™ und

nennt sich Eigenraum. Eigenrdume werden mit £, bezeichnet.
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2 11

Beispiel Sei A = |1 2 1| mit den Eigenwerten A2 = 1,A\3 = 4. Bestimme die
11 2

Eigenvektoren von A.

Genau wie oben miissen wir ein HLGS l6sen.

EM :E)\Q :El . (A—)\lf)l’: (A—H)xzo

1 11 1 11
11 1]z=022%100 0|z=0.
1 11 0 00
Nun haben wir zwei freie Parameter:
r3=1t, xo=5 r1=—s—1 s,telR

Der resultierende Eigenraum zum Eigenwert 1 ist somit

-1 -1
E, = span 11,10
0 1

E4 kann auf die gleiche Weise berechnet werden.

In diesem Beispiel ist also der Eigenraum F; zum Eigenwert 1 ein zweidimensionaler
Unterraum. Die Dimension des Eigenraums dim(F),) heisst geometrische Vielfachheit
des Eigenwertes );. In unserem Beispiel ist also die geometrische Vielfachheit von \; = 2.
Die geometrische Vielfachheit ist immer gleich der Anzahl freier Parameter des HLGS
(A — M)z = 0. Allgemein ist immer zu beachten, dass fiir einen Eigenwert A der Matrix
A € C™" gelten muss:

1 < geom. Vielfachheit()\) < alg. Vielfachheit(\) < n.
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