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3 Normen und Skalarprodukte

3.1 Normen

Bisher haben wir mit den Vektorrdumen die Vektoroperationen verallgemeinert. Wir wis-
sen also wie wir, unabhéingig von den Objekten in einem Vektorraum rechnen kénnen.
Nun wollen wir einen weiteren Schritt machen und die Grésse von Vektoren aus einem
Vektorraum vergleichen. Dafiir ordnen wir jedem Vektor v, in einem Vektorraum, eine
reelle positive Zahl zu, da wir deren Grosse gut vergleichen kénnen, z.B. kénnen wir ganz
klar sagen, dass die Zahl 6 grosser als die Zahl 3 ist.

Wie sieht es jedoch mit Vektoren aus? Hier ist die Antwort nicht so offensichtlich. Welcher
dieser Vektoren ist grosser?
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Nun kommt es darauf an was grosser in diesem Kontext bedeutet z.B. konnte man argu-
mentieren, dass:

e v ist grosser, da die geometrische Lénge grosser ist.

e w ist grosser, da der Vektor eine grossere Zahl enthélt.

Normen werden uns nun helfen diese Frage eindeutig zu beantworten. Denn eine Norm
ist eine fixe Regel, mit welcher man jedem Vektor eine reelle positive Zahl zuordnen
kann. Dadurch kann man Sie dann vergleichen. Mathematisch lésst sich das durch eine
Abbildung ausdriicken:

V=R, v ol
Wie im Beispiel von oben, gibt es viele Moglichkeiten diese Zuordnung zu machen.
e Geometrische Lénge (Euklidische Norm)

lzllz = /2t +25 — vz = V18

lw]ls = V17
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e grosster Eintrag (Maximumsnorm)

[7]loc = max{[z1], |z2[}  —  [Jvfl =3
[w]loo = 4

Achtung! Nicht alles ist eine Norm, es miissen bestimmte Bedingungen erfiillt sein damit
eine Norm vorhanden ist.

Vektornormen

Eine Norm ordnet jedem Vektor eine reelle Zahl zu und kann so als eine Art Mass
verstanden werden. Vv, w € V,a € R muss gelten:

|v]| > 0 und |jv|| =0 v =0
loc- o] = | - [|v]]

lo+wl| < fJol] + [lw]

Beispiele solcher Normen sind:
|v]l2 := /3 + -+ 02 (Euklidische Norm)
Auf R" { ||v]|oo := max{|v1], ..., |va|} (Maximumsnorm)

ol == (lr? + - + |val?)?  (p-Norm, 1 < p < 00)

[All2 == /32 lais? (Hilbert-Schmidt-Norm)
Auf R L || Allsm == max S laig] (Spaltenmaximumsnorm)
| Allzm = max 2?21 ;| (Zeilenmaximumsnorm)

3.2 Skalarprodukte

Wir haben nun einen Weg um die Grosse von Vektoren in einem Vektorraum zu verglei-
chen. Im néchsten Schritt wollen wir die Beziehung zwischen zwei Vektoren mit einer
reellen Zahl beschrieben. Wieder ldsst sich dies durch eine Abbildung beschreiben.

() VXV =R (2,y) = (2,y).

Auch hier miissen bestimmte Bedingungen erfiillt sein.
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Skalarprodukte

Ein Skalarprodukt ordnet jedem Vektorpaar eine reelle Zahl zu, diese beschreibt
die Beziehung der beiden Vektoren zueinander. Vx,y, z € V,a € R muss gelten:
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Wenn (x,y) = 0, dann sind z, y orthogonal zueinander (z L y).

3.3 Vom Skalarprodukt induzierte Norm

Das Skalarprodukt kann auch benutzt werden, um eine Norm zu induzieren. Wenn auf
einem Vektorraum ein Skalarprodukt gegeben ist, kann daraus direkt eine Norm der Form

]l == vz, )

abgeleitet werden. Diese Norm erfiillt automatisch alle Bedingungen einer Norm, egal
welches Skalarprodukt benutzt wird.
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