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5 Bild und Kern

5.1 Bild

Ganz am Anfang der Linearen Algebra I sahen wir, wie die Matrix-Vektor-Multiplikation
ausgefithrt wird. Wir konnen diese Multiplikation, einer Matrix A mit einem Vektor z,
auch als Linearkombination der Spaltenvektoren von A ausdriicken

a11 Qa2 Q13 x a1 Q12 a13
Qo1 G2 Q23 To| = | a1 | 21+ | @2 | T2+ | a3 | 3.
a31 daszz 33 €3 a31 @32 33

Das heisst, dass alle moglichen Ergebnisse einer Matrix-Vektor-Multiplikation Az durch
die Linearkombination der Spaltenvektoren von A dargestellt werden kénnen. Die Menge
aller dieser Ergebnisse nennt sich Bild. Mathematisch ist das Bild einer Matrix A € R™*"
durch

Bild(A) = {y € R™ | 3 z € R" sodass y = Az}

definiert. Grafisch konnen wir uns das Bild gut im zweidimensionalen Raum vorstellen.
Seien beispielsweise die Matrizen

1 2 1 2
A:<2 O) und B:(Z 4)

gegeben. Wir kénnen nun grafisch die Bilder von A und B darstellen.

Bild von A ) ,t Bild von B

Das Bild von A spannt den gesamten zweidimensionalen Raum auf, da die Spaltenvek-
toren linear unabhingig sind (zeigen in unterschiedliche Richtungen). Das Bild von B,
im Gegensatz, ist nur eine Linie da die Spaltenvektoren linear abhéingig sind (zeigen in
dieselbe Richtung). Dies stimmt auch mit der obigen Definition iiberein, denn

=) () =2 6) ()

TV
linear unabhéngig

()0 =)

~
linear abhéngig

Wir konnen hier erkennen, dass die Dimension des Bildes gleich der Anzahl linear un-
abhéngiger Spalten bzw. dem Rang der Matrix ist. Allgemein gilt:
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dim(Bild(A)) = Rang(A).

Beispiel Oft muss ein Erzeugendensystem oder Basis des Bildes einer Matrix gefunden
werden. Sei beispielsweise eine Matrix A gegeben durch:

A:

N
W = DN
O Ot i~

e Aufgabe: Finden Sie ein Erzeugendensystem fiir das Bild von A.

Hier konnen wir einfach die Spaltenvektoren ablesen und erhalten

1 2\ /4
Bild(A) =< |3].,[1].]5
4/ \3) \o

e Aufgabe: Finden Sie eine Basis fiir das Bild von A.

Wir suchen nun alle linear unabhéngigen Spalten von A. Dafiir transponieren wir
die originale Matrix A, wodurch die Spalten zu den Zeilen werden und umgekehrt.
Nun wenden wir den Gauss-Algorithmus an und nehmen die Zeilen, die nicht Null
sind, als Basis des Bildes. Wir erhalten:

1 3 4 1 3 4
AT=12 1 3] &% 10 -5 —5
4 5 9 0 0 0
Somit ist eine mogliche Basis gegeben durch
1 0
Bild(A) = 31,15
4 -5

(Falls man direkt erkennt wie viele linear unabhéngige Spalten eine Matrix hat,
kann man ohne Rechnung die entsprechende Anzahl an linear unabhéngigen Spal-
tenvektoren nehmen. Bei grossen Matrizen kann es aber schwierig sein, lineare
Abhéngigkeit zwischen Spalten zu erkennen.)

5.2 Kern

Um eine Intuition fiir den Kern zu bekommen, blicken wir nochmals auf das Bild einer
Matrix. Das Bild beschreibt den Raum auf welchen alle beliebigen Vektoren x durch A
abgebildet werden. Fiir die Matrix
2 4
=0 2)
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konnen wir uns das Bild grafisch als eine Linie vorstellen da A zwei linear abhingige
Spalten hat. Betrachten wir nun was passiert, wenn einige Vektoren v durch A abgebildet

CEN0-0 CH0-0 Y-

S

Man erkennt, dass alle Vektoren nach der Multiplikation mit A wie erwartet im
liegen (in diesem fall auf der orangen Linie). Wir kénnen uns nun fragen welche Vektoren
2 durch A auf null abgebildet werden. D.h. wir suchen all -, sodass Ar = 0. Zum Beispiel

erfiillen diese Vektoren die Bedingung:
2 4 4\ (0
1 2)\-2) \0o/)°

G230 ()00

AN
N

A

Kern von A

Wir erkennen, dass alle Vektoren auf der blauen Linie diese Bedingung erfiillen. Diese
resultierende Menge, aller Vektoren, die auf null abgebildet werden, wird Kern genannt.
Diese Menge ist dquivalent zur Losung des HLGS Az = 0. Mathematisch ausgedriickt ist
der Kern einer Matrix A definiert durch

Kern(A) = {z € R" | Az = 0}.

Mit der Definition von Kern kénnen wir auch die im ersten Abschnitt eingefiihrte Zusammenhangs-
Liste ergéinzen.
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Wichtige Zusammenhénge

Folgende Aussagen sind fiir A € R™*™ dquivalent:

e rang(A) =n

e Das LGS Ax = b ist fiir beliebiges b losbar

e Das LGS Ax = b hat genau eine Losung

e Das homogene LGS Az = 0 hat nur die triviale Losung z = 0
e Die Zeilen und Spalten von A sind linear unabhéngig

e A ist invertierbar (regulér, nicht singulér)

o det(A) #0

e Die Spalten von A bilden eine Basis von R"

e Der Kern besteht nur aus dem Nullvektor

e Kein Eigenwert von A ist Null

Um den Zusammenhang mit Eigenwerten zu verstehen, erinnern wir uns nochmals was
Eigenwerte und Eigenvektoren sind. Ein Eigenvektor ist ein Vektor, der durch eine Mul-
tiplikation mit einer Matrix nur um einen Faktor A, dem Eigenwert, skaliert wird. Wenn
nun ein Eigenwert Null ist, dann gibt es Vektoren (die nicht der Nullvektor sind) welche
auf null abgebildet werden. D.h. das HLGS Az = 0 hat nicht triviale Losungen x # 0
und dadurch ist der Rang der Matrix nicht voll.

Beispiel

e Bestimme den Kern der Matrix

Lose das HLGS Az = 0:
2 410 Gauss 2 410 $2:t . —2
12/0 000 g=-2u Kem(A)_Span{(1)}

5.3 Beziehung zwischen Kern und Bild

Im Folgenden wollen wir Zusammenhénge zwischen Kern und Bild genauer betrachten.
Spezifischer wollen wir zwei wichtige Eigenschaften beweisen. Die erste Eigenschaft

i. dim(Kern) 4 dim(Bild) = n,

lasst sich sowohl grafisch als auch mathematisch Beweisen.
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Grafische Intuition

Beginnen wir mit dem grafischen Beweis in 2 Dimensionen. Sei A € R™*" und v € R"
ein beliebiger Vektor. Ausserdem sei Av = w. Wir kénnen nun v in zwei Komponenten
zerlegen:

v € Kern(A)
v orthogonal zu ©

Dadurch ist:

0
Av = A(D + 1) = AT+ Av = Av =

Der Term Av ist Null, da v im Kern von A liegt. Letztlich definieren wir noch einen zum
Kern orthogonalen Unterraum (/. Per Definition ist dadurch v € U. Zusammengefasst
konnen wir das ganze grafisch darstellen:

Kern von A

Folgende Beobachtungen kénnen nun gemacht werden:

e Der Kern und der zum Kern orthogonale Unterraum U haben zusammen die Di-
mension n, da wir durch die Summe v = v + v alle Vektoren v erzeugen konnen.

dim(Kern) + dim(U) = n.

e Jeder Vektor v in U korrespondiert zu einem Vektor in und umgekehrt, da
Av = w. Die Dimension von U ist also gleich der Dimension des

dim(U7) = dim(111).

Zusammen gilt also
dim(Kern) + dim(Bild) = n.
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Mathematisch

Sei A € R™*" und der Kern per Definition die Losungsmenge des HLGS Az = 0. Diese
Losungsmenge hat n — r freie Parameter. Dabei ist 7 der Rang von A (Anzahl Pivots).
Betrachten folgendes Beispiel:

12 4 1 2 4]0 1 2 410
A=[3 15| =& 31 50 & o _5 _7]0
439 43 9]0 0 0 010
wodurch:
ra =1, =x —ztx——gt
3_72_57 1_5a
und

r=2 n=3 n-—r=1
Der Losungsraum von Az = 0 hat also die Dimension 1. Damit hat auch der Kern die
Dimension 1.
dim(Kern) =n —r.

Durch das Gauss-Verfahren haben wir bereits die Zeilenstufenform R von A gefunden.
Die Bilder von A und R lassen sich durch die jeweiligen Spalten beschreiben

1 2 4 1 2 4
A=|3 1 5 R=|0 =5 -7
4 39 0 0 0
Bild(A) = span {a(l), a®, a(3)} = Bild(R) = span {T(l), r®, 7"(3)}

Da A und R dieselbe Losungsmenge beschreiben, spannen sie auch dasselbe Bild auf und
haben auch dieselbe Dimension. Die Dimension von Bild(R) ist einfach zu bestimmen da
sie gleich dem Rang r ist. Es gilt also

dim(Bild(A)) = dim(Bild(R)) = r.
Dadurch ist

dim(Kern) + dim(Bild) =n —r +r =n,

und somit

dim(Kern) + dim(Bild) = n.
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Die zweite Eigenschaft, die wir beweisen wollen ist, gegeben durch:

ii. Kern(A') L Bild(A).

Den Beweis dazu koénnen wir durch folgende Uberlegung erlangen. Sei A definiert durch:

wobei a(™ die Spalten von A sind. Dadurch gilt das Bild(A) = {a(l),a(z),a(3)}. Durch
das Transponieren werden die Spalten a™ zu den Zeilen al™.

U

AT =1[... oM
al3]

Betrachten wir nun das HLGS ATy = 0. Allgemein ist dies definiert durch

al ... n 0
ATy = “ .. a[Q} o o y2 g 0
a[:ﬂ ce Y3 0

Wir sehen, dass der Vektor y immer im Kern von AT liegen muss, um diese Gleichung zu
erfiillen. Nun kénnen wir das Produkt von AT mit y auch als das Skalarprodukt von den
Spalten (™ mit dem Vektor y interpretieren. Dieses Skalarprodukt (a(™,y) ist immer
Null, woraus folgt:

Kern(A") L Bild(A).

Aus dieser Bedingung folgt die Fredholm Alternative welche besagt, dass Ax = b losbar
ist (b liegt im Bild) genau dann, wenn b senkrecht auf allen Losungen des adjungierten
LGS ATy = 0 steht.
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