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6 Basiswechsel und Diagonalisierung

6.1 Basiswechsel fiir Vektoren

Was bedeutet es nochmal, wenn wir einen Vektor mit den Koordinaten [—4 1} " beschrei-
ben? Grundlegend beschreiben Koordinaten um wie viel die Basisvektoren des assoziierten
Vektorraums skaliert werden. In der Standardbasis ist dies bereits recht intuitiv.

b=l

Wir konnen aber auch eine andere Basis wéhlen, z.B. gegeben durch die Vektoren [2 1} !

und [—1 1} " Wenn wir nun dieselben Koordinaten wie in der Standardbasis benutzten,
bekommen wir einen anderen Vektor.

< =E L

Mit den neuen Basisvektoren wéren die richtigen Koordinaten fiir denselben Vektor ge-
geben durch

In der neuen Basis wird derselbe Vektor durch die Koordinaten [—1 2}T beschrieben.
D.h. die Koordinaten héngen immer von den Basisvektoren ab. Wenn wir von einer Basis
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in eine andere wechseln, miissen demnach auch die Koordinaten geéndert werden. Dafiir
fithren wir die Ubergangsmatrix bzw. Transformationsmatrix ein. Um dieses Konzept
besser verstehen zu konnen betrachten wir zunéchst das Beispiel von oben. Seien die zwei

asen gegeben durch: B:{BH?H ={[?Hﬂ}

Wir wollen nun von der Basis B in die Basis 7 transformieren. Gesucht sind also die
Koordinaten eines Vektors [v]s in der neuen Basis /7. Mathematisch kénnen wir das so
ausdriicken:

~
Beschreiben denselben Vektor

Dies konnen wir in ein LGS in Matrixschreibweise umformen:

6L, - mell] -,

—B

Wir erkennen hier, dass wenn ein Vektor in der Basis /7' mit der Matrix 7%, 5 multipliziert
wird, derselbe Vektor in der Basis B resultiert. Die Matrix T}, 5 transformiert also einen
Vektor aus der Basis /7' in die Basis 5. Wir suchen jedoch eine Matrix die einen Vektor aus
der Basis B in die Basis /7' transformiert. Dafiir konnen wir einfach die Inverse nehmen:

—4
-rita[ 1], - [
],
Die gewiinschte Ubergangsmatrix ist also gegeben durch:
-1
1 (2 -1 IR
T = 1oy _<1 1) “3\-12

Basiswechsel fiir Vektoren

Fiir beliebige Basen Q = {q1,q2, - .., qn} und W = {wy, ws, ..., w,} gilt:

Tow = ([ailw, [@w, -5 [galw)
[vlw = Tomwlv]o

1
Tow = Tyg
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Beispiel Eine Basis sei gegeben mit B = {B] , [(1)] } Transformiere den Vektor
S S

V= E} aus der Standardbasis S in die Basis B.
S

Wir suchen also die Ubergangsmatrix Ts 53 = ([s1]B, [2]5). Die Vektoren [s;]g kennen
wir nicht, nur die Vektoren [b;]s sind bekannt. Damit ist auch die Matrix Ts,s gegeben.

Trss = ([b]s, [b2]s) = (; (1)) :

Wir wissen nun das Ts,.,p = TB_i) s- Damit kénnen wir den Vektor v transformieren:

e =T bls = Tt s = (2 ) [ = [2)-

6.2 Basiswechsel fiir Matrizen

Wir kénnen nun Vektoren von einer Basis in eine andere transformieren. Nun stellt sich
die Frage, ob das auch fiir Matrizen gilt. Denn lineare Abbildungen und deren Darstel-
lungsmatrizen sind auch an eine Basis gebunden. Sei A eine Darstellungsmatrix einer
linearen Abbildung in der Basis Q. Dann gilt:

[Alolzlo = [v]e-
Wir suchen nun die Darstellungsmatrix der gleichen Abbildung in einer Basis WW. Mathe-
matisch ausgedriickt

[Alwlzlw = [ylw-

Durch Umformen erhalten wir:

[Alolz]e = [yle |- Tomsw
TomwlAlelzle = Tomwlylo | Tomwlyle = ylw
TomwlAlelzle = [ylw | I =Tg  wTomw
To-wlAloTg wTomwlrlo = [ylw | Tomwlrle = [zlw

?QHW [A] QTéimﬁ [Tlw = [ylw

[Alw

Basiswechsel fiir Matrizen

Fiir beliebige Basen Q = {q1,q2, ..., qn} und W = {wy, ws, ..., w,} gilt:

[Alw = Toow [Alo Tolw




Lineare Algebra IT FS25 Nicolas Bartzsch

Doch warum miissen wir hier zweimal mit einer Transformationsmatrix multiplizieren?
Betrachten wir dafiir die einzelnen Terme etwas genauer.

[Alwlzlw = [ylw
Toosw [Alo Tgly (2w = [ylw

Transformation von [z]yy zu Basis Q
Abbildung von [z]g in Basis Q

Riicktransformation von [y|g zu Basis W

Beispiel Eine Basis sei gegeben mit B = {B} , {ﬂ } Transformiere die Matrix
S S

[A]s = (g ;) aus der Standardbasis S in die Basis B.

Wir benutzten hier die oben eingefiihrte Transformationsmatrix in diesem Fall bekommen
wir

[Als = Tsos [Als Ts 5

(1 0\ (/3 1\/1 0\ (1 0\/5 1\ (5 1
S \-2 1)\0 2/\2 1) \-21)\4 2] \-6 0
6.3 Diagonalisieren

Wir wissen nun wie wir von einer Basis zur anderen wechseln kénnen, indem wir Vektoren
und Matrizen transformieren. Da lineare Abbildungen durch Matrizen beschrieben wer-
den konnen, sind wir auch in der Lage lineare Abbildungen von einer Basis in die andere
zu transformieren. Fiir solche Abbildungen ist es vorteilhaft, wenn die dazugehorige Ab-
bildungsmatrix diagonal ist. Denn Diagonalmatrizen sind leicht invertierbar und Matrix-
multiplikation ist bedeutend unkomplizierter. Beim sogenannten Diagonalisieren wollen
wir einen Basiswechsel durchfiihren, sodass eine gewiinschte Matrix in der neuen Basis
diagonal ist. Konkreter wollen wir fiir eine quadratische Matrix A € C"*" eine Matrix
T € C™™ finden, sodass

T'AT = D = diag(dy, ds, . .., dy,),

wobei D die Matrix in der neuen Basis ist. Um die Diagonalisierung durchzufiihren,
miissen wir demnach die Basis finden in der A diagonal ist. Aber wann ist das der Fall?
Nehmen wir nochmals einen Schritt zuriick und iiberlegen uns was der Effekt von diago-
nalen Matrizen und deren assoziierter Abbildung im zweidimensionalen Raum ist. Im fol-
genden Beispiel betrachten wir wie eine Diagonalmatrix verschiedene Vektoren im Raum

abbildet.
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G b= @ DE-L

Wir erkennen, dass die Basisvektoren (hier die Standardbasis in Blau und Rot) nur ska-
liert werden, aber nicht Ihre Richtung dndern, genau wie Eigenvektoren. In anderen Wor-
ten sind bei Diagonalmatrizen die Eigenvektoren auch die Basisvektoren. Indem wir also
die Eigenvektoren der urspriinglichen Matrix als neue Basisvektoren wahlen, garantieren
wir, dass die Matrix in der neuen Basis diagonal ist. Weiterhin sehen wir, dass die Dia-
gonaleintrdge der Matrix genau die Faktoren sind mit denen die Basisvektoren skaliert
werden. D.h. die Diagonaleintrége der diagonalisierten Matrix sind die Eigenwerte der
urspriinglichen Matrix.

Sei zum Beispiel eine Matrix A in der Standardbasis S gegeben durch A = (g _11)

Weiter seinen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A gegeben durch

)\1:2, ’U1:|:(1):|, )\2:1, U2:|}:|.

Um A zu diagonalisieren suchen wir eine Basis B, in der die Basisvektoren durch die Ei-
genvektoren vy, vy gegeben sind. Anschliessend benttigen wir nur noch eine Transformati-
onsmatrix, um in die entsprechende Basis zu wechseln. Mit den gegebenen Eigenvektoren
konnen wir bereits die Ubergangsmatrix T, s bestimmen, indem wir die Eigenvektoren

als Spalten nehmen:
11

Die diagonalisierte Matrix D ist dann gegeben durch

_ 20

Die Eigenwerte der Matrix A sind nun auch die Diagonaleintrige der Matrix D. Gleicher-
massen gilt auch

A=Tpz.,s DTz

Zusammengefasst konnen wir dies in einem “Kochrezept” aufschreiben.
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Diagonalisieren

Um eine Matrix A € C™*" zu diagonalisieren (D = T—'AT), gehe wie folgt vor:

1. Bestimme die Eigenwerte \; und Eigenvektoren v; von A.
2. Die Matrix D = diag(\y, ..., A,) ist die diagonalisierte Matrix.

3. Setze die Eigenvektoren als Spalten in die Matrix T ein (Gleiche Reihen-
folge wie bei D!).

4. Bestimme 7~!. Falls Eigenvektoren orthonormal sind, gilt: 7-! =TT,
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