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7 Quadratische Formen

7.0.1 Notation. In den folgenden zwei Kapiteln zu quadratischen Formen und Qua-
driken werden wir für Vektoren immer fett gedruckte Zeichen verwenden. Zum Beispiel
ist der Koordinatenvektor x = (x1, x2, . . . , xn)

⊤. Analog zu anderen Vektoren y, z, a etc.

7.1 Quadratische Formen

Quadratische Gleichungen sind bereits aus der Schulzeit bekannt. In der Regel haben
solche Gleichungen in einer Variabel die allgemeine Form:

f(x) = ax2 + bx+ c.

Wie bereits aus der Analysis bekannt, können Gleichungen auch mehr als eine Variable
umfassen. Wir werden oft alle Variablen in einem Vektor x = (x1, . . . , xn) zusammenfas-
sen. Nun können sich auch quadratische Funktionen in mehreren Variablen ergeben. Ein
Beispiel hierfür ist eine quadratische Funktion in zwei Variablen:

q(x1, x2) = x2
1 + 4x1x2 + x2

2.

Bei genauerer Betrachtung sieht man, dass diese Funktion auch durch eine Matrix-Vektor
Multiplikation beschrieben werden kann.

q(x1, x2) =
(
x1 x2

)(1 2
2 1

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x1

x2

)
= x⊤Ax.

In diesem Fall sagen wir das q(x) = x2
1 + 4x1x2 + x2

2 die quadratische Form der Matrix
A ist. Allgemein können wir für jede symmetrische Matrix A ∈ Rn×n, die dazugehörige
quadratische Form finden. Sie ist allgemein, wie folgt definiert:

qA : Rn −→ R

x 7−→ x⊤Ax =
n∑

i,j=1

aijxixj.

Für 2 und 3 Dimensionen können wir eine allgemeine Form explizit aufschreiben.

R2 : qA(x) = x⊤
(
a b
b c

)
x = ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2,

R3 : qA(x) = x⊤

a b c
b d e
c e f

x = ax2
1 + 2bx1x2 + 2cx1x3 + dx2

2 + 2ex2x3 + fx2
3.

Je nach Matrix kann die quadratische Form grafisch anders aussehen. Beispiele für 2
Variablen sind zum Beispiel.
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7.2 Definitheit

Die unterschiedlichen quadratischen Formen und die assoziierten symmetrischen Matrizen
lassen sich wie folgt nach Definitheit klassifizieren.

Definitheit quadratischer Formen

Eine quadratische Form, gegeben durch q(x) = x⊤Ax, heisst:

• positiv definit: q(x) > 0, ∀x ̸= 0

• negativ definit: q(x) < 0, ∀x ̸= 0

• positiv semidefinit: q(x) ≥ 0, ∀x ̸= 0

• negativ semidefinit: q(x) ≤ 0, ∀x ̸= 0

• indefinit: sonst

Die Definitheit kann auch über die Eigenwerte von A bestimmt werden. Somit ist
die Matrix A

• positiv definit: Alle λ > 0

• negativ definit: Alle λ < 0

• positiv semidefinit: Alle λ ≥ 0

• negativ semidefinit: Alle λ ≤ 0

• indefinit: sonst

Betrachten wir nochmals die oben gezeigten Beispiele und klassifizieren diese anhand
ihrer Definitheit.
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A =

(
1 2
2 1

)
→ x2

1 + 4x1x2 + x2
2

Eigenwerte: λ1 = 3, λ2 = −1

Indefinit
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1 + 2x1x2 + x2
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Eigenwerte: λ1 = 2, λ2 = 0

Positiv semidefinit
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A =

(
−1 1

2
1
2

−1

)
→ −x2

1 + x1x2 − x2
2

Eigenwerte: λ1 = −3

2
, λ2 = −1

2

Negativ definit

7.3 Rein quadratische Formen

Eine rein quadratische Form hat keine Mischterme. D.h. die Matrix A hat nur Diagonal-
einträge. Allgemein können wir rein quadratische Formen in dieser Form schreiben

qA(x) =
(
x1 x2 . . . xn

)

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an



x1

x2
...
xn

 = a1x
2
1 + a2x

2
2 + · · ·+ anx

2
n.

Wie unterscheiden sich rein quadratische Formen von allgemeinen quadratischen Formen?
Betrachten wir zwei Beispiele. In einem Fall gibt es Mischterme welche durch Elemente
neben der Diagonalen beschrieben werden. Im anderen Fall ist die Matrix diagonal und
es gibt keine Mischterme.
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)
Es scheint hier als ob die beiden Formen dieselbe Fläche beschreiben mit dem einzigen
Unterschied, dass sie rotiert sind. In folgenden Kapiteln werden wir sehen wie wir durch
eine Basistransformation eine nicht reine Form in eine rein quadratische Form umwandeln
können. Dafür werden wir das Konzept der Diagonalisierung verwenden.
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