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8 Kegelschnitte und Quadriken

8.1 Kegelschnitte

Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen haben, können wir die quadratische Form einer
symmetrischen Matrix A ∈ R2×2 wie folgt schreiben

q(x) = xTAx, x ∈ R2.

Für eine solche quadratische Form können wir nun eine Niveaumenge definieren. Eine
solche Niveaumenge kann man sich wie einen Schnitt durch unsere quadratische Funktion
vorstellen. Mathematisch definieren wir eine solche Niveaumenge mit{

x ∈ R2 : qA(x) = 1
}
.

Die resultierenden Niveaumengen einer quadratischen Funktion, mit zwei Variablen, er-
geben dann Kegelschnitte. Abhängig von der Matrix A erhalten wir einen der folgenden
Kegelschnitte.

Kreis Ellipse Parabel Hyperbel Geraden Punkt Gerade

Zum Beispiel gibt die quadratische Form q(x) = x2
1 + 4xy + y2, aus dem vorherigen

Kapitel, einen hyperbolischen Kegelschnitt, wenn wir die quadratische Form bei z = 1
anschauen. Dies kann einfach in einer Abbildung gesehen werden, ist aber schwer direkt
aus der quadratischen Form abzulesen.
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Ein besonderer Fall ergibt sich, wenn die Matrix A diagonal ist, dann sind die Hauptach-
sen des Kegelschnitts parallel zu den Koordinatenachsen. Ein Kegelschnitt im Hauptach-
sensystem kann in Normalform geschrieben werden. Die Normalformen aller möglichen
Kegelschnitte sind in der folgenden Liste gegeben.

Rang(A) = 2:

x2

α2
+

y2

β2
− 1 = 0 Ellipse

x2

α2
− y2

β2
− 1 = 0 Hyperbel

x2

α2
+

y2

β2
+ 1 = 0 leere Menge

x2 + β2y2 = 0 Punkt

x2 − β2y2 = 0 Geradenpaar

Rang(A) = 1:

x2 − γy = 0 Parabel

x2 − α2 = 0 paralleles Geradenpaar

x2 + α2 = 0 leere Menge

x2 = 0 Gerade

8.2 Quadriken

Im allgemeinen Fall, wenn A ∈ Rn×n und n > 2 ist, kann die Lösungsmenge der quadrati-
schen Form nicht mehr durch Kegelschnitte beschrieben werden. Im Allgemeinen nennen
wir dann die Lösungsmenge einer quadratischen Form eine Quadrik. Für den Fall n = 3
können wir die resultierenden Quadriken noch grafisch als Flächen 2. Grades darstellen.
Auch hier können wir die Normalformen der Quadriken in einem Hauptachsensystem
finden. Einige Beispiele sind:
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Aber wie genau bringen wir quadratische Formen in die entsprechende Normalform?
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8.3 Hauptachsentransformation und Normalformen

Bei einer Hauptachsentransformation wird eine quadratische Form in ihr Hauptachsen-
system gebracht, wobei A dann diagonal ist. Zusätzlich, können wir Kegelschnitte bzw.
Quadriken in Normalform schreiben. Wie das genau funktioniert, schauen wir uns in
einem Beispiel an.

Aufgabe aus der Prüfung Winter 2018.

• Gegeben sei die quadratische Form

q : R2 → R, 7→ q(x) = −x2
1 + 4x1x2 − x2

2.

Ein Kegelschnitt Q ist gegeben durch

q(x) + a⊤x = 0, wobei a⊤ =
(
6 −6

)
.

Bringen Sie den Kegelschnitt durch eine Hauptachsentransformation x = Ty und
eine Translation auf Normalform, und geben Sie dabei auch T explizit an.

Betrachten wir zunächst einmal die gegebene quadratische Form q(x). Diese lässt sich im
3D Raum darstellen und kann durch eine symmetrische Matrix A ∈ R2×2 beschreiben
werden.

A =

(
−1 2
2 −1

)
q(x) = x⊤A x
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Der Kegelschnitt Q beschreibt die Schnittmenge von q(x) mit einer Ebene. In 2 Dimen-
sionen lässt sich die Schnittmenge wie folgt darstellen.

x1

x2

Q(x) : −x2
1 + 4x1x2 − x2

2 + 6x1 − 6x2 = 0

Zuerst rotieren wir den Kegelschnitt damit die Hauptachsen mit den Koordinatenachsen
übereinstimmen. Dazu führen wir einen Basiswechsel x = Ty durch. In der neuen Basis
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muss die Matrix A eine Diagonalmatrix sein. Demnach muss A diagonalisiert werden. Die
dafür benötigten Eigenwerte und Eigenvektoren sind mit

λ1 = −3, v1 =

(
1
−1

)
, λ2 = 1, v2 =

(
1
1

)
,

gegeben. Da wir den Kegelschnitt nur rotieren wollen, ohne seine Form zu verändern,
müssen wir unsere Transformationsmatrix T orthogonal wählen. Dadurch ergibt sich

T =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
.

Nun können wir die Koordinatentransformation durchführen und den Kegelschnitt in der
neuen Basis ausdrücken. Per Definition ist q(x) = x⊤Ax wodurch wir Q umschreiben
können.

Q : q(x) + a⊤x = x⊤A x+ a⊤x = 0

Nun setzen wir x = Ty ein und erhalten

x⊤A x+ a⊤x = (Ty)⊤A (Ty)︸ ︷︷ ︸
y⊤T⊤A Ty

+a⊤Ty = 0

Da wir die Matrix A diagonalisieren und T orthogonal ist, gilt T⊤A T = D. Der Kegel-
schnitt vereinfacht sich weiterhin zu

y⊤D y + a⊤Ty = −3y21 + y22 + 6
√
2y1 = 0.

Was grafisch, wie erwartet, eine Rotation des Kegelschnitts darstellt.

y1

y2

Q(y) : −3y21 + y22 + 6
√
2y1 = 0

Um die Normalform zu erhalten, müssen wir nur noch, durch eine Translation, den
y1−Term loswerden. Dafür ergänzen wir quadratisch und erhalten

0 =− 3y21 + y22 + 6
√
2y1

=− 3
(
y21 − 2

√
2y1

)
+ y22

=− 3

((
y1 −

√
2
)2

+ 2

)
+ y22

=− 3
(
y1 −

√
2
)2

+ y22 + 6.
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Nun wird eine Translation z = y+ c durchgeführt, wobei der Vektor c die Verschiebung
in y1 Richtung korrigiert. In diesem Fall gilt

z = y + c = y +

(
−
√
2

0

)
.

Durch einsetzten erhalten wir die Normalform

−3z21 + z22 + 6 = 0

z21
2

− z22
6

= 1.

In der Normalform sehen wir nun eindeutig, dass es sich bei dem Kegelschnitt um eine
Hyperbel handelt. Grafisch sieht die Normalform wie folgt aus.

z1

z2

Q(z) :
z21
2
− z22

6
− 1 = 0

Wenn wir nun alle Formen vergleichen, ist zu erkennen, dass die Normalform am ein-
fachsten zu interpretieren ist.

Q :− x2
1 + 4x1x2 − x2

2 + 6x1 − 6x2 = 0

− 3y21 + y22 + 6
√
2y1 = 0

z21
2

− z22
6

− 1 = 0.

Das allgemeine Vorgehen können wir in einem Kochrezept zusammenfassen.
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Quadriken in Normalform bringen

Durch zwei Koordinatentransformationen (Drehung y = Tx und Verschiebung z =
y+c) können wir jede QuadrikQ : x⊤A x+a⊤x+b = 1 in eine Normalform bringen.
Falls nur nach der Hauptachstransformation der quadratischen Form gefragt ist,
kann die Verschiebung weglassen werden.

1. Bestimme die Matrix A ∈ Rn×n sodass q(x) = x⊤A x.

2. Diagonalisiere A und wähle T orthogonal.

3. Setze x = Ty ein und vereinfache so weit wie möglich. (Hauptachsentrans-
formation ist hier fertig)

4. Bestimme den Vektor a ∈ Rn und die Konstante b ∈ R und multipliziere alles
aus um y⊤D y + a⊤Ty + b = 0 zu erhalten.

5. Ergänze quadratisch, um die Verschiebung c zu bestimmen.

6. Setze z = y + c ein und vereinfache so weit wie möglich.
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