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Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Unterlagen meiner Ubungen der Linearen Algebra II aus
dem Semester F'S25. Trotz Revisionen kann ich weder die Vollsténdigkeit noch die
Korrektheit garantieren. Es ist moglich, dass kleine Fehler enthalten sind. Falls dir
ein solcher Fehler auffillt, wére ich dir dankbar, wenn du mich per E-Mail dariiber infor-
mierst, damit das Skript korrigiert werden kann.

Eine aktuelle Version dieses Skripts sowie weitere Unterlagen findest du auf meiner Web-
site: n.ethz.ch/~nbartzsch/.

Vielen Dank und viel Erfolg mit Lin Alg II.
Nicolas Bartzsch

Version: 27. Mdarz 2025
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0 Wiederholung: Vektorrdume und Basis

Bevor wir uns mit dem neuen Stoff beschéftigen, blicken wir zunéchst zuriick in die
Lineare Algebra I. (Fiir eine komplette Wiederholung siehe Lineare Algebra I, Woche 10).
Folgende grundlegende Zusammenhénge fiir LGS und Matrizen sind weiterhin wichtig und
werden folgend erweitert:

Wichtige Zusammenhénge

Folgende Aussagen sind fiir A € R"*" dquivalent:

e rang(A) =n

Das LGS Az = b ist fiir beliebiges b losbar

Das LGS Az = b hat genau eine Losung

Das homogene LGS Az = 0 hat nur die triviale Losung x = 0

Die Zeilen und Spalten von A sind linear unabhéngig

A ist invertierbar (regulér, nicht singulér)

det(A) £ 0

Die Spalten von A bilden eine Basis von R"

0.1 Vektorraume

Wir wollen unsere Vorstellung von Vektoraddition und Multiplikation, von den uns be-
kannten Vektorpfeilen im Raum und Ebene, auf alle moglichen Vektoren abstrahieren
(verallgemeinern). Damit kénnen wir spéter die Eigenschaften von Vektoren auf z.B.
Funktionen (welche sich als Vektoren darstellen lassen) anwenden. Formell kénnen wir
Vektorrdume wie folgt definieren:

Sei V' eine Menge von Objekten. V' heisst Vektorraum, wenn eine innere Operati-
on (Kombination von zwei Objekten) und eine dussere Operation (Kombination
eines Objekts mit einem Skalar) definiert sind:

Innere Operation:
b:VxV->V

(a,b) > a@b
Aussere Operation:
O KxV >V
(v,a) » a®a

Es miissen nun sowohl eine innere als auch eine &ussere Operation definiert werden.


https://n.ethz.ch/~nbartzsch/notizen/notizen_lin_alg_I/Uebung_10_Repetition.pdf

Schauen wir uns diese einmal genauer an.

Innere Operation:

O:VxV =V

Hier nimmt & zwei Vektoren a, b aus einer Menge V' und ordnet dem Paar einen anderen
Vektor in V' zu.

(a,b) » a®b

zeigt uns dann genau wie diese Operation definiert ist.
Aussere Operation:

O:KxV =V

Hier nimmt ® einen Vektor a aus einer Menge V' und einen Skalar o und produziert einen
neuen Vektor in V.

(v,a) » a®a

zeigt uns dann genau wie diese Operation definiert ist.

Basierend auf diesen Operationen miissen nun folgende Axiome gelten:

Axiome fiir Vektorrdume

(A1) Vu,v e V : uPv=vBu
(A2) Yu,v,w € V : (uBv)dw=ud (vow)
(A3)J0€V, YueV: ud0=u
(A)VueV,I—ueV: u® (—u)=0
(M1) Vo, B €eR, Vu e V : a®(Bou)=(a-B)Ou
(M2) Va, B ER, Yu,veV: (a+8)0u=(a@u)®(B80Ou)
(M3) Vue V: l1ou=u

Nun kennen wir alle Regeln und koénnen iiberpriifen, ob eine Menge ein Vektorraum
beschreibt. Dafiir miissen wir alle Axiome iiberpriifen. Ausschlaggebend sind hier die
Operationen nicht die Objekte.

0.2 Unterraume

Ein Unterraum ist eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V', welche folgende
Eigenschaften erfiillt:

i) Vuyve U :udvel

i) Vo eR, VueU:a0uelU

Dabei sagt uns (i), dass die Summe von zwei Elementen aus U weiterhin ein Teil von U
ist. (ii) sagt uns, dass wenn ein Element aus U mit einem Skalar multipliziert wird, so ist
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das skalierte Element weiterhin ein Teil von U. Aus diesen Eigenschaften folgt, dass ein
Unterraum auch ein Vektorraum ist und immer den Nullvektor enthélt.

0.3 Erzeugendensystem und Basis

Sei v := Y I, x;v;, dann ist v eine Linearkombination von vy, ...,v,. Die Menge aller
Linearkombinationen nennt sich lineare Hiille und wird mit span(vy,...,v,) abgekiirzt.
Diese Menge aller Linearkombinationen ist ein Vektorraum V. Die Vektoren vy,...,v,
sind dann ein Erzeugendensystem von V. Es lassen sich alle Vektoren in V' durch Line-
arkombinationen der Erzeugendenvektoren bilden.

V3
CP)
U1
(S = span(vy, ..., v,)
Wenn alle Vektoren vy, ..., v, eines Erzeugendensystems linear unabhéngig sind, dann

bilden sie eine Basis. Die Vektoren heissen dann Basisvektoren.

In 2-D wird oft die Standardbasis verwendet. Diese besteht aus den Vektoren

S (1 R
€y = (0) und €, = <1>

Jeder 2-D Vektor kann eindeutig als Linearkombination dieser beiden Basisvektoren dar-
gestellt werden. Wir kénnen jedoch auch zwei andere, linear unabhéingige, Vektoren als
Basisvektoren verwenden. Seien beispielsweise

ey = (?) und é; = <;> ,

auch hier konnen wir jeden 2-D Vektor eindeutig als Linearkombination dieser beiden
Vektoren darstellen. Beide Basen beschreiben hier also denselben Vektorraum. Wir sehen,
dass die Anzahl von Basisvektoren erhalten bleibt. Die Anzahl an Basisvektoren nennt
man Dimension. In unserem Fall mit V' = span(€;, €,) = span(é,, &) hat der Vektorraum
V' die Dimension 2. Es ist also mdglich mehrere Basen fiir einen endlichdimensionalen
Vektorraum zu finden.

Versuchen wir nun einen spezifischen Vektor in der Standardbasis €, €, und der Basis
€y, €¢ auszudriicken. Betrachten wir hierfiir zunéchst den Vektor

3>: ~

In der Standardbasis suchen wir also x1, x5 sodass



—

€x

é = span(éy, ) L = span(é,, &)
(5) = (o)== 0)

Wir erkennen sofort, dass x1 = x9 = 3 sein muss. Somit ist der Koordinatenvektor

beziiglich der Standardbasis €, €,:
(3)
5 :
I7y

In der Basis €, & suchen wir nun z;, zy sodass

()= (1) +=(2)

Hier erkennen wir sofort, dass z; = x5 = 1 sein muss. Somit ist der Koordinatenvektor
beziiglich der Basis €, é:
1 uis

Der Koordinatenvektor héngt also immer von der gewéhlten Basis ab!



1 Lineare Abbildungen
Seien V, W reelle Vektorraume. Dann heisst

F: VW, z— F(x)
lineare Abbildung, falls Vx,y € V, Va € R gilt:

i. Fle+y)=F(z)+ F(y)
ii. Flazx)=aF(x).

J

Wenn wir nun priifen wollen, ob eine Abbildung linear ist, dann miissen wir priifen ob i.
und ii. erfiillt sind. Als Beispiel betrachten wir die Abbildung

F:R—=R, z~ 3x.

Wir priifen nun i. und ii. fiir diese Abbildung;:

i. Flz4+y)=3+y) =3r+3y=F(z)+ F(y)
it. Flazx)=3(ar)=a-3z=a- F(x).

In diesem Fall ist die Abbildung F linear.

Aus den Bedingungen i. und ii. foglen bestimmte Eigenschaften die jede lineare Abbildung
besitzt. So wird z.B. der Nullvektor immer auf den Nullvektor abgebildet. Wenn ausser-
dem VW endlichdimensionale Vektorrdume sind, z.B. V = R", W = R™, dann kann
jede lineare Abbildung F : V. — W durch eine Matrix A € R™*" dargestellt werden.
Allgemein kann man eine lineare Abbildung in der Form

F:R"—=R" x~— Ax

schreiben, wobei A € R”*" die Abbildungsmatrix von F ist. Als Beispiel betrachten wir
die Abbildung F gegeben durch

, \ . r+y
F R = R, = |z —2y
y 3z

Wir kénnen die Abbildung in die Form = +— Az bringen, indem wir die Abbildungsmatrix
A bestimmen. In diesem Fall ist

. T4y 1 1 .
()|—> r—2yl =1 -2 ()
Y 31 3 0)\



2 Eigenwertproblem

Betrachten wir zunéchst eine lineare Abbildung gegeben durch z +— Ax mit A € C™*".
Wie wir bereits in der Linearen Algebra I sahen, kann diese Abbildung analog zu einer
Funktion interpretiert werden. Die Abbildung nimmt einen Vektor x und bildet ihn auf
den Vektor 2/ = Ax ab.

Wir fragen uns nun, ob es bestimmte Eingabevektoren = gibt, welche durch die Abbildung
x +— Az nur um einen Faktor A gestreckt bzw. gestaucht werden.

) A =Xz

—

Wir wissen also, dass in diesem Fall fiir eine Abbildung, gegeben durch = — Ax, folgendes
gelten muss: Ax = 2’ = A - z. Daraus konnen wir die allgemeine Eigenwertgleichung
ableiten:

Az = Az (1)

Der Vektor x welcher durch die Abbildung nur gestreckt bzw. gestaucht wird, nennt sich
Eigenvektor. Der Faktor A\, um welchen der Vektor gestreckt bzw. gestaucht wird, nennen
wir Eigenwert.

2.1 Eigenwerte

Wir suchen nun ein A, sodass Ax = Az gilt. (Wir suchen nur nichttriviale Lésungen
x # 0). Durch Umstellen von erhalten wir ein homogenes lineares Gleichungssystem
der Form

(A= M)z =0. (2)
Wann hat dieses HLGS nur nichttriviale Losungen?

) Erinnerung aus der Linearen Algebra I

Folgende Aussagen sind fiir A™*™ dquivalent:

e Das homogene LGS Az = 0 besitzt nur die triviale Losung

o det(A) #0

. 7

Demnach hat das HLGS nichttriviale Losungen genau dann wenn

det(A — AI) =0

Mit dieser Gleichung kénnen wir nun A bestimmen.
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3 0 0
Beispiel Sei A= |5 —6 0|, bestimme alle Eigenwerte \; von A.
0 1 3

0 3—A 0 0
0 = det 5 —-6-X 0 =0
1 0 1 3—A

o = O

3 0 1
det(A—AXl)=det | {5 —6 O] —A[0
0 3 0

B3=MN(=6-NEB-\)=0

M=3 A=3 A\=—6

Das Polynom p4 := det(A—AI) heisst charakteristisches Polynom. Wenn A € C™*", dann
ist pa(A\) ein Polynom vom Grad n. In unserem Beispiel ist der Eigenwert 3 eine dop-
pelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Wir sagen dann, dass die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes 3 gleich 2 ist. Fiir die Matrix von oben bedeutet das

A2 =3  hat die algebraische Vielfachheit 2
A3 = —6 hat die algebraische Vielfachheit 1
Merkmale und Definitionen von Eigenvektoren einer Matrix A € C"*™:

e A hat mindestens einen Eigenwert A € C
e A hat hochstens n Eigenwerte A € C

e A hat genau n Eingenwerte A € C, wenn man die Vielfachheit z&hlt

die Menge aller Eigenwerte von A heisst Spektrum von A

Zwei Matrizen A, B € C™*" heissen dhnlich, wenn fiir eine reguléire Matrix T' € C™*"
gilt: B = T~1'AT. Ferner haben A und B dann:

— dasselbe charakteristische Polynom

— dieselben Eigenwerte mit denselben algebraischen Vielfachheiten

— dasselbe Spektrum

— dieselbe Determinante

2.2 Eigenvektoren
Wir wissen nun wie wir die Eigenwerte A erhalten, nun miissen wir noch die dazugehorigen
Eigenvektoren berechnen. Das heisst den Vektor x bestimmen, fiir welchen gilt:

Az =Xz (x#0)

Das Problem kann wieder zu einem homogenen LGS der Form umgeschrieben wer-
den. Nun setzten wir einen der Eigenwerte ein und losen das HLGS. Demnach sind die
Eigenvektoren immer mit einem Eigenwert verkniipft.



3 0 0

Beispiel Sei A =[5 —6 0| mit den Eigenwerten A\ = 3, \3 = —6. Bestimme die
0 1 3

Eigenvektoren vy, , vy,, vx, von A.

Fiir den ersten Eigenvektor miissen wir folgendes HLGS losen:

vy (A=XMNDzx=(A—-31)z=0.
Mit der gegebenen Matrix ergibt sich

Welches die Losung

$3:tER; .TQ:O, .1'1:0

besitzt und somit in den folgenden Eigenvektor resultiert:

0
U, = 0
1

Da die Eigenwerte A\; = \s sind, ist der Eigenvektor vy, identisch zu vy,. Fiir den dritten
Eigenvektor miissen wir folgendes HLGS l6sen:

Upg : (A= Xz = (A+61)x = 0.
Mit der gegebenen Matrix ergibt sich

9 00
5 0 0)Jxz=0
019
Welches die Losung
1 =0; z9 = —923

besitzt und somit in den folgenden Eigenvektor resultiert:

0

Da wir bei der Berechnung fiir Eigenvektoren ein HLGS mit det = 0 16sen, wird es immer
unendlich viele Losungen fiir (A — M)z = 0 geben. D.h. jede mogliche Linearkombination
von Eigenvektoren von einem Eigenwert ist auch wieder ein Eigenvektor zum gleichen
Eigenwert. Der dadurch aufgespannte Vektorraum ist dann ein Unterraum von C™ und
nennt sich Eigenraum. Eigenrdume werden mit £, bezeichnet.



2 11

Beispiel Sei A = |1 2 1| mit den Eigenwerten A2 = 1,A\3 = 4. Bestimme die
11 2

Eigenvektoren von A.

Genau wie oben miissen wir ein HLGS l6sen.

EM :E)\Q :El . (A—)\lf)l’: (A—H)xzo

1 11 1 11
11 1]z=022%100 0|z=0.
1 11 0 00
Nun haben wir zwei freie Parameter:
r3=1t, xo=5 r1=—s—1 s,telR

Der resultierende Eigenraum zum Eigenwert 1 ist somit

-1 -1
E, = span 11,10
0 1

E4 kann auf die gleiche Weise berechnet werden.

In diesem Beispiel ist also der Eigenraum F; zum Eigenwert 1 ein zweidimensionaler
Unterraum. Die Dimension des Eigenraums dim(F),) heisst geometrische Vielfachheit
des Eigenwertes );. In unserem Beispiel ist also die geometrische Vielfachheit von \; = 2.
Die geometrische Vielfachheit ist immer gleich der Anzahl freier Parameter des HLGS
(A — M)z = 0. Allgemein ist immer zu beachten, dass fiir einen Eigenwert A der Matrix
A € C™" gelten muss:

1 < geom. Vielfachheit()\) < alg. Vielfachheit(\) < n.



3 Normen und Skalarprodukte

3.1 Normen

Bisher haben wir mit den Vektorrdumen die Vektoroperationen verallgemeinert. Wir wis-
sen also wie wir, unabhéingig von den Objekten in einem Vektorraum rechnen kénnen.
Nun wollen wir einen weiteren Schritt machen und die Grésse von Vektoren aus einem
Vektorraum vergleichen. Dafiir ordnen wir jedem Vektor v, in einem Vektorraum, eine
reelle positive Zahl zu, da wir deren Grosse gut vergleichen kénnen, z.B. kénnen wir ganz
klar sagen, dass die Zahl 6 grosser als die Zahl 3 ist.

Wie sieht es jedoch mit Vektoren aus? Hier ist die Antwort nicht so offensichtlich. Welcher
dieser Vektoren ist grosser?

w

/

- e ()

Nun kommt es darauf an was grosser in diesem Kontext bedeutet z.B. konnte man argu-
mentieren, dass:

e v ist grosser, da die geometrische Lénge grosser ist.

e w ist grosser, da der Vektor eine grossere Zahl enthélt.

Normen werden uns nun helfen diese Frage eindeutig zu beantworten. Denn eine Norm
ist eine fixe Regel, mit welcher man jedem Vektor eine reelle positive Zahl zuordnen
kann. Dadurch kann man Sie dann vergleichen. Mathematisch lésst sich das durch eine
Abbildung ausdriicken:

V=R, v ol
Wie im Beispiel von oben, gibt es viele Moglichkeiten diese Zuordnung zu machen.
e Geometrische Lénge (Euklidische Norm)

lzllz = /2t +25 — vz = V18

lw]ls = V17
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e grosster Eintrag (Maximumsnorm)

2]l = max{|zy], [z2]} = o]l =3

[wlloo =4

Achtung! Nicht alles ist eine Norm, es miissen bestimmte Bedingungen erfiillt sein damit
eine Norm vorhanden ist.

Vektornormen

Eine Norm ordnet jedem Vektor eine reelle Zahl zu und kann so als eine Art Mass
verstanden werden. Vv, w € V,a € R muss gelten:

|v]| > 0 und |jv|| =0 v =0
loc- vl = [ - [|v]

lo+wl| < fJol] + [lw]

Beispiele solcher Normen sind:
|v]l2 := /3 + -+ 02 (Euklidische Norm)
Auf R" { ||v]|oo := max{|v1], ..., |va|} (Maximumsnorm)

ol == (lr? + - + |val?)?  (p-Norm, 1 < p < 00)

[All2 == /32 5 lai;? (Hilbert-Schmidt-Norm)
Auf R L || Allsm == max S laig] (Spaltenmaximumsnorm)
| Allzm = max 2?21 ;| (Zeilenmaximumsnorm)

3.2 Skalarprodukte

Wir haben nun einen Weg um die Grosse von Vektoren in einem Vektorraum zu verglei-
chen. Im néchsten Schritt wollen wir die Beziehung zwischen zwei Vektoren mit einer
reellen Zahl beschrieben. Wieder ldsst sich dies durch eine Abbildung beschreiben.

() VXV =R (2,y) = (2,y).

Auch hier miissen bestimmte Bedingungen erfiillt sein.
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Skalarprodukte

Ein Skalarprodukt ordnet jedem Vektorpaar eine reelle Zahl zu, diese beschreibt
die Beziehung der beiden Vektoren zueinander. Vx,y, z € V,a € R muss gelten:

8
&
~
vV
S
o
=
(oW
—~
8
&
~
I
&)
&
I
(@]

Wenn (x,y) = 0, dann sind z, y orthogonal zueinander (z L y).

3.3 Vom Skalarprodukt induzierte Norm

Das Skalarprodukt kann auch benutzt werden, um eine Norm zu induzieren. Wenn auf
einem Vektorraum ein Skalarprodukt gegeben ist, kann daraus direkt eine Norm der Form

]l == vz, )

abgeleitet werden. Diese Norm erfiillt automatisch alle Bedingungen einer Norm, egal
welches Skalarprodukt benutzt wird.
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4 Orthonormalbasis

4.1 Orthogonalprojektion

Um die Orthonormalbasis besser zu verstehen, schauen wir uns nochmals die Orthogonal-
projektion an. Grundlegend gibt uns die Orthogonalprojektion den Anteil eines Vektors
der in dieselbe Richtung eines anderen Vektors zeigt. Oder bildlich:

Hier projizieren wir den Vektor w orthogonal auf den Vektor v. Das Resultat ist der
Vektor w’. Mathematisch ldsst sich das mit dem Skalarprodukt ausrechnen

4.2 Orthonormalbasis

Wenn wir eine Basis fiir einen Vektorraum wéhlen, ist es vorteilhaft, wenn diese bestimmte
Eigenschaften erfiillt. Eine dieser wiinschenswerten Figenschaften ist das die Basis ortho-
normal ist. Aber was bedeutet es, wenn eine Basis orthonormal ist, und warum ist das
wiinschenswert?

Bei einer Orthonormalbasis stehen die Basisvektoren senkrecht aufeinander (orthogonal)
und haben die Lénge 1 (normal). Zum Beispiel ist die Standardbasis

~fo- (-0}

eine Orthonormalbasis. Wenn wir in einer solchen Basis die Koordinaten von einem Vek-
tor v finden wollen, kénnen wir einfach den Vektor orthogonal auf die Basisvektoren
projizieren. Nehmen wir Beispielsweise den blauen Vektor v in der folgenden Abbildung:

Durch die Orthogonalprojektionen auf die Basisvektoren erhalten wir die Koordinaten
von v in der Basis €. In diesem Fall sind die Koordinaten gegeben durch

Bei einer nicht orthonormalen Basis miissen die Basisvektoren weder orthogonal noch
normiert sein. Zum Beispiel
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oo () min- ()

Versuchen wir nun die Koordinaten desselben Vektors v in dieser Basis B zu finden.
Wieder projizieren wir den Vektor v orthogonal auf die Basisvektoren.

by

Durch die Orthogonalprojektion erhalten wir die Koordinaten [2 3} T Diese entsprechen
jedoch nicht dem Vektor v.
2
A6,
3) 15

Wenn wir einen Vektor in einer solchen nicht-orthogonalen Basis darstellen wollen, dann
kénnen wir nicht einfach orthogonal projizieren. Um die entsprechenden Koordinaten zu
finden, miissen wir eine Linearkombination der Basisvektoren finden (LGS lésen).

Fiir unsere Orthonormalbasis bedeutet das nun folgendes. Sei £ = {ej,es,...,€,} eine
Orthonormalbasis des Vektorraums V', dann gilt Vx € V'

n

T = Z(m,ek>ek.

k=1

In anderen Worten, konnen wir jeden Vektor als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben, wobei die Koeffizienten durch die Orthogonalprojektionen gegeben sind. Um
die Koordinaten zu finden, miissen wir kein LGS l6sen. Beachte das der Term (e, ex)
wegfallt, da dieser aufgrund der Normierung immer 1 ist.

4.3 Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren

Aufgrund der oben genannten Eigenschaften wollen wir oft mit Orthonormalbasen arbei-
ten. Um eine solche Basis zu finden, benutzten wir das Gram Schmidt Orthogonalisie-
rungsverfahren. Dieses Verfahren erlaubt uns aus einer jeder Basis eine Orthonormalbasis
zu erstellen. Dafiir bendtigen wir eine beliebige Basis B = {by,...,b;} und ein Skalar-
produkt, mit welchen wir dann eine Orthonormalbasis £ = {ej,...,e;} erstellen. Im
Folgenden gehen wir das Verfahren Schritt fiir Schritt durch.
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1. Waéhle einen beliebigen Basisvektor b; und normiere ihn.

b b
Hbl” <b17b1> /

el =
1 ])1

2. Wihle einen zweiten Basisvektor by, ziehe zuerst den zu e; parallelen Teil ab

6/2 = by — <52,€1>€1
——

und normiere ihn dann

) €9

el /e, ey

€2

3. Wiederhole fiir jeden Basisvektor b;

6; = bz — <bi,€1>€1 — <bi,€2>€2 — ... — <bi76i71>€i71
e
;= =

ledll V/Aef, ef)

Beispiel Sei auf P4 das folgende Skalarprodukt gegeben:

1
.0) = [ plohato) o
0
finde eine Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span{1,3z}.

Wir benutzten das Gram-Schmidt-Verfahren mit den Basisvektoren b; = 1 und by = 3.

1.
by by
el = =
C ol (b1, b1)
1
0
€1 = 1

15



3 3
6/2:[72—5:3.754—5
lleall \/(ep, e5)
1 2 1
3 18 9
—><e’2,e'2>—/0 (3x4—5> dm—/o 9&78—33344-2—56&’
1
= xQ—E:f—l—gx _ 10
%" 2], 2
4
N N
(€3, €5) 5
5L, 3\ 15, 3
62_4(3 5)_4"3 1

Die Orthonormalbasis ist gegeben durch

15 , 3
=31, = =2}
o= -3)

Zusammengefasst kann das Gram-Schmidt-Verfahren in einem Kochrezept zusammenge-
fasst werden.
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Gram-Schmidt-Verfahren
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5 Bild und Kern

5.1 Bild

Ganz am Anfang der Linearen Algebra I sahen wir, wie die Matrix-Vektor-Multiplikation
ausgefithrt wird. Wir konnen diese Multiplikation, einer Matrix A mit einem Vektor z,
auch als Linearkombination der Spaltenvektoren von A ausdriicken

a11 Qa2 Q13 x a1 Q12 a13
Qo1 G2 Q23 To| = | a1 | 21+ | @2 | T2+ | a3 | 3.
a31 daszz 33 €3 a31 @32 33

Das heisst, dass alle moglichen Ergebnisse einer Matrix-Vektor-Multiplikation Az durch
die Linearkombination der Spaltenvektoren von A dargestellt werden kénnen. Die Menge
aller dieser Ergebnisse nennt sich Bild. Mathematisch ist das Bild einer Matrix A € R™*"
durch

Bild(A) = {y e R™ | 3 x € R" sodass y = Az}

definiert. Grafisch kénnen wir uns das Bild gut im zweidimensionalen Raum vorstellen.
Seien beispielsweise die Matrizen

1 2 1 2
A:<2 O) und B:(2 4)

gegeben. Wir konnen nun grafisch die Bilder von A und B darstellen.

Bild von A ) ,t Bild von B

Das Bild von A spannt den gesamten zweidimensionalen Raum auf, da die Spaltenvek-
toren linear unabhéingig sind (zeigen in unterschiedliche Richtungen). Das Bild von B,
im Gegensatz, ist nur eine Linie da die Spaltenvektoren linear abhéingig sind (zeigen in
dieselbe Richtung). Dies stimmt auch mit der obigen Definition iiberein, denn

wr=(y 0) (1) = (2) + = 0)

~
linear unabhingig

m (33 ()= () == ()

~
linear abhéngig

Wir konnen hier erkennen, dass die Dimension des Bildes gleich der Anzahl linear un-
abhéngiger Spalten bzw. dem Rang der Matrix ist. Allgemein gilt:
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dim(Bild(A)) = Rang(A).

Beispiel Oft muss ein Erzeugendensystem oder Basis des Bildes einer Matrix gefunden
werden. Sei beispielsweise eine Matrix A gegeben durch:

A:

N
W = DN
O Ot i~

e Aufgabe: Finden Sie ein Erzeugendensystem fiir das Bild von A.

Hier konnen wir einfach die Spaltenvektoren ablesen und erhalten

1 2\ /4
Bild(A) =< |3].,[1].]5
4/ \3) \o

e Aufgabe: Finden Sie eine Basis fiir das Bild von A.

Wir suchen nun alle linear unabhéngigen Spalten von A. Dafiir transponieren wir
die originale Matrix A, wodurch die Spalten zu den Zeilen werden und umgekehrt.
Nun wenden wir den Gauss-Algorithmus an und nehmen die Zeilen, die nicht Null
sind, als Basis des Bildes. Wir erhalten:

1 3 4 1 3 4
AT=12 1 3] &% 10 -5 —5
4 5 9 0 0 0
Somit ist eine mogliche Basis gegeben durch
1 0
Bild(A) = 31,15
4 -5

(Falls man direkt erkennt wie viele linear unabhéngige Spalten eine Matrix hat,
kann man ohne Rechnung die entsprechende Anzahl an linear unabhéngigen Spal-
tenvektoren nehmen. Bei grossen Matrizen kann es aber schwierig sein, lineare
Abhéngigkeit zwischen Spalten zu erkennen.)

5.2 Kern

Um eine Intuition fiir den Kern zu bekommen, blicken wir nochmals auf das Bild einer
Matrix. Das Bild beschreibt den Raum auf welchen alle beliebigen Vektoren x durch A
abgebildet werden. Fiir die Matrix
2 4
=0 2)
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konnen wir uns das Bild grafisch als eine Linie vorstellen da A zwei linear abhingige
Spalten hat. Betrachten wir nun was passiert, wenn einige Vektoren v durch A abgebildet

CEN0-0 CH0-0 Y-

S

Man erkennt, dass alle Vektoren nach der Multiplikation mit A wie erwartet im
liegen (in diesem fall auf der orangen Linie). Wir kénnen uns nun fragen welche Vektoren
2 durch A auf null abgebildet werden. D.h. wir suchen all -, sodass Ar = 0. Zum Beispiel

erfiillen diese Vektoren die Bedingung:
2 4 4\ (0
1 2)\-2) \0o/)°

G230 ()00

AN
N

A

Kern von A

Wir erkennen, dass alle Vektoren auf der blauen Linie diese Bedingung erfiillen. Diese
resultierende Menge, aller Vektoren, die auf null abgebildet werden, wird Kern genannt.
Diese Menge ist dquivalent zur Losung des HLGS Az = 0. Mathematisch ausgedriickt ist
der Kern einer Matrix A definiert durch

Kern(A) = {z € R" | Az = 0}.

Mit der Definition von Kern kénnen wir auch die im ersten Abschnitt eingefiihrte Zusammenhangs-
Liste ergéinzen.
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Wichtige Zusammenhénge

Folgende Aussagen sind fiir A € R™*™ dquivalent:
e rang(A) =n
e Das LGS Ax = b ist fiir beliebiges b losbar
e Das LGS Ax = b hat genau eine Losung
e Das homogene LGS Az = 0 hat nur die triviale Losung z = 0
e Die Zeilen und Spalten von A sind linear unabhéngig
e A ist invertierbar (regulér, nicht singulér)
o det(A) #0
e Die Spalten von A bilden eine Basis von R"
e Der Kern besteht nur aus dem Nullvektor

e Kein Eigenwert von A ist Null

Um den Zusammenhang mit Eigenwerten zu verstehen, erinnern wir uns nochmals was
Eigenwerte und Eigenvektoren sind. Ein Eigenvektor ist ein Vektor, der durch eine Mul-
tiplikation mit einer Matrix nur um einen Faktor A, dem Eigenwert, skaliert wird. Wenn
nun ein Eigenwert Null ist, dann gibt es Vektoren (die nicht der Nullvektor sind) welche
auf null abgebildet werden. D.h. das HLGS Az = 0 hat nicht triviale Losungen x # 0
und dadurch ist der Rang der Matrix nicht voll.

Beispiel

e Bestimme den Kern der Matrix

Lose das HLGS Az = 0:
2 410 Gauss 2 410 $2:t . —2
12/0 000 g=-2u Kem(A)_Span{(1)}

5.3 Beziehung zwischen Kern und Bild

Im Folgenden wollen wir Zusammenhénge zwischen Kern und Bild genauer betrachten.
Spezifischer wollen wir zwei wichtige Eigenschaften beweisen. Die erste Eigenschaft

i. dim(Kern) 4 dim(Bild) = n,

lasst sich sowohl grafisch als auch mathematisch Beweisen.
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Grafische Intuition

Beginnen wir mit dem grafischen Beweis in 2 Dimensionen. Sei A € R™*" und v € R"
ein beliebiger Vektor. Ausserdem sei Av = w. Wir kénnen nun v in zwei Komponenten
zerlegen:

{f} € Kern(A)

v orthogonal zu ©

Dadurch ist:

0
Av = A(D + 1) = AT+ Av = Av =

Der Term Av ist Null, da v im Kern von A liegt. Letztlich definieren wir noch einen zum
Kern orthogonalen Unterraum (/. Per Definition ist dadurch v € U. Zusammengefasst
konnen wir das ganze grafisch darstellen:

Kern von A

Folgende Beobachtungen kénnen nun gemacht werden:

e Der Kern und der zum Kern orthogonale Unterraum U haben zusammen die Di-
mension n, da wir durch die Summe v = v + v alle Vektoren v erzeugen konnen.

dim(Kern) + dim(U) = n.

e Jeder Vektor v in U korrespondiert zu einem Vektor in und umgekehrt, da
Av = w. Die Dimension von U ist also gleich der Dimension des

dim(U7) = dim(111).

Zusammen gilt also
dim(Kern) + dim(Bild) = n.
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Mathematisch

Sei A € R™*" und der Kern per Definition die Losungsmenge des HLGS Az = 0. Diese
Losungsmenge hat n — r freie Parameter. Dabei ist 7 der Rang von A (Anzahl Pivots).
Betrachten folgendes Beispiel:

12 4 1 2 4]0 1 2 410
A=[3 15| =& 31 50 & o _5 _7]0
439 43 9]0 0 0 010
wodurch:
ra =1, =x —ztx——gt
3_72_57 1_5a
und

r=2 n=3 n-—r=1
Der Losungsraum von Az = 0 hat also die Dimension 1. Damit hat auch der Kern die
Dimension 1.
dim(Kern) =n —r.

Durch das Gauss-Verfahren haben wir bereits die Zeilenstufenform R von A gefunden.
Die Bilder von A und R lassen sich durch die jeweiligen Spalten beschreiben

1 2 4 1 2 4
A=|3 1 5 R=|0 =5 -7
4 39 0 0 0
Bild(A) = span {a(l), a®, a(3)} = Bild(R) = span {T(l), r®, 7"(3)}

Da A und R dieselbe Losungsmenge beschreiben, spannen sie auch dasselbe Bild auf und
haben auch dieselbe Dimension. Die Dimension von Bild(R) ist einfach zu bestimmen da
sie gleich dem Rang r ist. Es gilt also

dim(Bild(A)) = dim(Bild(R)) = r.
Dadurch ist

dim(Kern) + dim(Bild) =n —r +r =n,

und somit

dim(Kern) + dim(Bild) = n.
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Die zweite Eigenschaft, die wir beweisen wollen ist, gegeben durch:

ii. Kern(A') L Bild(A).

Den Beweis dazu koénnen wir durch folgende Uberlegung erlangen. Sei A definiert durch:

wobei a(™ die Spalten von A sind. Dadurch gilt das Bild(A) = {a(l),a(2),a(3)}. Durch
das Transponieren werden die Spalten a™ zu den Zeilen al™.

U

AT =1[... oM
al3]

Betrachten wir nun das HLGS ATy = 0. Allgemein ist dies definiert durch

al ... n 0
ATy = “ .. a[Q} o o y2 g 0
a[:ﬂ ce Y3 0

Wir sehen, dass der Vektor y immer im Kern von AT liegen muss, um diese Gleichung zu
erfiillen. Nun kénnen wir das Produkt von AT mit y auch als das Skalarprodukt von den
Spalten (™ mit dem Vektor y interpretieren. Dieses Skalarprodukt (a(™,y) ist immer
Null, woraus folgt:

Kern(A") L Bild(A).

Aus dieser Bedingung folgt die Fredholm Alternative welche besagt, dass Ax = b 16sbar
ist (b liegt im Bild) genau dann, wenn b senkrecht auf allen Losungen des adjungierten
LGS ATy = 0 steht.
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6 Basiswechsel und Diagonalisierung

6.1 Basiswechsel fiir Vektoren

Was bedeutet es nochmal, wenn wir einen Vektor mit den Koordinaten [—4 1} " beschrei-
ben? Grundlegend beschreiben Koordinaten um wie viel die Basisvektoren des assoziierten
Vektorraums skaliert werden. In der Standardbasis ist dies bereits recht intuitiv.

b=l

Wir konnen aber auch eine andere Basis wéhlen, z.B. gegeben durch die Vektoren [2 1} !

und [—1 1} " Wenn wir nun dieselben Koordinaten wie in der Standardbasis benutzten,
bekommen wir einen anderen Vektor.

< =E L

Mit den neuen Basisvektoren wéren die richtigen Koordinaten fiir denselben Vektor ge-
geben durch

In der neuen Basis wird derselbe Vektor durch die Koordinaten [—1 2}T beschrieben.
D.h. die Koordinaten héngen immer von den Basisvektoren ab. Wenn wir von einer Basis
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in eine andere wechseln, miissen demnach auch die Koordinaten geéndert werden. Dafiir
fithren wir die Ubergangsmatrix bzw. Transformationsmatrix ein. Um dieses Konzept
besser verstehen zu konnen betrachten wir zunéchst das Beispiel von oben. Seien die zwei

asen gegeben durch: B:{BH?H ={[?Hﬂ}

Wir wollen nun von der Basis B in die Basis 7 transformieren. Gesucht sind also die
Koordinaten eines Vektors [v]s in der neuen Basis /7. Mathematisch kénnen wir das so
ausdriicken:

~
Beschreiben denselben Vektor

Dies konnen wir in ein LGS in Matrixschreibweise umformen:

6L, - mell] -,

—B

Wir erkennen hier, dass wenn ein Vektor in der Basis /7' mit der Matrix 7%, 5 multipliziert
wird, derselbe Vektor in der Basis B resultiert. Die Matrix T}, 5 transformiert also einen
Vektor aus der Basis /7' in die Basis 5. Wir suchen jedoch eine Matrix die einen Vektor aus
der Basis B in die Basis /7' transformiert. Dafiir konnen wir einfach die Inverse nehmen:

—4
-rita[ 1], - [
],
Die gewiinschte Ubergangsmatrix ist also gegeben durch:
-1
1 (2 -1 IR
T = 1oy _<1 1) “3\-12

Basiswechsel fiir Vektoren

Fiir beliebige Basen Q = {q1,q2, - .., qn} und W = {wy, ws, ..., w,} gilt:

Tow = ([ailw, [@w, -5 [galw)
[vlw = Tomwlv]o

1
Tow = Tyg
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Beispiel Eine Basis sei gegeben mit B = {B] , [(1)] } Transformiere den Vektor
S S

V= E} aus der Standardbasis S in die Basis B.
S

Wir suchen also die Ubergangsmatrix Ts 53 = ([s1]B, [2]5). Die Vektoren [s;]g kennen
wir nicht, nur die Vektoren [b;]s sind bekannt. Damit ist auch die Matrix Ts,s gegeben.

Trss = ([b]s, [b2]s) = (; (1)) :

Wir wissen nun das Ts,.,p = TB_i) s- Damit kénnen wir den Vektor v transformieren:

e =T bls = Tt s = (2 ) [ = [2)-

6.2 Basiswechsel fiir Matrizen

Wir kénnen nun Vektoren von einer Basis in eine andere transformieren. Nun stellt sich
die Frage, ob das auch fiir Matrizen gilt. Denn lineare Abbildungen und deren Darstel-
lungsmatrizen sind auch an eine Basis gebunden. Sei A eine Darstellungsmatrix einer
linearen Abbildung in der Basis Q. Dann gilt:

[Alolzlo = [v]e-
Wir suchen nun die Darstellungsmatrix der gleichen Abbildung in einer Basis WW. Mathe-
matisch ausgedriickt

[Alwlzlw = [ylw-

Durch Umformen erhalten wir:

[Alolz]e = [yle |- Tomsw
TomwlAlelzle = Tomwlylo | Tomwlyle = ylw
TomwlAlelzle = [ylw | I =Tg  wTomw
To-wlAloTg wTomwlrlo = [ylw | Tomwlrle = [zlw

?QHW [A] QTéimﬁ [Tlw = [ylw

[Alw

Basiswechsel fiir Matrizen

Fiir beliebige Basen Q = {q1,q2, ..., qn} und W = {wy, ws, ..., w,} gilt:

[Alw = Toow [Alo Tolw
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Doch warum miissen wir hier zweimal mit einer Transformationsmatrix multiplizieren?
Betrachten wir dafiir die einzelnen Terme etwas genauer.

[Alwlzlw = [ylw
Toosw [Alo Tgly (2w = [ylw

Transformation von [z]yy zu Basis Q
Abbildung von [z]g in Basis Q

Riicktransformation von [y|g zu Basis W

Beispiel Eine Basis sei gegeben mit B = {B} , {ﬂ } Transformiere die Matrix
S S

[A]s = (g ;) aus der Standardbasis S in die Basis B.

Wir benutzten hier die oben eingefiihrte Transformationsmatrix in diesem Fall bekommen
wir

[Als = Tsos [Als Ts 5

(1 0\ (/3 1\/1 0\ (1 0\/5 1\ (5 1
S \-2 1)\0 2/\2 1) \-21)\4 2] \-6 0
6.3 Diagonalisieren

Wir wissen nun wie wir von einer Basis zur anderen wechseln kénnen, indem wir Vektoren
und Matrizen transformieren. Da lineare Abbildungen durch Matrizen beschrieben wer-
den konnen, sind wir auch in der Lage lineare Abbildungen von einer Basis in die andere
zu transformieren. Fiir solche Abbildungen ist es vorteilhaft, wenn die dazugehorige Ab-
bildungsmatrix diagonal ist. Denn Diagonalmatrizen sind leicht invertierbar und Matrix-
multiplikation ist bedeutend unkomplizierter. Beim sogenannten Diagonalisieren wollen
wir einen Basiswechsel durchfiihren, sodass eine gewiinschte Matrix in der neuen Basis
diagonal ist. Konkreter wollen wir fiir eine quadratische Matrix A € C"*" eine Matrix
T € C™™ finden, sodass

T'AT = D = diag(dy, ds, . .., dy,),

wobei D die Matrix in der neuen Basis ist. Um die Diagonalisierung durchzufiihren,
miissen wir demnach die Basis finden in der A diagonal ist. Aber wann ist das der Fall?
Nehmen wir nochmals einen Schritt zuriick und iiberlegen uns was der Effekt von diago-
nalen Matrizen und deren assoziierter Abbildung im zweidimensionalen Raum ist. Im fol-
genden Beispiel betrachten wir wie eine Diagonalmatrix verschiedene Vektoren im Raum

abbildet.
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Wir erkennen, dass die Basisvektoren (hier die Standardbasis in Blau und Rot) nur ska-
liert werden, aber nicht Ihre Richtung dndern, genau wie Eigenvektoren. In anderen Wor-
ten sind bei Diagonalmatrizen die Eigenvektoren auch die Basisvektoren. Indem wir also
die Eigenvektoren der urspriinglichen Matrix als neue Basisvektoren wahlen, garantieren
wir, dass die Matrix in der neuen Basis diagonal ist. Weiterhin sehen wir, dass die Dia-
gonaleintrdge der Matrix genau die Faktoren sind mit denen die Basisvektoren skaliert
werden. D.h. die Diagonaleintrége der diagonalisierten Matrix sind die Eigenwerte der
urspriinglichen Matrix.

Sei zum Beispiel eine Matrix A in der Standardbasis S gegeben durch A = (g _11)

Weiter seinen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A gegeben durch

)\1:2, U1:|:(1):|, )\2:1, U2:|}:|.

Um A zu diagonalisieren suchen wir eine Basis B, in der die Basisvektoren durch die Ei-
genvektoren vy, vy gegeben sind. Anschliessend benttigen wir nur noch eine Transformati-
onsmatrix, um in die entsprechende Basis zu wechseln. Mit den gegebenen Eigenvektoren
konnen wir bereits die Ubergangsmatrix T, s bestimmen, indem wir die Eigenvektoren

als Spalten nehmen:
11

Die diagonalisierte Matrix D ist dann gegeben durch

_ 20

Die Eigenwerte der Matrix A sind nun auch die Diagonaleintrige der Matrix D. Gleicher-
massen gilt auch

A=Tpz.,s DTz

Zusammengefasst konnen wir dies in einem “Kochrezept” aufschreiben.
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Diagonalisieren

Um eine Matrix A € C™*" zu diagonalisieren (D = T—'AT), gehe wie folgt vor:
1. Bestimme die Eigenwerte \; und Eigenvektoren v; von A.
2. Die Matrix D = diag(\y, ..., A,) ist die diagonalisierte Matrix.

3. Setze die Eigenvektoren als Spalten in die Matrix T ein (Gleiche Reihen-
folge wie bei D!).

4. Bestimme 7~!. Falls Eigenvektoren orthonormal sind, gilt: 7-! =TT,
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