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Multiple Choice Frage 3

Seif(x,y) = % Dann ist die Ableitung der in einer Umgebung von x = 2
durch f(x, ¢(x)) = f (2, 1) definierten Funktion ¢ gegeben durch
¢ Q)=

Prafen

Satz. Die Tangentensteigung an die Kurve K : .P(r y) = 0 an der Stelle (xo,yo0) lautet:

f.t:(f'[lf y{))
fy(wo,y0)

o' (z0) = —




Aufgabe |

1. (a) (V) Gegeben sei die Funktion

f(x,y) = zy (22 — 5y)

im abgeschlossenen Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,2), (2,2),(2,0). Berechnen Sie
die globalen Extremastellen von f in diesem Quadrat.

Zu untersuchende Stellen:

e Extrema im Inneren des Gebiets — grad(f) = (g)

. . .. . z(t
e Kandidaten auf dem Rand des Gebiets — Parametrisierung 7(t) = (;E ?‘D

e Eckpunkte des Gebiets

e Definitionsliicken der partiellen Ableitungen




Koordinatentransformationen

o Verallgemeinerte Kettenregel fur Parametrisierungen in mehreren Variablen
Funktion f(x,y) & Parametrisierung x(p, @) ,y(p, @)
fo(0,0) = fi %o+ £+
foP @) = fx Xp + [y Yy

o Matrix Schreibweise:

th =G 5 (7 37)



Gebietsintegrale

Definition. Das der Funktion f iiber das Gebiet

B={(z,y) eR* |z € [a,f],y € [y(2),6(z)]} = {(z,y) e R? | y € [,0],z € [aly), B(y)]}

ist gegeben durch

- B pé(x) 0 rB(y)
V= / f(z,y) dF = / / f(z,y) dy dx = j ] f(z,y) dx dy.
B a Jy(z) v Jaly)

Beispiel:

1 2—-2x

V:J J x?+ y?dydx
0

2x—2

L | J




Volumenintegrale

Definition. Das ist gegeben durch

Vz[[/ﬂf(:{:,y,z) dv.

o Volumenelement in kartesischen Koordinaten: dV =dx - dy - dz



Anwendungen Gebietsintegrale

o Fldche F: F={[[1-dF

o Gesamtmasse M: M= [[ p(x,y) - dF

o Schwerpunktskoord. xg , yq: Xs =%-ffx -dF, ys =%~ffy - dF
o Fl&chenttragheitsmoment: Jo = [J(x*+y?) - dF

o

Pol. Fidchentrdgheitsmoment  J, = [[ r3-dp dg



Beispielautgabe BP Winter 2018

1. Single Choice. Es sei
Kp = {(zu) eR?: 22 +4% < RQ}

eine Kreisscheibe mit Radius R > 0 und es sei Jy das polare Flachentrigheitsmoment
(d.h. beziiglich der z-Achse) der Kreisscheibe K i beziiglich des Koordinatenursprungs.
Wie gross ist das polare Flachentrigheitsmoment der Kreisscheibe Kop = {(’L y) €
R2: 22442 < (QR)Q} beziiglich des Koordinatenursprungs?

(a) 16J0

(b) 2Jo

(c) 4Jo

Pol. Fldchentrdgheitsmoment o = [[ 3 -dp de



Losungen SC BP Winter 2018

o FUr eine Kreisscheibe mit Radius R ergibt sich das Integral fozn fo r3.dr-dp =="-R*

o FUr eine Kreisscheibe mit Radius 2R ergibt sich das Integrall f fZR 3.dr-de = -(2R)4

> Die Beiden Ergebnisse unterscheiden sich um den Faktor 2* = 16. Damit stimmt a)



Anwendung Volumenintegrale

> Volumen V: V={[f1-dVv
o Gesamfmasse M. M= [[[ p(x,y,2) dV
o Trdgheitsmoment 8 (hom. Kérper) 0=p-[[[(x*+y?)dV

o Trdgheitsmoment 8 (inhom. Koérper) 0= [[[(x*+y2) - p(x,y,2z)dV



Polarkoordinaten

o Transformation der Variablen:
> x =1-cos(p)
> y =r-sin(p)
P11 rP1
j j flp,9)-p-dp-do

Do “Po

> r=,x%+y?

> Q= arctan(%)

FliGchenelement dF = p-dp - do

Abb. https://seos-project.eu/laser-rs/laser-rs-c03-s01-p01.de.html



/ylinderkoordinaten

o |dentisch zu den Polarkoordinaten, aber zusatzliche z-Komponente (Hohe des Zylinders)

»x =r1-cos(p)
> y =r-sin(p)

}

Y z /)
)

»>7=17 .— \

> r=.x%+y? . . @
g Py

> @ = arctan( %) \ e

Fldchenelement dF = p-dp - do

Abb. hitps://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten



Beispielaufgabe Basisprufung BP Sommer 2017

Offene Aufgabe. Es bezeichne
S={(z,y.2)eR®: 22+ =1.0< 2 <3} U{(z.y,0) e R®: 22 + 2 < 1}

die Oberfléiche eines halboffenen Zylinders. Weiter sei 7: R? — R3 das Vektorfeld gege-
ben durch #(z.y. 2) = (cos(y),sin?(z). 2% — 6).

mmm) (a) Die Fliche S kann mit der Kreisscheibe aus der SC-Frage geschlossen werden. Be-
rechnen Sie das Volumen des dadurch entstehenden Zylinders.
(b) Berechnen Sie div 7.

(c) Berechnen Sie den Fluss

aus S heraus.

Losung: Es handelt sich um eine Zylinder mit Radius 1 und HOhe 3. Das Integral lautet:

2w 3 (1
Vz=j jjl-r-dr-dz-dcp=3n
o Jo Jo



Ellipsenkoordinaten

. ) x2 Y2
ox =a-r-cos(p) Ellipsengleichung: = + 5 =7

oy =hb-r-sin(p)

(0]

Fidchen-/Volumenelement b
dA = abr - dr - do a-r
dV = abr - dr - do - dz (Elliptischer Zylinder)

T

O

(0]




Kugelkoordinaten

o x =71-sin(@) - cos(p)
o y =1 -sin(0) - sin(p)

z =1"-cos(8)

(0]

Volumenelement dV = 72 - sin(0) - dg - df - dr

(0]

Durch Konvention: ¢ € [0, 2], ¢ € [0, ]

(0]

o

Durch welches Volumenintegral wird das Kugelvolumen V, = %-nR3 beschrieben?

Losung: Vi = f: fozn fOR 1-r%-sin(@)-dr-de-db

Abb. https://seos-project.eu/laser-rs/laser-rs-c03-s01-p01.de.html



Jacobi-Determinante

o Wie findet man das Flachen oder Volumenelement fUr eine unbekannte Transformation?

Transformation: u(x,y), v(x,y)

mmmm) Determinate der Jacobi-Matrix: det(J) = det (x“ xv)

Yu Yo

dF =det(J) - du-dv



