
ANALYSIS II

Übungsstunde IV



Ablauf

◦ Intuitionsübung

◦ Nachbesprechung Serie 2

◦ Vorlesungsstoff

◦ Koordinatentransformationen

◦ Gebietsintegrale

◦ Polarkoordinaten & Zylinderkoordinaten



Multiple Choice Frage 3



Aufgabe 1



Koordinatentransformationen

◦ Verallgemeinerte Kettenregel für Parametrisierungen in mehreren Variablen

Funktion 𝑓 𝑥, 𝑦 & 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑠𝑖𝑒𝑟𝑢𝑛𝑔 𝑥 𝜌, 𝜑 , 𝑦 𝜌, 𝜑

෩𝑓𝜌 ρ, 𝜑 = 𝑓𝑥 ∙ 𝑥𝜌 + 𝑓𝑦 ∙ 𝑦𝜌

෪𝑓𝜑 ρ, 𝜑 = 𝑓𝑥 ∙ 𝑥𝜑 + 𝑓𝑦 ∙ 𝑦𝜑

◦ Matrix Schreibweise:

𝑓𝜌 𝑓𝜑 = 𝑓𝑥 𝑓𝑦 ∙
𝑥𝜌 𝑥𝜑
𝑦𝜌 𝑦𝜑



Gebietsintegrale 

Beispiel: 

𝑉 = න

0

1

න

2𝑥−2

2−2𝑥

𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑦 𝑑𝑥



Volumenintegrale

◦ Volumenelement in kartesischen Koordinaten: dV = 𝑑𝑥 ∙ 𝑑𝑦 ∙ 𝑑𝑧



Anwendungen Gebietsintegrale

◦ Fläche F : 𝐹 = 1׭ ∙ 𝑑𝐹

◦ Gesamtmasse M: M= 𝜌׭ 𝑥, 𝑦 ∙ 𝑑𝐹

◦ Schwerpunktskoord. 𝑥𝑠 , 𝑦𝑠: 𝑥𝑠 =
1

𝐹
∙ 𝑥׭ ∙ 𝑑𝐹, 𝑦𝑠 =

1

𝐹
∙ ׭ 𝑦 ∙ 𝑑𝐹

◦ Flächentträgheitsmoment: 𝐽0 = (𝑥2+𝑦2)׭ ∙ 𝑑𝐹

◦ Pol. Flächenträgheitsmoment 𝐽0 = ׭ 𝑟3 ∙ 𝑑𝜌 𝑑𝜑



Beispielaufgabe BP Winter 2018

Pol. Flächenträgheitsmoment 𝐽0 = ׭ 𝑟3 ∙ 𝑑𝜌 𝑑𝜑



Lösungen SC BP Winter 2018 

◦ Für eine Kreisscheibe mit Radius R ergibt sich das Integral  0׬
2𝜋
0׬
𝑅
𝑟3 ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝜑 =

2𝜋

4
∙ 𝑅4

◦ Für eine Kreisscheibe mit Radius 2R ergibt sich das Integral  0׬
2𝜋
0׬
2𝑅
𝑟3 ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝜑 =

2𝜋

4
∙ (2𝑅)4

◦ Die Beiden Ergebnisse unterscheiden sich um den Faktor 24 = 16. Damit stimmt a)



Anwendung Volumenintegrale

◦ Volumen V: 𝑉 1׮= ∙ 𝑑𝑉

◦ Gesamtmasse M. M 𝜌׮= 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑉

◦ Trägheitsmoment 𝜃 (hom. Körper) 𝜃 = 𝜌 ׮∙ 𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑉

◦ Trägheitsmoment 𝜃 (inhom. Körper) 𝜃 = ׮ 𝑥2 + 𝑦2 ∙ 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑉



Polarkoordinaten

◦ Transformation der Variablen:

➢ 𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝜑

➢ 𝑦 = 𝑟 ∙ sin 𝜑

➢ 𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2

➢ 𝜑 = arctan(
𝑦

𝑥
)

Flächenelement 𝑑𝐹 = 𝜌 ∙ 𝑑𝜌 ∙ 𝑑𝜑

න
𝜑0

𝜑1

න
𝜌0

𝜌1

𝑓(𝜌, 𝜑) ∙ 𝜌 ∙ 𝑑𝜌 ∙ 𝑑𝜑

Abb. https://seos-project.eu/laser-rs/laser-rs-c03-s01-p01.de.html



Zylinderkoordinaten

◦ Identisch zu den Polarkoordinaten, aber zusätzliche z-Komponente (Höhe des Zylinders)

➢ 𝑥 = 𝑟 ∙ cos 𝜑

➢ 𝑦 = 𝑟 ∙ sin 𝜑

➢z = z

➢ 𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2

➢ 𝜑 = arctan(
𝑦

𝑥
)

Flächenelement 𝑑𝐹 = 𝜌 ∙ 𝑑𝜌 ∙ 𝑑𝜑

Abb. https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten



Beispielaufgabe Basisprüfung BP Sommer 2017

Lösung: Es handelt sich um eine Zylinder mit Radius 1 und  Höhe 3. Das Integral lautet:

𝑉𝑧 = න
0

2𝜋

න
0

3

න
0

1

1 ∙ 𝑟 ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝑧 ∙ 𝑑𝜑 = 3𝜋



Ellipsenkoordinaten

◦ 𝑥 = 𝑎 ∙ 𝑟 ∙ cos 𝜑

◦ 𝑦 = 𝑏 ∙ 𝑟 ∙ sin 𝜑

◦ Flächen-/Volumenelement

◦ 𝑑𝐴 = 𝑎𝑏𝑟 ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝜑

◦ 𝑑𝑉 = 𝑎𝑏𝑟 ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝑧 (Elliptischer Zylinder)

Ellipsengleichung: 
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 𝑟2

𝑏 ∙ 𝑟

𝑎 ∙ 𝑟



Kugelkoordinaten

◦ 𝑥 = 𝑟 ∙ sin(𝜃) ∙ cos(𝜑)

◦ 𝑦 = 𝑟 ∙ sin(𝜃) ∙ sin(𝜑)

◦ 𝑧 = 𝑟 ∙ cos 𝜃

◦ Volumenelement d𝑉 = 𝑟2 ∙ sin 𝜃 ∙ 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝜃 ∙ 𝑑𝑟

◦ Durch Konvention: 𝜑 𝜖 0, 2𝜋 ,   𝜙 𝜖 0, 𝜋

◦ Durch welches Volumenintegral wird das Kugelvolumen 𝑉𝐾 =
4

3
∙ 𝜋𝑅3 beschrieben?

Lösung:   𝑉𝐾 = 0׬
𝜋
0׬
2𝜋
0׬
𝑅
1 ∙ 𝑟2 ∙ sin(𝜃) ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝜃

Abb. https://seos-project.eu/laser-rs/laser-rs-c03-s01-p01.de.html



Jacobi-Determinante

◦ Wie findet man das Flächen oder Volumenelement für eine unbekannte Transformation?

Transformation: 𝑢 𝑥, 𝑦 , 𝑣 𝑥, 𝑦

Determinate der Jacobi-Matrix:  det 𝐽 = det
𝑥𝑢 𝑥𝑣
𝑦𝑢 𝑦𝑣

𝑑𝐹 = det 𝐽 ∙ 𝑑𝑢 ∙ 𝑑𝑣


