
ANALYSIS II

Übungsstunde VII



Ablauf

◦ Intuitionsübung

◦ Nachbesprechung Serie 5 & 6

◦ Flussrechnungen

◦ Repetition Parametrisierungen (Analysis I)

◦ Der Divergenzsatz von Gauss



Intuitionsübung



Intuitionsübung



Nachbesprechung Serie 5 



Nachbesprechung Serie 5 

◦ Zwei Möglichkeiten: 

◦ Zeigen, dass der Ortsvektor Ԧ𝑟 senkrecht auf dem Vektorfeld steht

⇒ Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑣 = 0 (nur möglich, da der Tangentialvektor senkrecht auf dem Ortsvektor steht)

◦ Zeigen, dass die Richtung des Tangentialvektors und die des Vektorfelds identisch sind

⇒ Ԧ𝑣 = 𝑓 ⋅ Ԧ𝑡, 𝑓 ist ein skalarer Faktor ( Oft auch einfach zu zeigen, dass Ԧ𝑣 × Ԧ𝑡 = 0 gilt)

◦ Es kann hilfreich sein, eine Koordinatentransformation auf das Vektorfeld anzuwenden. 

(hier z. B.  Polarkoordinaten)  



Nachbesprechung Serie 5

Polarkoord. Ԧ𝑟 =
𝑎 ⋅ cos𝜑
𝑎 ⋅ sin 𝜑
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−𝑎 ⋅ sin𝜑
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2𝑎𝑐 ⋅ 𝑠𝑖𝑛2𝜑 ⋅ cos𝜑 − 2𝑎𝑐 ⋅ 𝑠𝑖𝑛2𝜑 ⋅ cos𝜑
= 0



Nachbesprechung Serie 6 – Aufgabe 2

Wie findet man die Parametrisierung eines komplizierteren Körpers ?  – Bsp. Torus

Der Torus lässt sich als eine gekoppelte Parametrisierung zweier Kreise darstellen

Um die Terme der Parametrisierung für (x, y, z) zu finden, zeichnet man einen 

allgemeinen Vektor zu einem Punkt auf dem Körper/der Oberfläche und zerlegt 

diesen nach seinen einzelnen Komponenten
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y
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𝑅

Ԧ𝑟
𝑟 ⋅ sin(𝛼)

𝑟⊥
𝑅 (xy-Ebene)

z

Wir beginnen mit der z-Komponente der Parametrisierung. 

Nur der kleine blaue Kreis trägt zur z-Komponente bei, da 

sich der grosse Kreis nur in der xy-Ebene befindet. 

Die z-Komponente des kleine Kreise lautet

𝑧 = 𝑟 ⋅ sin(𝛼)

Die Komponente des Vektors Ԧ𝑟 in der  xy-Ebene lautet: 

𝑟⊥ = 𝑟 ⋅ c𝑜𝑠(𝛼)

𝑟⊥ gibt nur die Länge der Komponente in der xy-Ebene an. 

Nicht die Richtung! 

𝛼

Ԧ𝑟



Zusammensetzung der Parametrisierung

Da in 𝑟⊥ die selbe Richtung wir 𝑅 zeigt und 𝑅 die normale Kreisparametrisierung besitzt: 

𝑅 =
𝑅 ⋅ cos(𝜑)
𝑅 ⋅ sin(𝜑)

0

Können wir die Richtung von  𝑟⊥ auch über den cos(𝜑) & sin(𝜑) festlegen.

(Würden wir dies nicht tun, wäre der kleine Kreis immer parallel zur x-Achse)

Die Gesamte Parametrisierung lautet dann: 

Ԧ𝑃 𝛼, 𝜑 =
𝑅 ⋅ cos(𝜑)
𝑅 ⋅ sin(𝜑)

0

+
𝑟 ⋅ cos 𝛼 ⋅ cos(𝜑)

𝑟 ⋅ cos 𝛼 ⋅ sin(𝜑)
0

+
0
0

𝑟 ⋅ sin(𝛼)
=

𝑅 + 𝑟 ⋅ cos 𝛼 ⋅ cos(𝜑)

𝑅 + 𝑟 ⋅ cos𝛼 ⋅ sin(𝜑)
𝑟 ⋅ sin(𝛼)



Flussrechnungen

×

റ𝑣 ⋅ 𝑛 berechnet den parallelen Anteil zwischen റ𝑣 & 𝑛

r(u,v) : Parametrisierung der Oberfläche

Wie bestimmt man die Richtung von 𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 ?
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Repetition Analysis I

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
cos(𝑣)
sin(𝑣)

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
sin(𝑣)
cos(𝑣)

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
cos 𝑣
− sin(𝑣)

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
−sin(𝑣)
−cos(𝑣)

𝑣 ∈ [0,2𝜋]



Repetition Analysis I

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
cos(𝑣)
sin(𝑣)

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
sin(𝑣)
cos(𝑣)

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
cos 𝑣
− sin(𝑣)

Ԧ𝑟 = 𝑢 ⋅
−sin(𝑣)
−cos(𝑣)

Startpunkt

Durchlaufsinn

𝑣 ∈ [0,2𝜋]
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Rechte-Hand-Regel / Punkt einsetzen

◦ Parametrisierungen besitzt eine Durchlaufrichtung

Ԧ𝑟 =
𝑢 ⋅ cos(𝑣)
𝑢 ⋅ sin(𝑣)

Ԧ𝑟 =
𝑢 ⋅ sin(𝑣)
𝑢 ⋅ c𝑜𝑠(𝑣)

v
v

u

u

u

u

𝑟𝑣

𝑟𝑣



Ԧ𝑟 =
𝑢 ⋅ cos(𝑣)
𝑢 ⋅ sin(𝑣)

u

u

𝑟𝑣

Abb. 1: https://lp.uni-goettingen.de/get/text/4940      Abb. 2: https://www.einstein-online.info/spotlight/felder/ 

Ԧ𝑣

Abb. 2

v

Abb. 1

𝑢
𝑢 × Ԧ𝑣

Rechte-Handregel
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Beispiel Kugel

v

w

𝑟𝑤

𝑟𝑣

Betrachtet man den Punkt 0, −1, 0 , so kann dieser 

mit der Parametrisierung folgendermassen dargestellt 

werden:  Ԧ𝑟
3𝜋

2
,
𝜋

2

(& Ԧ𝑟
𝜋

2
,
3𝜋

2
→ ∉ 𝐾𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑣 ∈ 0, 2𝜋 , 𝑤 ∈ 0, 𝜋 )

Im Punkt Ԧ𝑟
3𝜋

2
,
𝜋

2
zeigt 𝑟𝑣 in die positive x-Richtung und 

𝑟𝑤 in die negative z-Richtung.

Es folgt: 
1
0
0

×
0
0
−1

=
0
1
0

Ԧ𝑟(𝑣, 𝑤) = 𝑅 ⋅

sin w ⋅ cos(𝑣)

sin w ⋅ sin(𝑣)
cos(𝑤)

x

y

z

𝑟𝑣

𝑟𝑤

𝑟𝑣 × 𝑟𝑤
(0, −1, 0)



Divergenzsatz von Gauss

◦ Kein Normalenvektor, Volumenelement statt Oberflächenelement

⟹ Analog zu Kapitel 5: Koordinatentransformationen, Volumenintegrale

Wichtig: Die Richtung des Flusses ist im Divergenzsatz vorgegeben: Von Innen nach Aussen

Korollar: Gilt div Ԧ𝑣 = 0, so verschwindet jeder Fluss durch eine geschlossene Oberfläche



Beispiel zur Anwendung 
des Divergensatzes

◦ Volumen wäre einfach zu parametrisieren, 

ist aber nicht geschlossen

◦ Bevor der Satz von Gauss angewandt

werden kann, muss das Volumen mit

einem Rechteck als Rückwand

geschlossen werden.

x y

z



Beispiel zur Anwendung des Divergensatzes

◦ Parametrisierung des Volumens: Ԧ𝑟 =
𝑟 ⋅ cos(𝜑)
𝑟 ⋅ sin(𝜑)

𝑧

, 𝑟 ∈ 0,1 𝜑 ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] 𝑧 ∈ 0,3

◦ div Ԧ𝑣 = 1 + 1 + 2z = 2(z + 1)

Φ𝐻𝑍 = 2 ⋅ න
0

3

න
−
𝜋
2

𝜋
2
න
0

1

𝑧 + 1 ⋅ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑧 =
15𝜋

2



Beispiel zur Anwendung des Divergensatzes

◦ Normaleneinheitsvektor des Rechtecks von Innen nach Aussen: 𝑛 =
−1
0
0

◦ Fluss durch das Rechteck: 

ΦR = න
0

3

න
−1

1 0 + 1
𝑦

𝑧2 + 1

⋅
−1
0
0

𝑑𝑦 𝑑𝑧 = −න
0

3

න
−1

1

1 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = − 6

Totaler Fluss: 

Φ𝑡𝑜𝑡 = Φ𝐻𝑍 −ΦR =
15𝜋

2
+ 6



Beispielaufgabe BP Sommer 2022


