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o Nachbesprechung Serie 11

o Differentialgleichungen n-ter Ordnung

o Lineare DGL's 2. Ordnung

o Variation der Konstanten fur DGL's zweiter

Ordnung

o Homogene DGL’s mit konstanten

Koeffizienten

o Euler'sche DGL's

Ablauf
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Nachbesprechung Serie 11

1. Finden Sie alle Kurven, gegeben durch y = y(x), welche die folgende Bedingung erfiillen: Es
sei t die Tangente im Punkt P der Kurve und () ihr Schnittpunkt mit der yAchse. Dann liegt
der Mittelpunkt der Strecke PQ auf der Geraden, gegeben durch y = x.



Nachbesprechung Serie 11

o Punkte: @ = (0,q), P = (x0,¥o) A
o Tangentengleichung : t(z) = y'(x,)(z — xy) + y(xg)

o Mittelpunkt — Superposition fOr x &y

2 2 2
m. = Qy +Py _ 4tYo
y 2 2 : >

Mittelpunkt: M = (m,, m,) = (%,‘szo)



Nachbesprechung Serie 11

o Wie lautet eine Ausdruck fUr g¢ — Die Tangente muss durch den Punkt (0, Q)

Wir kénnen dies nun in M ersetzen: M = (my, m,) = (

- t(0) =y (x,)(0 —x0) +y9 = q
q=—x0"y (x0) +¥o

Xo Q+JI0) _ (ﬂ —xO'Y’(xo)+ZJ’o)
2’ 2 2’ 2

Der Mittelpunkt liegt auf der Winkelhalbierenden - Es gilt m, = m,,

XO_
> — Yo

1 / /
— X%y () = Y-y =

X
2

Inhomogene lineare DGL 1. Ordnung




DGL’'s n-ter Ordnung

Es mUssen nicht alle Ableitungen

zwingend vorkommen Die hochste Ableitung definiert die Ordnung

AN N
- N - N

3y""" —2y"" —y" =0 - DGL 3.0rdnung

y(x)=C;+Cy-e3*+Cq-e7* {

y(0)=0
y'(0) =0
y'(0)=0
W_/

Die Allgemeine Losung
besitzt n Scharparameter
(Hier n = 3)

Die Spezielle Losung kann mittels n AWP's gefunden werden
— fUr jede Ableitung bis auf die lefzte gibt es ein eigenes AWP



Verallgemeinerter Existenzsatz

Der Existenzsatz wird einfach auf die hinzukommenden Ableitungen erweitert:

Satz (Existenzsatz). Wenn f stetig ist und nach vy, , ...,y partiell stetig differenzier
ist, dann hat die Differentialgleichung

zu vorgegebenen Anfangswerten

(n—l)(

zo, y(xo) =0, Y (x0) =1, Y T0) = Yn—1

eine eindeutige Losung.

Prinzip ist analog, die Visualisierung mit dem Richtungsfeld und den Feldlinien funktioniert
aber nicht mehr.



Bestimmung der DGL aus einer Losungsfunktion

Bisher haben wir immer aus einer DGL die Losungsfunktion berechnet

Wie findet aber man die DGL von einer Losungsfunktion?

1. Man leitet die Losungsfunktion so oft ab, wie Konstanten darin vorkommen.
— Man erhdlt ein Gleichungssystem mit n + 1 Gleichungen
(h = Anzahl Konstanten = Ordnung der resultierenden DGL)

2. Man eliminiert alle Konstanten — Es bleibt die DGL n-ter Ordnung Ubrig




Ubungsaufgabe

Wie lautet die DGL zur Kurvenschaar y(x) = C; e 2* + C, - e™3%?



Ubungsaufgabe - Lésungen

Gegeben: Kurvenschar y(x) = C; - e ?* + C, - e73* wie lautet die DGL dazu?

Beobachtung: Die Kurvenschar besitzt zwei Scharparameter und keine Terme ohne
Konstanten — Es wird sich um eine homogene DGL 2. Ordnung handeln.

Man leitet zwei mal ab:
y=Ci-e ?*+(C, e 3%
y' = —=2C;-e % —3C,-e 3%
y' =4C; - e ** +9C, - e7*



Beispiel — DGL finden y=1-Ce 41 .G e

Wir wissen, dass die resultierende Gleichung = 0 sein muss. y' = 4C, - e 2X +9C, - e~

Selbe Faktoren in allen Gleichungen - linearer Ansatz

A-y+B-y'+C-y"=0

Man sucht also eine Linearkombination:

! I

y y y

RS PRGN MENORE

Eine LOsung findet manfurA=6 ,B=5undC=1 - |DGL: 6y+5y ' +y" =0




Lineare DGL's hoherer Ordnung

Definition. Eine ist eine Gleichung der
Form

(D: Y (@) +paa() -y V(@) + -+ pi(2) -y (@) +po(a) - y(z) = g(2).
Definition. Die Gleichung (1) ist , wenn das # 0 ist. Durch Setzen von
q = 0 in (I) erhilt man die Differentialgleichung

Die allgemeine Losung einer linearen DGL n-ter Ordnung ist eine Linearkombination von n
linear unabhdngigen Funkfionen, die die homogene DGL Losen + eine partikuldre Losung

Yi=Yp+tYuy mit Yy =Yy1+Yu2t+ -+ Yun




Variation der Konstanten 2. Ordnung

Die partikuldre Losung der DGL kann Uber eine erweiterte Variante des Lagrange-
Algorithmus bestimmt werden:

1. Homogene Losung finden: y(x) = C; - u(x) + C, - v(x) 5. FUr C{ & C; 16sen:
2. Konstanten ¢; & C, von x abhd&ngig machen: C! = %
Cl(X) . u(X) & Cz(X) . v(x) C, . e
27 ylyv—uwr
3. Folgende Annahmen werden getroffen:
Ciu+Cv =0 6. C, & C, durch Integration
Clu' + CLv' = g(x) (Storglied) bestimmen und einsetzen
4. Die Ableitungen y' & y" lauten dann:
y' = Ciu' + Cv'

y'" = Ciu" + Ciu" + Cv' + Cv”




Aufgabe: Variation der Konstanten

Die DGL der Form y” — 3y’ + 2y = e* hat die Losungen y;(x) = e?* & y,(x) =e*
Die allgemeine homogene Losung besitzt damit die Form y(x) = C; - y; + C, - 5

Wie lautet die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ¢



Losung

Wir setzen C;, C, = C1(x), C,(x) & u(x) = e?%, v(x) = e¥

Die folgenden Annahmen werden gemacht
Cilu+Cv=20

2C{e%* + Cje* = e*

2x
= gx) ‘v 3 e _ px
L7 wv—uv' 2-e2Xex — g2x . px
(x)-u e3%
, g
Cz = — = — = —1

u'v—uv’ e3* — 2e3*



Losung

Uberprifen ob 2C[e?* + Cye* = e* gilt (nicht freiwillig):

2e* — e* = e* - erfullt

C1=jC1’dx= je‘xdx =—e ¥+ A4,

C, = jCz’dx= j—l dx = —x+ A,

Die allgemeine Lésung lautet: (—e™ + 4;)e?* + (—x + A,)e*



Homogene Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Einfacher Losungsalgorithmus fur Differentialgleichungen der Form:

C,'y+Cp-y +4+Cp-y™=0 C€ER

Die LOsung kann Uber das charakteristische Polynom gefunden werden:
Die Ableitung von y wird dabei zur Potenz der Variablen im Charakteristischen Polynom (1)

Beispiel: 6y + 5y’ + ¥ =0 — char.poly.: 6 +5A+2*=0=A+2)(A+3) > A, =2/ -3

Die einzelnen Losungen sind dann gegeben durch € - e?* und die allgemeine Ldsung als

eine Linearkombination davon:
y(x)=C,-e 2+ C, e 3%



Spezialtdlle

o Das Charakteristische Polynom besitzt n-fach reelle Nullstellen:

y1(x) = e, y,(x) = xe™, yp(x) = x"leM

o Das Charakteristische Polynom besitzt konjugiert komplexe Nullstellen 4 = (a + ib):

y(x) = e** cos(bx) + e** sin(bx)

o Das Charakteristische Polynom besitzt n-fach komplex konjugierte Nullstellen 4 = (a + ib):

y1 = e®(cos(bx) + sin(bx)), y, = xe*(cos(bx) + sin(bx)), y, = x™ 1 e*(cos(bx) + sin(bx))



Basisprufung Sommer 2017

Offene Aufgabe.

(a) Bestimmen Sie die Nullstellen und die Vielfachheiten der Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms der Differentialgleichung

y!ﬁ _ Gyﬂ _|_ 11y! _ Sy — 0

[Hinweis: 1 —6+11 —6 =0./

mmm) (b) Esseien 24 3¢ und —1 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer homo-
genen Differentialgleichung dritten Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten.
Was ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

mmm) (c) Bestimmen Sie eine partikulire Losung der Differentialgleichung

y" =Ty + 6y =e"".



Losung BP Sommer 2017
b) Die Homogene Ldsung ist eine Linearkombination der einzelnen Losungen:

FOr A = 2 + 3i wahlen wir den Ansaftz fUr komplex konjugierte Nullstellen: y(x) = C; - e** cos(bx) + C, -
e?* sin(bx)

- y,:(x) = e?*(Cy - cos(3x) + C, - sin(3x))
FOr 2 = —1 wahlt man den normalen Ansatz y(x) = C-e** - y,(x)=C,-e*

Die Allgemeine Losung lautet dann:  y(x) = y; + y, = e?*(C; - cos(3x) + C, - sin(3x)) + C, - e™*



Losung BP Sommer 2017

) FOr den Stérterm wahlt man den Ansatz A-e™*

Ableiten & Einsetzen in die DGL ergibt:

—Ade ™ +7Ae * + 6Ade ¥ =%
12Ae ™ = e™*
1

A=—
12

Eine Partikulare Losung ware demnach : y,(x) = %e‘x



Euler’'sche Differentialgleichung

Definition. Eine homogene lineare Differentialgleichung der Form

Up—1 _ Op—2 - ai g
y™ (z) + . YD (z) + 7 YD g s -y (z) + Y@ =4a(@)

ist eine . Fir ¢ = 0 erhalt man die

Diese DGL wird dhnlich wie die DGL mit konstanten Koeffizienten Uber ein Index-Polynom
gelost:

Setze:y=1,y'=a, y'=a -(a—1), y'"=a - (a—1)(a—2)

Die Losung ist dann mit den Nullstellen des Indexpolynoms gegeben als

(04

y=C-x



Spezialtalle

o Das Index-Polynom besitzt n-fach reelle Nullstellen:

y(x) = C1 - x% + Cp - In(x) - x%+ C3 - In?(x) - x% + -+

o Das Index-Polynom besitzt konjugiert komplexe Nullstellen 1 = (a + ib):
y(x) = x*(Cy cos(b - In(x)) + C, sin(b - In(x)))

o Das Index-Polynom besitzt n-fach komplex konjugierte Nullstellen A = (a + ib):
y(x) = x4(C; cos(b - In(x)) + C, sin(b - In(x))) + x%In(x) (C3 cos(b - In(x)) + C4sin(b - In(x))) + -+



Beispielaufgabe

Wie lautet die Losung der DGL:  y"" + % -y + 4 x_12 cy=0 ¢



LOsuNg

o Wir stellen das Indexpolynom auf:
ala—1)—a+4=0
a’*+4=0
a= 12i

o —» Formel fUr komplex konjugierte Nullstellen verwenden: y(x) = x%(C; cos(b - In(x)) + C, sin(b - In(x)))

y(x) = C;cos(2 - In(x)) + C,sin(2 - In(x))



