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Nachbesprechung Serie 10

◦ Konstanten bitte nach jedem Rechenschritt, der die Konstante betrifft, umbenennen:

2𝑦 = 𝑥 + 𝐴 → 𝑦 =
𝑥
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◦ Das AWP muss im Definitionsbereich und Wertebereich der Lösungsfunktion liegen

𝑦 𝑥 = ± 𝑓 𝑥 + 𝐶, 𝑦 −1 = −1

→ Da die Wurzel positiv ist muss y x = − 𝑓 𝑥 + 𝐶 gelten und x = −1 im D y x sein



Niveaulinien & Exakte Differentialgleichungen

Ziel: Die Niveaulinien einer Funktion in zwei Variablen als Lösungen einer DGL 

beschreiben

Die Niveaulinien einer Funktion g(x,y) können durch die Gleichung g(x,y) = C berechnet 

werden. Die DGL welche diese Niveaulinien beschreibt lautet: 

𝑔𝑦 𝑥, 𝑦 ⋅ 𝑦′ + 𝑔𝑥 𝑥, 𝑦 = 0 ⟺ 𝑦′ = −
𝑔𝑥 𝑥, 𝑦

𝑔𝑦 𝑥, 𝑦

Beim Berechnen der Ableitung  𝑔𝑦 wird y wie eine Variable behandelt → kein weiters y’ 

entsteht (Das y’ in der DGL ist bereits die innere Ableitung (siehe Herleitung in der VL))



Niveaulinien & Exakte Differentialgleichungen

Wie löst man diese DGL? 

Wenn die Lösung der DGL wirklich die Niveaulinien einer Funktion sind, handelt es sich um 

eine exakte DGL für diese die Bedingung 𝑔𝑦 𝑥
= 𝑔𝑥 𝑦 gelten muss. 

Ist dies erfüllt, so lässt sich g(x,y) analog zu einem Potential durch Integration und 

anschliessendem Koeffizientenvergleich bestimmen. 

Man bestimmt das Potential des zugehörigen Vektorfelds v = 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑔)



Basisprüfung Sommer 2017 – Offene Aufgabe



Orthogonal Trajektorien

Ziel: Eine Kurvenschar finden, die überall senkrecht auf den Niveaulinien einer Funktion 

f(x,y) steht.

⟺

Die Feldlinien eines Gradientenfelds Ԧ𝑣 = 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) bestimmen

Reminder: Der Gradient einer Funktion steht senkrecht auf der Funktion selbst

→ Die Feldlinien des Gradientenfelds stehen senkrecht 

auf den Niveaulinien des Potentials



Orthogonal Trajektorien ausgehend von den 
Niveaulinien eines Potentials berechnen

Wie wir gesehen haben sind die Niveaulinien einer Kurvenschar der Form g(x,y(x)) = C

Um die Orthogonal Trajektorien dieser Kurvenschar zu bestimmen benötigen wir die DGL, 

welche die Niveaulinien beschreibt.

Dafür leiten wir die Gleichung auf beiden Seiten nach x ab (𝐶 → 0) & formen nach y’ um

Anschliessend ersetzt man 𝑦′ durch −
1

𝑦𝑂𝑇
′ und 𝑦 durch  𝑦𝑂𝑇

Nun löst man die neue DGL für 𝑦𝑂𝑇

Das ist wie wenn man die Normale zu einer Geraden berechnet



Orthogonal Trajektorien (Variante 2)

Eine zweiten Variante die Orthogonal Trajektorien einer Funktion f(x,y) zu berechnen: 

Man bestimmt das Vektorfeld Ԧ𝑣 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 → die Feldvektoren von Ԧ𝑣 stehen bereits 

senkrecht auf den Niveaulinien des Potentials

Daher muss man noch die Feldlinien des Vektorfelds Ԧ𝑣 berechnen. 

D.h. man löst die DGL:

𝑦′ =
𝑣2
𝑣1
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Enveloppe & Singuläre 
Lösung

Idee:

Aus einer Kurvenschar diejenige Kurve 

konstruieren, die in jedem Punkt tangential 

zur Kurvenschar ist.

Enveloppe

Kurvenschar



Enveloppe & Singuläre Lösung

Ist die Kurvenschar gegeben durch 𝑦′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 , dann ist die Enveloppe auch eine Lösung 

dieser Kurvenschaar – nämlich die singuläre Lösung

Dadurch das sich die Enveloppe und die Lösungskurven der Kurvenschar in einem Punkt 

berühren und beide Kurven Lösungen derselben DGL sind, kann der Existenzsatz für 

solche DGL’s nicht gelten. 

→ Enveloppen existieren i. d. R. nur für nicht reguläre Kurvenscharen



Bestimmen der Enveloppe

Vorgehen: Ausgehend von einer Kurvenschar  F(x,y,c) = 0

Man löst das Gleichungssystem 
𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0

𝐹𝐶 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 0
, wobei man C eliminiert.

Standardisiertes Vorgehen:

1. Gleichung F(x,y,c) nach dem Scharparameter ableiten

2. Nach dem Scharparameter auflösen 𝐶 = ℎ(𝑥, 𝑦)

3. Lösung für den Scharparameter in ursprüngliche Gleichung einsetzen & Vereinfachen
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Tipp: Implizite Ellipsengleichung verwenden



Clairaut’sche Differentialgleichungen

Spezialfall einer Enveloppen: 

Gleichungen der Form y = 𝑦′ ⋅ 𝑥 + 𝑔 𝑦′ heissen Clairaut’sche DGL’s und besitzen die 

Allgemeine Lösung  y x = 𝐶 ⋅ 𝑥 + 𝑔 𝐶 → Man ersetzt y’ durch C und wendet 

anschliessend das gleiche Verfahren wie bei der Enveloppe an, um die singulär Lösung 

der Kurvenschar zu finden

Die Lösungen von Clairaut’schen DGL’s sind immer Geraden und die Enveloppe dazu
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Intuitionsübung



Intuitionsübung


