
ANALYSIS II

Übungsstunde X



Ablauf

◦ Intuitionsübung (letzte Woche)

◦ Nachbesprechung Serie 9

◦ DGL’s mit Substitution

◦ Lineare DGL’s

◦ Homogene & Partikuläre Lösung

◦ Lagrange Algorithmus 



Intuitionsübung



Intuitionsübung



Variante 1

◦ Die Arbeit entlang eines Wegs, der in 

einem einfach-zusammenhängenden Teil 

des Vektorfelds verläuft ist immer Null, da 

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝑣 = 0 gilt.

→ Der Weg kann problemlos auf einen

Punkt zusammengezogen werden.



Variante 2
◦ Der Weg umschliesst den Punkt, indem 

das Vektorfeld nicht einfach 

zusammenhängend ist.

◦ Wir zeichnen den Kreis ein, für den die 

Arbeit  = 0 ist.

◦ Einerseits kann jeder Weg um den Punkt 

(0,0) damit in Teilflächen unterteilt 

werden, für die wiederum die Arbeit 

verschwindet.

◦ Jede Teilfläche ist durch ein Wegstück 

entlang des Kreises beschränkt und ein 

Stück entlang unseres Pfads.                                     

Da 𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝑣 = 0 = 𝐾׬ Ԧ𝑣 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 + 𝑃׬ Ԧ𝑣 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 und 

𝐾׬ Ԧ𝑣 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 0 gilt, muss ׬𝑃 Ԧ𝑣 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 auch 

identisch Null sein.



Variante 3
◦ Der Weg windet sich mehrmals um 

die z-Achse.

◦ Hierbei kann die Kurve wieder in 

Flächen aufgeteilt werden, die von 

dem Pfand begrenz werden und 

sich on einem einfach 

zusammenhängenden Abschnitt des 

Vektorfelds befinden. 

◦ Generell gilt: weist der Pfad auch 

noch eine z-Komponente auf, spielt 

dies keine Rolle, da sich das 

Vektorfeld nur in der xy-Ebene 

befindet. Die z-Komponente trägt 

nie zur Arbeitsberechnung bei.



Erinnerung

Konservativ: Die Arbeit entlang von allen Wegen verschwinden (egal ob 𝐷( Ԧ𝑣) einfach 

zusammenhängend ist oder nicht).

Da dies im Allgemeinen schwer für jeden einzelnen Weg zu überprüfen ist, zeigt man dies 

oft über das Kriterium 𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝑣 = 0.

Dann kommt aber eine neue Bedingung hinzu: 

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝑣 = 0 + 𝐷 Ԧ𝑣 𝑖𝑠𝑡 𝑒𝑖𝑛𝑓𝑎𝑐ℎ 𝑧𝑢𝑠𝑎𝑚𝑚𝑒𝑛ℎä𝑛𝑔𝑒𝑛𝑑 → Ԧ𝑣 𝑖𝑠𝑡 𝑒𝑖𝑛 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙𝑓𝑒𝑙𝑑

Wie wir in der letzten Intuitionsübung gesehen haben, gibt es auch Potentialfelder mit nicht 

einfach zusammenhängenden Definitionsräumen. D.h. Vektorfelder, die die oben 

genannte Bedingung nicht erfüllen können trotzdem konservativ sein (Eine genauere 

Prüfung des Vektorfelds ist erforderlich).



Bemerkung Aufgabe 2 

Wo ist die Konstante in den Lösungen? 

In der Regle wird für das Coulombpotential eine Randbedingung im Unendlichen 

gesetzt:  

Dort soll das Potential verschwinden, da die Feldvektoren die Länge 0 besitzen. Damit 

dies erfüllt ist, muss die Konstante C  identisch zu Null sein.



Aufgabe 3 

Bei solchen Aufgaben ist darauf zu achten, dass der gewählte Weg am Ende die 

gesamte Potentialfunktion liefert und nicht gewisse Teile des Vektorfelds ignoriert. 

Wenn man beispielsweise nur ein Weg in der xy-Ebene wählt, kann man nie die 

Abhängigkeit des Potentials von z bestimmen, da auf dem gesamten Weg z = 0 gilt. 



Aufgabe 3

Das ist ähnlich zu Zylinderkoordinaten: 

Wir wissen, dass wir den gesamten Raum ℝ3

mit einem radialen Anteil, einem polaren 

Winkel und einer Höhe z abdecken können. 

Um die Potentialfunktion für den gesamten 

Raum ℝ3 zu finden, sollte der Weg alle drei 

Komponenten beinhalten. 𝛾1: Polare Komponente 𝛾2: Radiale Komponente

𝛾3: Komponente in Ƹ𝑧



Einstiegsaufgabe – Separation der Variablen

Wie lautet die Lösungsfunktion der separierbaren Differentialgleichung 

𝑦′ = 2 + 𝑦 − 2𝑥2 − 𝑥2𝑦

Zum AWP y(0) = 0 ?



Lösung – Einstiegsaufgabe 

Man formt die Gleichung durch ausklammern um: 

𝑦′ = 2 + 𝑦 − 𝑥2 2 + 𝑦 = 2 + 𝑦 1 − 𝑥2 ⟺
𝑦′

2 + 𝑦
= 1 − 𝑥2

Wir setzen ℎ 𝑦 =
1

2+𝑦
und schreiben 𝑦′ als  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
(Das ist wie eine Substitution: y(x) = y) und integrieren 

auf beiden Seiten nach x

නℎ 𝑦 ⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
⋅ 𝑑𝑥 = න1 − 𝑥2 𝑑𝑥 ⟺ න

1

2 + 𝑦
𝑑𝑦 = න1 − 𝑥2 𝑑𝑥

ln 2 + 𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

3
+ C ⟺ 2 + 𝑦 = 𝐴 ⋅ 𝑒𝑥−

𝑥3

3 , 𝐴 = 𝑒𝑐

𝑦 = 𝐴 ⋅ 𝑒𝑥−
𝑥3

3 − 2 (Allgemeine Lösung)



Überprüfung der Allgemeinen Lösung

𝑦 𝑥 = 𝐴 ⋅ 𝑒𝑥−
𝑥3

3 − 2 muss die DGL   
𝑦′

2+𝑦
= 1 − 𝑥2 erfüllen.

𝑦′ = 𝐴 ⋅ 𝑒𝑥−
𝑥3

3 ⋅ 1 − 𝑥2

𝑦′

2 + 𝑦
=
𝐴 ⋅ 𝑒𝑥−

𝑥3

3 ⋅ 1 − 𝑥2

2 + 𝐴 ⋅ 𝑒𝑥−
𝑥3

3 − 2

= 1 − x2



Lösung – Einstiegsaufgabe 

Lösung zum Anfangswertproblem (AWP)

𝑦 0 = 𝐴 ⋅ 𝑒0−0 − 2 = ! 0

→ 𝐴 = 2

Die spezielle Lösung zum AWP y(0) = 0 lautet demnach: 

𝑦 𝑥 = 2 ⋅ 𝑒𝑥−
𝑥3

3 − 2



DGL‘s mit Substitution

Oft können nicht separierbare DGL‘s mit einer Substitution in eine separierbare DGL 

umgewandelt werden.

Vorgehen für eine DGL der Form y‘ = f(x,y):

1. Bestimme eine geeignete Substitution u = u(x) = g(x,y(x))

2. Löse diese nach y(x) auf & leite sie nach x ab : y‘(x)

3. Setze dies gleich mit der DGL y‘ = f(x,y) mit y(x) aus 2. in f(x,y) eingesetzt

4. Bestimme u(x) 

5. Rücksubstitution

6. AWP



Beispielaufgabe

Bestimme die Allgemeine Lösung der DGL 

𝑥𝑦′ = 𝑦 − 2𝑥 − 𝑥𝑒
𝑦
𝑥



Lösung Beispielsaufgabe

Wir bringen die DGL in die Form y‘ = f(x,y):

𝑦′ =
𝑦

𝑥
− 2 − 𝑒

𝑦
𝑥

Nach dem Vorgehen: 

1. Bestimme eine geeignete Substitution u = u(x) = g(x, y(x))

Da jeweils der Term 
𝑦

𝑥
vorkommt verwenden wir diesen als Substitution: 𝑢 𝑥 =

𝑦(𝑥)

𝑥

2. Löse diese nach y(x) auf & leite sie nach x ab : y‘(x)

𝑦 𝑥 = 𝑢 𝑥 ⋅ 𝑥

𝑦′ 𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑥 ⋅ 𝑢′(𝑥)



Lösung Beispielaufgabe

3.   Setze dies gleich mit der DGL y‘ = f(x,y) mit y(x) aus 2. in f(x,y) eingesetzt

𝑦′ = 𝑢 𝑥 − 2 − 𝑒𝑢 𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑥 ⋅ 𝑢′(𝑥)

4. Bestimme u(x) 

𝑢 𝑥 − 2 − 𝑒𝑢 𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑥 ⋅ 𝑢′ 𝑥 /−𝑢(𝑥)

−2 − 𝑒𝑢 𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑢′ 𝑥



Lösung Beispielaufgabe

4. Bestimme u(x) 

−
1

𝑥
=

1

2 + 𝑒𝑢 𝑥
⋅ 𝑢′ 𝑥 (Separierbare DGL)

−න
1

𝑥
𝑑𝑥 = න

1

2 + 𝑒𝑢
𝑑𝑢

− ln 𝑥 + 𝐶 1

2
⋅ ln(

𝑒𝑢

𝑒𝑢 + 2
)



Lösung Beispielaufgabe - Integralrechnung

Um das Integral ׬
1

2+𝑒𝑢
𝑑𝑢 zu lösen verwenden wir die Substitution 𝑔 = 2 + 𝑒𝑢

Es folgt 𝑑𝑔 = 𝑒𝑢𝑑𝑢 und das transformierte Integral lautet 

න
1

𝑔
⋅
𝑑𝑔

𝑒𝑢
= න

1

𝑔
⋅
𝑑𝑔

𝑔 − 2
= න

1

𝑔 𝑔 − 2
𝑑𝑔

Diese Integral kann man z. B. über eine Partialbruchzerlegung lösen: 

1

𝑔 𝑔 − 2
=
𝐴

𝑔
+

B

𝑔 − 2
⟺ 𝐴𝑔 − 2𝐴 + 𝐵𝑔 = 1

𝑔1 ∶ 𝐴 + 𝐵 = 0
𝑔0 ∶ −2𝐴 = 1

𝐴 = −
1

2
𝐵 =

1

2



Lösung Beispielaufgabe - Integralrechnung

න
1

𝑔 𝑔 − 2
𝑑𝑔 = න−

1

2𝑔
+

1

2 𝑔 − 2
𝑑𝑔 = −

1

2
ln 𝑔 +

1

2
ln 𝑔 − 2 +𝐶 =

1

2
ln

𝑔 − 2

𝑔
(+C)

Rücksubstitution: 𝑔 = 2 + 𝑒𝑢

⇒
1

2
⋅ ln

𝑒𝑢

2 + 𝑒𝑢
(+𝐶)



Lösung Beispielaufgabe

4. Bestimme u(x)

−න
1

𝑥
𝑑𝑥 = න

1

2 + 𝑒𝑢
𝑑𝑢

− ln 𝑥 + 𝐶 =
1

2
⋅ ln

𝑒𝑢

2 + 𝑒𝑢

ln 𝑥−2 + 𝐵 = ln
𝑒𝑢

2 + 𝑒𝑢

𝐷 ⋅ 𝑥−2 =
𝑒𝑢

2 + 𝑒𝑢



Lösung Beispielaufgabe

𝐷

𝑥2
=

1

2𝑒−𝑢 + 1

𝑥2

2𝐷
−
1

2
= 𝑒−𝑢

− ln
𝑥2

𝐸
−
1

2
= 𝑢 𝑥

5. Rücksubstitution

− ln
𝑥2

𝐸
−
1

2
=
𝑦 𝑥

𝑥
⟺ −𝑥 ⋅ ln

𝑥2

𝐸
−
1

2
= 𝑦(𝑥)



Überprüfung der Lösung

𝑦′ =
𝑦

𝑥
− 2 − 𝑒

𝑦
𝑥

− ln
𝑥2

𝐸
−
1

2
+ −𝑥 ⋅

1

𝑥2

𝐸 −
1
2

⋅
2𝑥

𝐸
= − ln

𝑥2

𝐸
−
1

2
− 2 − 𝑒−ln |

𝑥2

𝐸 −
1
2|

2𝑥2

𝐸
⋅

1

𝑥2

𝐸 −
1
2

= 2 +
1

𝑥2

𝐸 −
1
2

2𝑥2

𝐸
⋅

1

𝑥2

𝐸 −
1
2

=
1

𝑥2

𝐸 −
1
2

(2 ⋅
𝑥2

𝐸
−
1

2
) + 1

2𝑥2

𝐸
=
2𝑥2

𝐸
− 1 + 1



Lineare Differentialgleichungen

◦ Die Lösung von linearen DGL’s erster Ordnung sind lineare Funktionen (= Geraden)

𝑦 𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏

◦ Die Funktion q(x) ist dabei der inhomogene Teil / das Störglied

→ Wegen diesem Teil kann die DGL nicht über die SdV gelöst werden



Homogene & Inhomogene DGL’s 1. Ordnung

Jede lineare DGL 1. Ordnung kann in eine homogene Differentialgleichung verwandelt 

werden, indem man das Störglied entfernt.

Bsp: 𝑦′ = 𝑥2𝑦 + 5𝑥

Inhomogene DGL (I):   𝑦′ = 𝑥2𝑦 + 5𝑥

Homogene DGL (H):   𝑦′ = 𝑥2𝑦 → (H) kann durch Separation der Variablen gelöst werden

Was bringt das & wie findet man aber die Allgemeine Lösung für (I) ?



Homogene & Inhomogene DGL’s 1. Ordnung

Wir benötigen für die Lösung von (I) die Allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen 

DGL und eine Lösung der inhomogenen DGL um alle Lösungen von (I) zu finden.

Wie findet man diese eine partikuläre Lösung für (I) ? 

→ Man ratet einen Ansatz oder verwendet den Lagrange−Algorithmus



Ansatz raten

Um einen Ansatz zu erraten, gibt es 
hilfreiche Tabellen (Funktioniert nicht 
immer!)

Summen von Ansätzen zu verschiedenen 
Störfunktionen funktionieren meistens aber 
Produkte nur selten.

Man setzt den Ansatz einfach in die DGL 
ein und schaut ob man eine Lösung für die 
Konstanten erhält.



Beispielaufgabe Ansatz raten

Welchen Ansatz könnte man für den Störterm der DGL 𝑦′ = 2𝑦 + 1 − 𝑥2 wählen und zu 

welcher partikulären Lösung führt dieser?



Beispiel Ansatz raten
DGL: 𝑦′ 𝑥 = 2𝑦 + 1 − 𝑥2

Das Störglied ist ein Polynom 2. Grades. Daher verwenden wir den Ansatz  y x = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶

Wir setzen diesen in die DGL ein:

2𝐴𝑥 + 𝐵 = 2𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 2𝐶 + 1 − 𝑥2

−2𝐴𝑥2 + 2𝐴 − 2𝐵 𝑥 + 𝐵 − 2𝐶 = 1 − 𝑥2

𝑥2: −2𝐴 = −1 → 𝐴 =
1

2

𝑥1: 2𝐴 − 2𝐵 = 0 → 𝐴 = 𝐵 → 𝐵 =
1

2

𝑥0: 𝐵 − 2𝐶 = 1 → 𝐶 = −
1

4

Die partikuläre Lösung lautet also:   yp =
𝑥2

2
+

𝑥

2
−

1

4



Algorithmus von Lagrange

Vorgehen:

1. Lösung der Homogenen DGL finden (Separation der Variablen) 

2. Konstante C von x abhängig machen C → C(x)

3. Homogene Funktion ableiten 𝑦′ 𝑥 = C′ x ⋅ … (Produktregel !!)

4. y’(x) in die Inhomogene DGL einsetzen -> jetzt sollte nur noch C’(x) vorkommen

5. C(x) durch Integration berechnen 

6. Lösung für C(x) in die Homogene Lösung einsetzen



Beispielaufgabe

Wie lautet die Lösung der DGL  𝑦′ 𝑥 =
1

𝑥
𝑦 + 4𝑥2 über die Variation der Konstanten?



Beispiel – Algorithmus von Lagrange

Wir betrachten wieder die inhomogene DGL  𝑦′ 𝑥 =
1

𝑥
𝑦 + 4𝑥2

1. Die homogene DGL (H) lautet  
𝑦′ 𝑥

𝑦
=

1

𝑥
und besitzt die Lösung 𝑦 𝑥 = 𝐶 ⋅ 𝑥

2. Wir setzen C = C(x) → 𝑦 𝑥 = 𝐶 𝑥 ⋅ 𝑥

3. Wir leiten ab: 𝑦′ 𝑥 = 𝐶′ 𝑥 ⋅ x + C x

4. In die DGL einsetzen: 𝐶′ 𝑥 ⋅ x + C x = 𝐶(𝑥) ⋅
𝑥

𝑥
+ 4𝑥2 ⟺ 𝐶′ 𝑥 = 4𝑥

5. Integration nach x: ׬𝐶′ 𝑥 𝑑𝑥 = 4𝑥׬ 𝑑𝑥 → 𝐶 𝑥 = 2𝑥2 + 𝐴

6. In homogene Lösung einsetzen: y x = 2𝑥2 + 𝐴 ⋅ 𝑥 = 2𝑥3 + 𝐴 ⋅ 𝑥 (ෝ= 𝑦ℎ + 𝑦𝑝)


