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Allgemein

T = —b:t\/bQ dac gj

ungerade: f( x) = —f(x) zB sm( ), tan(x)
gerade:  f(—z) = f(x) z.B. cos(z)
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Zylinderkoordinaten
dx = cosp-dp—psinp-dp  dy = sinp-dp+ pcosp-dp

dA=p-dp-dp dV =p-dp-dp-dz
Sphirische Koordinaten

dA =712 -sinf-dip-df dV =r?-sinf-di-df - dr
0<<7m 0<oy<2r

Ellipsenkoordinaten (£)? + ()% =1
x = a-rcos(yp) y=">b-rsing z2=0
dA =abrdrdp dV =abrdzdrdy

Jacobi-Determinante

Vv = dxdydz = det(J) dudvdw =
Ty Ty Ty

det | Yu Yo Yu | dudvdw
Zu Ry Rw

mit u(z,y,2);v(x,y, 2);w(z,y, 2) — zuerst nach

(x,y, z) umformen oder: det(.J) = 1/det(J1)

1
Trigonometrie Fota S.97-99
al| | % | Y

0° | 30° | 45°

sinx| 0 % ﬁé

T

180° 0-Stellen

SRS
-

cosa 1 ‘/_% ﬁé % 0 -1 |12z £+k T
tana| 0 \/_% 1 B - 0 T k-m
_ 3 _ LY -
cotar B \/—A 0 7| Srkm
cos(z) = (e + ™) cosh(z) = L(e® +e7?)

sin(z) = 5:(e™ — e sinh(z) = (e —e™7)

e = cos(2x) +isin(2z) e ?" = cos(2x) —isin(2x)

sec(x) = 00250(0283:(;5—3-1 —cos(x) N\ sin(x) N\, cos(z)
atan(zx) \, 1+$2 tan(z) \ Wl(x) = tan?®(z) + 1

)
sinh(zv) NN cosh(z)

tanh'(z) = Wg(@ =1 — tanh?(x)

Ableitungsregeln Fota S.63-65

Produktregel
(f(z)-g(x)) = f'(z)-

Quotientenregel

F@) v f @) g(e)—fla)d (@)
(5@) = @)’

Verallgemeinerte Kettenregel
FI(t) = fe(z(t),y(t)) - 2(t) + fy(2(2), (1)) - 5(t)
Integralregeln Fota S.70-72

9(x) + f(z) - ¢'(z)

Integral mit Fkt. als Grenze
JI9 fw) - du = f(g(x)) - o (a)

Partielle Integration
ff% e dr = [udz - v]b — f;(udaz -v')dx

Substitutionsregel

J7 Fu(@) /(@) - da = [ f(=) - d=

,wobei z=u(x)

Vektoranalysis Fota S.102-105

Vektorprodukt
al b1 ag'bg—ag‘bg
Engz as X b2 = ag'bl—al-bg
as bs a by —az-b

Partialbruchzerlegung

Nullstellen des Nennerpolynoms suchen
A) einfache Nst: (x = )
B
B) doppelte Nst: (m_xo) + o)
C) komplexe Nst: —42+£B

(z.B.:z?+1)
A

Beispiel: x3+x2mfxfl = @12 + (I—lBil) + (mgl)
= mit Nenner multiplizieren, Koeffizientenvergleich
2| —A-B+C=0
z! —-B+3C =1 ) Lo
22| A+B+3Cc=0 ATFEC=
z3 B+C=0

Asymptoten Fota S.66

A) limg 00 Ha) % oder 22 = Bernoulli-L’Hopital

A(z)
B) A(z)=mzx+b — m= limx%m(@)
— b= lim; o (f(z) — mx)
C) Allgemein: lim, oo (f(z) — A(z)) =0
1.H6chste Nennerordnung kiirzen, lim,_,, bilden
= a1 = ... —konstante Terme fallen weg!
2.Gefundenen Term von Ursprungsfkt. abziehen
— Zéhler wird um eine Ordnung kleiner
3.lim; o bilden, Nennerordnung kiirzen
= a9 =
4A(x)=a—14+as+ ..

Bernoulli-L'Hopital Fota S.61

f=) _ f@) _

Falls hmx—mo/a 9@ = 0 0 oder hmx_mo/a @ =
— beide Fkt. miissen gegen 0 oder co gehen!
f(z) f'(x)

lim —— = lim
x—o0/a g(ZL‘) z—00/a g’(:z:)
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o dnfata) _ 1 N Tangente an Punkt P = (o, o)

Satz: Ist eine Folge monoton wachsend bzw. fallend limx—m {/% 1 a limg oo exL: =+ A) Horizontale Tangente: = y =0

und beschrinkt, so ist sie konvergent limx_mo Jr=1 limy oo ( %)n S B) Vertikale Tangente: = & = 0

Konvergente Folge: besitzt einen Grenzwert. JorTee 2 limy 400 atan(z) = +7 C) Normalform: y = yo + f'(z0)(z — o)

Eine Folge ohne Grenzwert ist divergent. hmxﬁoo @ 0 In(z) _ — Fkt mit 2 Variabeln: m = %

Konkav: f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 -1)f(y)
Konvex: f(tx + (1 —t)y) > tf(x) + (L —1t)f(y)
t € [0,1], strikt wenn < durch < ersetzt wird.

Grenzwerte Fota S.61-62

A) Wurzel: erweitern nach 3. Binom. Formel
B) Betrége: links- und rechtss. Grenzw. separieren
Q) e* >> 2% >> \/z >> In(x)

. BLAL
limg 00 g

A) Hochste Potenz kiirzen
= niedrigere Potenz gegen 0
B) Gehen Zihler und Nenner gegen oo oder 0
= Regel von Bernoulli-L’Hopital (evtl. mehrtach)

C) Partialbruchzerlegung

; (z—z0) . blal
limg o0 (z—xg) = bla2

— Nenner-Nst. ausklammern

A, _B_
BLA1 " BLA2

D) % durch y substituieren — lim,_,o = lim, o

= Bernoulli-L’Hopital anwendbar
F) Sandwichsatz: Folgen a,, b,, ¢,
mit a, < b, < ¢,

limg oo @ = limy oo € = 1 — limy_voo by, = 1

Funktionen vergleichen

hmx—mo =

f(x) =o(g(x)) < limg 00 g%) = 0 & g wichst schnel-

ler als f

Wichtige Grenzwerte

lim, 0 242 =1 lim, o @=L —
fimg o D 1 iy, Lete) L
hmz—)O %’ﬂ(ﬂ?) =1 hmxﬁo % =1

- _ _1

lim, o = szjn?aa:) T a hmx%ig tar;(z = Fo0
limg 0 = % =a limg oo(1+ )% = ¢
limg o0 7 - sm(n) =1 limg oo (14 2)" =€
limg_o 2 a®— ln( ) limg 9 x® - lnb(:):) =0

hmm—)l -1 =

1—1

Ableitungen Fota S.63-65

Ableitung der Umkehrfunktion (Inverse)

(F(@) = prrmey
Ableitung von Kurve in Parameterdarstellung
y =14 . Y = -k
T ) T

Ableitung in Polarkoordinaten
— Aus z(t) und y(t) wird r(¢)

z(p) =7r(d)-cos(d) 5 y(@) =r(9)-sin(¢)

y =4 = 7()sin(¢)+r(p)cos(d)
& 7 i (p)cos()—r(¢)sin(P)
Kriimmung Fota S.66-67
Parametrisierung: k(t) = ONIORIGLIO]
[(@()2+5(1)%)2
Als Funktion: k(z) = S ) - [k<0=n  k>0=0 |
. . (14f"(x)?)2
Kriimmungsradius: p = £
Kriimmungsmittelpunkt:

’ 2 2 2
au(z) =z — f (ﬂf)}l/j(-f) () ap(t) =2 — ygvﬂ; -*;/y)
yar(z) = f(a) + SO gy (1) = y 4 HETD
Evolute E(t) = 7(t) + p(t)ri
n_b = (t()2)+2’(’()) (Funktion der Funktionsnormalen)

- o) = (@)Y _ (f(p)cos(p)
Polarko. in Param.dar.: 7(¢) = (y(go)) = (f(go)sin(go)

Parametrisieren nach Bogenldngen

Parametrisieren nach Bogenlinge < Tangentenvektor
muss in jedem Punkt der Kurve Linge 1 haben:
1. Tangentenvektor (&, y) und Linge berechnen
— Betrag berechnen
2. Bogenlinge als Funktion s(t) = a-t; a = const
3. Nach t umstellen: t(s) =

4. (x(s). y(s)) = (x(t(5)), y(£(s)))

D) Parametrisiert: y(t) = y(to) + ggizg
Tangentenvektor: 7*(t) = (&(t), §(t))
Normalvektor: (—y, &)

Geradengleichung fiir Normalenschar:

[+ (P)(& = 0) + £, (P)(y — ) = 0

- (x(t) — x(to))

Enveloppe

Bedingungen:

F(z,y,C)=0

Feo(x,y,C) =0, part. Ableitung nach Scharparameter C
1. Gleichung nach 0 auflésen

2. nach Scharparam./Variable ableiten (b,¢,a,...)

3. nach Scharparameter auflésen

4. in Ursprungsgleichung einsetzen

5. nach y auflésen, vereinf. — Enveloppenglg. : y = ...
Enveloppe ohne gegebene Gleichung:

Yy _ P2-,y*P1v7/

x Paa—P1 o =y=mr+b
F(xayaa):y*ml'*b:o; Fa(xayva):

Partielle Ableitungen

Richtunsableitung

— Anderungsgrad der Fkt. in geg. Richtung 7
D, = = - grad(f(z,y.2))

Definition: D, , f(0,0) = lim,_,0 w

Satz von Schwarz

Wenn f,, und fy, stetig, dann gilt f., = fy.

Tangentialebene an Niveaufliche f(z,y,z) = ¢
Suche Tangentialebene in P(xq,yo)

— entspricht Richtungsableitung in P(zq, yo)!
A) Umstellen: z = f(z,y)

z = f(zo,y0) + fa(z0,y0)(@ — z0) + fy(0,%0) (Y — ¥o)
B) Uber Gradienten:

Xr — X
0= grad(f(z,y,z)) Y — Yo
(z0,Y0,20) z— 2

grad(f) = i Normalvektor auf Tangentialfliche
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Bereich A abgeschlossen und beschrinkt, f stetig auf A
= J mind. eine Max/Minstelle (zg,y0) € A

2f  2f

Ox2 ozdy
( a2f 62

Oz0y 8y
positiv definit (alle EW > 0)=- lok. Min,
negativ def (alle EW < 0) = lok. Max,

keins = Sattelpkt.

) V Eigenwerte > 0:

Af:fmx+fyy+fzz
Af = fop+ 5fo+ 2 fop+ fre
Af = frr+2fr+ ,%foeJr %cot(@)fg—i— Wz(g)ﬂw

Ho QW=

1. Gebiet skizzieren
2. Kandidatensuche im Innern
2.1 grad(f) = (fa, f,) = (0,0)
2.2 Lose nach (z,y) auf
2.3 iiberpriife, ob Kandidat in A liegt
3. Kandidatensuche auf Randkurve
A) Parmetrisierung:
3.1 Parametrisiere die Randkurve K;
=7 [a;, b)) = K;
3.2 setze Parametrisierung in f ein
3.3 setze Ableitung gleich Null:
= 5[ (7)) =0
B) Lagrangemultiplikatoren (fiir Gebiet g(z,y,2) = C):
i . ~lgrad(f) = A grad(g)
Lose Gleichungssystem: g,y 2) = C ‘
4. Eckpunkte sind Kandidaten:
4.1 Setze Ecken in f(x,y) ein
. Definitionsliicken der part. Abl. sind Kandidaten
. Vergleiche die Funktionswerte der Kandidaten

Fota S.70-74

5
6

Integrale

|w

Bedingung: f(x,t) stetig im Intervall
L Jue) fla )t = fe,0(@)) - o/ (2) = f(o,u(@)) -/ (x)

+ [ fola, )t

f(@)) -v'(z) = flu(z)) -u'(z)
f(g(z)) - ¢'(x) = Nur im Spezial fall

4 ;’((j Ft)dt =

A 9@) gyt =

o

8
| g
|

A) Uneigentliches Integral 1. Ordnung:
—Integral bis co
L7 f(@)de =lime—soo [ f(z)d

B) Uneigentliches Integral 2. Ordnung;:
—Polstellen oder Definitionsliicken

fol \/Lidx = lim,_ fal \/Li

I
|H

) Substitution

) Partielle Integration

) Polynomdivision [Grad(Zahler) >= Grad(Nenner)]
) Partialbruchzerlegung

) Probieren mit Hilfe von Ableitung

) [ J;((;) dz =In(f(z))+C
G) Wurzelintegrale:
1) Quadratisch Ergénzen, s.d. k(1 — u?) oder k(u? +1)
2) Sub: Vu? 4+ 1= u = sinh(t); vu?—1= u= cosh(t)
1—u?=u=sin(t)
H) Trigonometrische Identitéten
J) Wenn Fkt in einer Variable ungerade und Gebiet inselber

Variable symmetrisch — Integral = 0

"171

e explizit: y = f(z)

L= [, V1+[[(@)de

° Polarkoordmaten

L=[2 VI

° parametrlslerte Kurve

L= [} E@E+ G2

(p)]2de

+[2(t)]2dt = 2D : z=0

= (583) mit ¢; als Startpunkt und ¢, als Endpunkt
f t)dt
Dreieck: A = 2|AB x AC|

F= (z(t)> mit ¢; als Startpunkt und ¢, als Endpunkt

As = 3| [2(@(0)9(t) — y(t)a(t))dt

In Polarkoordinaten: Ag = %f;’f (p(p))*dep

Allg Tetraeder: (vierseitige Pyramide Faktor 1 § statt ¢)
= Ll|det [AB, AC, AD]| = % [(AB x AC) - AD]

o
=

Ts fa G(x)dx == fa :L‘G(fl))d:r — nicht nur Achsenabschnitt
G(z) : Hohe des Kuvenabschnitts

zs =% [[2dA; ys=% [[ydA; mit A= [[dA

x-Achse: I, = %ff(f(x))g’dm
y-Achse: I, = fab 22(f(z))dx

Explizite Funktion — Funktion: y(x) = f(x)
— Rotation um x-Achse, sonst Grenzen anpassen
O =2r [ f(x)y/1 + f'(x)2dx
Parametrlslerte Funktion:
— Funktion: z(t) = ...; y(t) = ...
O =2m [P y(t)\/(&(1))? + (§(t))%dt
Rotation einer Ellipse um x-Achse; parametrisiert

O =2r [2(t) - Vi%+ 22dt

Rotation um x-Achse; explizit
Ve=m [ f(z)de
Rotation um x-Achse; parametrisiert

=7 [} y(t)%i(t)dt

Rotatlon um y—Achse explizit

2,
= f - f'(z)dz

Rotatlon um y—Achse parametrisiert
V,=m ft t)dt
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[ z(az + b)"dx =

b
" (n—2)a*(az+b)" 2 + (n—1)a?(az+b)n—1 +C

n+3
Ny — (az+b)™

[ ?*(az+0)

Substitutionen

Integral Subst. Bemerkungen
f(ax +b) t=ax+b
fee)d@)  gw) =t =] 0
f(z,vazx +b) T = t%b t>0
f(z,va? —x2) == asin(t) VaZ — z2 = acos(t)
f(z, Va2 + 22) x = asinh(t) Va2 + 22 = acosh(t)
f(z, V22 —a?) x = acosh(t) 2 —a?= asinh(t)
f(sin(x),cos(x)) t=tan(3) sin(x) = H_tg

cos(x) = 1+t2

dx = ff;
f(e*,sinh,cosh) t=¢e" sinh(z) = tz;l

cosh(z) = L1

Integraltabelle

/- 2_'_adx—lln|z +a|l+C
fam2+bdx_ —ln|am +b|+C

[ omde = Earctan(g) +C
f (mz—faQ)"dI

IWd

1
7W+C
:W—FC

Ik \/jda: = arcsm(x) +C
Temdr = arccos(x) + C
i de = artanh(x) = log(\/m) +Clz] <1
log(x +V22+1)+C

dx = arsinh(z) =

f\/jdz = arcosh(a:) og(x+Va?—-1)+C,1 <z

LR
sin 2l f2 |0 |0 [0 |0
sin’ Sl O T L el B A
sin? 853l 2 | 4 o (o |o
sin’ sl v M M i s s i B
cos 5 |1 |0 o [v2]2 JoO
cos” e % 3 4 Hm )z T
cos® % 2 0 % 3 0
sin - cos % % 0 0 0 0 0
sin? - cos 6% % 0 0 ﬁ % 0
sin - cos® 4*155 % % 0 0 0 0

f::g sin™(z)dz = =L [* ,25 sin("=2)(z)dz, n >=2

ff:g cos™(z)dx = =1 [° N, “3 cos(n— D(z)dz, r,s €Z
Wichtige Integrale Fota S.72 - 74 + S. 65
[ £ B dw = in| f(z)] + C

ff' w)de = 3(f*(x)) + C

f(aa:—&-b)"dx—%—FC

fst( ydz = —cot(x) +
[ sin®(z)dz =
[ sin*(z)dx =

(005(390) —9cos(z)) + C

5 (122 — 8sin(2x) + sin(4x)) +
9sin(x) + sin(3z)) + C

dr = 35 (12z + 8sin(2z) + sin(4x)) +
(2z)dx = —5cos(2z) + C

fcos%(Qx dz = sin(x)cos(z) + C

e

(z)dx = —Lcos’z + C

fsm2(ac cos(x)dx = sin®(z) + C

x)dx = —cos®(x) + C
(x)dx = —(4:5 - sin(4x)) +C

Ik sm(:c)cos

x) - cos(ax)dr =
j‘sln a,’L‘) . Cosn(ax)dl‘ = —
r)dr = —In|cos(z)| + C

= 222 4 Injcos(x)| + C

[tan*(z)dx = x + Stan(z)(sec?(z) —4) + C
[ cot(z)dx = log|sin(x)| + C

[ coth(z)dx = log|sinh(z)| + C

J S5 dr = — by + O
[ Fade == 1

[ #mde = In(z) —In(z+ 1)+ C

2az+b

2arctan(—22=)
1 _ Vdac—b2

f agc2+b3:+cdx - \/4ac:1b2 —+C
[z e*dr = (—‘“Z;l) e+

[ 2% e*dy = (M).ew

fp+q1~6‘“”dx_% Lp n|p—|—q e‘””\—i—C
[ imde = & - Inlp+ q - |

%W [a- sin(bx) 4+ b - cos(bx)] + C
[ e - cos(bx)dx = %ﬁl)?[a -cos(bx) + b - sin(bx)] + C
fx'EIQdI:%'€x2+O

J )" gy (zng)l"“ +C [ thsde =7

Parametrisierungen

1-dimensionale Objekte im R? Fota S.109
e Kreis mit Radius » und Mittelpkt. (zg, yo

):
K = {(z,y)" € R?|(w = 20)® + (y = y0)? = r*}
a(t) = (xo + reos(t), yo + rsm(t)) t €]0, 2 ]

° Ellipse mit Halbachsen a, b und Mittelpkt (o, y0) :
= {(z,y)r € RZ‘(UE ﬂgo) + = y0)® =1}

a

5(t) (zo + acos(t), yo + bsin(t ))% t €0, 27]

e Hyperbel mit Halbachsen a,b :
E={(z,y)r € R?|% — 4 =1}

a2

é(t) = (Facosh(t),bsinh(t))T,t € R

e Gerade von Punkte pi zu p3 mit Steigung m
und Achschenabschnitt n :

G ={(z,y)" € R’ly = ma +n}
ét) =p1 +tpz — p1),t €10,1]
e Graph einer Funktion f: I CR — R:

G ={(z, )" € I xR|f(z) =y}
)=t fW)", tel
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e Funktion in Polarkoordinaten
p-cos(p) p - cos(ip)
m(p,p) = | p-sin(e) |3 Nur 2D: 7(p, ) = ( - sin( )>
f(p, ) P 14

e Kugel mit Radius R und Mittelpkt. (zo, yo, 20) :
K = {(z,y,2)" € R®*|(z —20)* + (y —90)* + (2 — 20)* = 1}
5(1”, P 9) =
(w0 + rsin(0)cos(p), yo + rsin(0)sin(p), zo + rcos(0))T,
r €[0,R], ¢ €]0,27], 6 € [0, 7]
e Nach unten gedffneter Kegel auf der xy-Ebene mit
Spitz in (0,0, zp) und Radius der Grundfléiche R:
K ={(z,y,2)T € R3|z = 20 + /2?2 + 42,z > 0}
clr, @) = (reos(p), rsin(p), =21 + zo) "
r € [0, R], ¢ €]0, 27]
e Zylinder mit Radius R, Hohe H und Mittelpkt. der
Grundfliche (zg,yp) auf der xy-Ebene:
Z ={(z,y,2)" € R*|(w—=0)’+(y—w)* = R*,0 <2< H}
&(h, @) = (w0 + rcos(p), yo + rsin(y), h)"
¢ €]0,2x], h € [0, H]

e Paraboloid (um z-Achse gedrehte Normalparabel)
der Hohe R2:
P={(z,y,2)" € R?2® +4* =z}

é(r, ) = (rcos(p),rsin(p),r2)T, ¢ €]0,27],7 € [0, R]

e Torus, Donut mit Radien R und r um Ursprung;:

&, ) = ((R+ rsiny) cos g, (R + rsin) sin g, r cos )

v € [0,27],¢ € [0, 27]
e Ebene, die die Punkte pi, p> und p3 enthélt,
mit Normale 77 und Abstand d vom Ursprung:
E={(z,y,2)T € R*nix + nay + nzz = d}
&\, 1) = (pi + AMp2 — pi) + u(ps — pi)), A, u € R?
(T—p)-7=0
e Graph der Funktion f; D € R?> — R:
G ={(z,y,2)" € D x R|f(z,y) = 2}
dx,y) = (,y, fx, )" (z,9)" € D
e Fliche, die durch Rotation der Funktion g(z) =y
um die x-Achse entsteht:
G ={(z,y,2)" € R?|y* + 2% = (g(x))?}
&z, p) = (z,9(x)cos(p), g(x)sin(p))", = € R, p €]0, 27]

Mehrfachintegrale

A) Gekriimmte Flidche in 3D? — A.1

B) Ebene Fliiche als f(z,y) 7 — B.1

C) Fléche von polarer Funktion r(¢) 7 — C.1
D) Parametrisierte 2D-Flache z(t), y(t) 7 — D.1
E) Abhingigkeit von p und ¢ — E.1

A.1 Parametrisieren: S : ¥ = f(u,v)

— u und v sollen Kurve am Rand folgen
= 0(8) = [[ |Fu(u,v) X 7y (u,v)|dudv
s

— Achtung: nur Betrag, ignoriere Jacobi-Det.!
B.10=[f W;(x,y) + f2(x,y) + ldy dz
C10= f f‘” %(

D.10 = f dt
E10= [/ fo w) pdpd(p

|
1
1

dA = |Fu(u,v) X 7y (u,v)|du dv

Stab/Querschnitt in z-Richtung ausgerichtet.
A)Kartesische Koordinaten:

I, = f f f "((z)) y?dy dx — axiales Triigheitsmoment um x
IL,=[f xQdy dz = [y(z)z?dx — ax. Trigheitsm. um y
I, =1I,+1, = [[(2* + y*)dy dz — polares Tr.-M.

B) Polar Koordinaten:

I, = :12 ff((f)) r3sin?(p)dr do

I, = [[ricos®p dr dp
I, = [[r3dr dp — polares Tréigheitsmoment genannt

—Immer um Schwerpunkt, sonst Satz von Steiner!
Kartesisch, um z-Achse

L. = [[[p-(2? +y*)dz dy dx
1%

Polarkoordinaten, um z-Achse
J.=[[[p-r3dzdrdy
Rotleren‘ée Fkt. f(z) explizit, Rot. um x-Achse
Jo =37 [p- fx)*da
Rotierende Fkt. f ( ( ) ( )) param., Rot. um x-Achse
J=1inm- f &(t)|dt
Um allg. zur X—Achse parallelen Achse durch Punkt (0,a,b)
Jo=[[[p-((y —a)® + (z = b)*)dz dy dz
1%

Flichen: I = Iy + A -t — mit t als Abstand zur Achse
Massen: J = Jo+m-d?> — mit d als Abstand von Rot.-Achse

Schwerpunkt fiir x-Achse. y- und z-Achse analog.
A) Koérper — A.1
B) Fliche — B.1
C) Homogener Rotationskorper — C.1
A.1 Koérper homogen?
A) Ja (p konst. oder nicht gegeben)
=V=[[[1aV
2y = [[[xdxdydz
B) Nein (p = p(x,y, Z))
=m= [[[plz,y,2)dV
zs =+ [[[px,y,2) -z dvdy dz
B.1 Fliache homogen?
A) Ja (¢ konst oder nicht gegeben)
= A= [[1dA — (Fora s.75)
z, =% [[xdvdy
B) Nein (6 = d(z,y))
= M= [[d(z,y)dA
2y =1 [[8(z,y) -z dz dy
C.1 Rotationskorper
=z, =ys=0
V= [[[1aV ; = 7rf
:%fffz'rdrdgodz
Sonst = Symmetrien betrachten =y, = 07,2, =07
Halbkugelschale: z, = %% Halbkugel: 42

Achtelkugel: x4 = ys = 2z, = %R Kegel: z; = }lh

Die Massendichte p(x,y, z) iiber das Volumen Integrieren:
M= [[[, p(x,y, z)dV

2dm —% (FoTa S.75)
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Differentialoperatoren =sy=vy +ay=0
1. rot(#) berechnen grad(f) 2. Finde partikuldre Losung mit:
2. Weg geschlossen? Ja — 2.1 Nein — 2.2 =Vf(z,y,z) = (%(x,y, z), %(x,y, z), %(:L‘,y, 2)) A) Ansatz von Tabelle — 3.1
2.1 7“015(17) -7 berechnen — nur benétigte Elemente von rot¥ berechnen B) Ansa’tz von Lagra‘nge — 4.1
v auf ganzer umschlossener Fléiche definiert? Ja — Stokes | djy(7) = (67)1 (z,y,2) + & Ovy (;U’ y,z) + % Ovg 5 (z,y, 2)) 3.1 Ansatz ableiten — ¢/
Nein — 2.2 3.2 y und ¢ in Anfangsgleichung einsetzen
2.2 Ist rot(v) = (0,0,0)? Oz U1 Oy v — 0z + v 3.3 Konstanten bestimmen — 5.
A) Nein: rot(0) = | Oy | X |v2 | = | 0z v1— 0y~ v3 ) . )
1. Weg parametrisieren — #(t) = 7(t) ausrechnen 0, U3 Oy - v2 — Oy - 11 Stor‘funktlon Ansat:: fir yp
2 r( )in v emsetzen — 9(r(t)) Zusammensetzungen von Differentialoperatoren fon&tame o~ —
f F(t))dt in. Fkt. yp=Ax+B
) Ja = U lSt eln POtenZlalfeld (kOnSGrVatiV) dZ”U(gTad(f)) fa:ac + fyy + fZZ — Af — Laplace-Operator quadr- Fkt yp = AX2 + BX + C
Vektorfeld einfach zusammenhingend? (fiir jede geschl. Kurve rot(grad(f)) = (0,0,0) Polynom n-Grades Yp =A +Bx+Cx? 4 ... + Zx"

gibt es irgendeine Fliche nicht durch Def.liicke gehend und Kur-
ve als Rand) Ja — weiter, Nein — 2.2 A)
Es gibt ein Potenzial f(x,y, z), sodass grad(f) = v
Lo = fp = [vide+ aly, 2)
vy = fy = [vady + B(z, 2)
v3 = f. = [v3dz +(z,y)
2. Zusammensetzen: f(z,y,z) = ...+ C
3. Anfangs- und Endpunkt einsetzen:

A= f(P)— f(P)

Satz von Stokes
) - 1o dO — (7 normiert!l!)

A= {qfrot(ﬁ

[o1=[m/5]

1. div(¥) berechnen = div(¥) = konst oder einfach?
(Bsp. z, #2 4+ y? etc.) = Satz von Gauss
A) Satz von Gauss:

Bed.: div(¥) in ganz V definiert

Fluss durch die gesamte Oberfliche des Korpers von

innen nach aussen:
P = f [[ div(T

hen.

)dV — evtl. geschlossene Teilfléichen abzie-

B) Parametrisieren — #(p, ¢) oder (¢, 0)
S = ff v-

— Rlchtung beachten! = = = 0 einsetzen = Vorzeichen

(7 (1, v) X Py (u,v)) du dv — (40 = dpdp)

C) Allgemeine Formel (verw. falls 7 einfach, konst)
® = [[T-ny dO — evtl. mehrere Teilfléichen

0
— Richtung von 7 beachten! — Vorzeichen

(

( =
div(f - Tot(z_)' = grad(f) - rot(?)

( = grad(div(?)) — (Avy, Avg, Avs)
div = 0 = Quellfrei, rot = 0 = Wirbelfrei.
div = rot = 0 = Harmonisch

Fota S.81-82

Differentialgleichungen

lineare homogene DGL 1.0rdnung
Form: F(x,y,v/, y", s y(”))

simpel: y/(z) = f(z)
separiebar: y/(z) =

=[[ fx)dx] + C
%%fh Ydy = [[ f(z)dz] + C

y' = p(z) -y (immer separierbar):

1. Substitution y' = %

2. Separieren — l dy = p(z) - dz

3. Integrieren — f Ldy = [ p(z)dz] + C

Substitutionen: — Achtung Riicksubstitution!

A) y'(x) = flaz+by(z) +c) :
=u(z) =a+b- f(u)

B)y'(x) = f(¥): Sub:u(zx)=1

—y=u(r) x

= y'(x) = u(x) + - u'(z)
C) y'() = (y(z) + f(x))*:  Sub:u(z) =y(x)+ f(z)
=y (x) =/ () = f(x);y(x) = u(z) — f(z)

Tipp: DGL-Form: v -y + u -y’ = (uy)’ — Integral
lineare inhomogene DGL 1.0rdnung

y' =plz)-y+q()
1. Losen der homogenen DGL wie oben

Asin(wz) y¥p = Csin(wx) + Dcos(wx)
Beos(wx)

Csin(wx) + Dcos(wi)

A eb? yp = C-eP*X oder falls b = —

— bx
p=Cx-e

Sub : u(r) = ax+by(x)+c

Ansatz von Lagrange

4.1 Homogene Losung finden: y(z) = C' -

4.2 Konstante C als verdnderliche Fkt.:
C=0C(x)=ylx)=C(z)- ..

4.3 Ableiten: y/(x) = C'(x) - ... — Produktregel!

4.4 Einsetzen in die inhomogene DGL — nur noch C’

vorkommmen, kein C'

4.5 Losen nach C(x) — meist partielle Integration

(Integrationskonst. nicht vergessen!)

4.6. Losung fir C(x) in Losung von yj, einsetzen — 5.

5. y = yn + yp — Randbedingungen

Exakte DGL

Beschreiben Niveaulinien einer Funktion
Gy(l’,y) : y/ + Gx(xay) =0

Bedingung:

o (Gy)z(z,y) = (Gy)y(x,y)V(z,y) € Def. Bereich
e Def. Bereich muss einfach zusammenh. sein.
Losung G(x,y) = C

[ Gala,y)da +aly) = [ Gyla,y)dy + Ala) =

— a(y) und B(x) durch Koeff.vergl. finden
G(z,y) + C = 0 — nach y 16sen = yj,

G(x,y)
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Orthogonaltrajektorien (OT)

Stehen in jedem Punkt senkrecht zur Funktion
Schar von OT = Phasenportrait

1. Schar nach C umformen und y = y(x) setzen

2. Geg. Kurvenschar nach z ableiten (C verschwindet) und
nach 3’ auflésen

3. Yor = —i setzen (y durch yor ersetzen)

4. Nach y;r umformen und neue DGL lésen

Bsp:

y = Caz? L o= L
(2) o2
0 yxw421y:>y/:2?y
(3.
be = _ZQQ(CDT
(4') d o 1 d z? y2 _ C
— [yordy = - [ 3adz = G+ =
Feldlinien
Feldlinien eines Vektorfeldes 7= | ' ) =y =
U2

Losung der DGL ergeben die Feldlinien

Inhomogene DGL 2.0rdnung
y”+a-y’+b~y=
1. Losen der homogenen DGL wie oben
2. Finde partikulédre Losung mit:
A) Ansatz von Tabelle — 3.1
B) Ansatz von Lagrange — 4.1
3.1 Ansatz ableiten — 3/, "
3.2 y,y" und y” in Anfangsgleichung einsetzen
3.3 Konstanten bestimmen — 5.
5. ¥y = yn + yp — Randbedingungen

Ansatz von Lagrange fiir DGL 2.0rdnung
4.1 Homogene Losung finden: y(z) = C - ...
4.2 Konstante C'1, Cy als verdinderliche Fkt.:
Cl = Cl(l'), CQ = CQ(LL')
4.3 DGL = y(z) = Cy(x)u(z) + Ca(z)v(x)
4.4 Wir treffen folgende Annahme:
Clu+Chv =0
Ciu' 4+ Ch' =
4.5 y’ = Clu’ + CQU/
y// — C{u’ + Clu// + Cév’ + CQUN
4.6 Lose fiir C] und CY :
Cl = g(z)-v Ch =

u' v—uv’

g(z)u

u'v—uv’

4.7 C; und Cy durch Integration finden (Integrationskon-
stante nicht vergessen!) — Cy, C5 einsetzen

Storfunktion Ansatz fiir y,

b#0 ¥p = Qun(x)
a#0;0=0 yp=x%xQn(x)
a=0;b=0 yp=x%2Qn(x)

Polynom n-Grades

ecr c ist keine Lsg.
c ist einfache Lsg. yp = Axe®™®

yp = Ae®

cist doppelte Lsg. yp, = AxZe®™

Asin(wz) iw ist keine Lsg. des char. Poly.:

Bcos(wx) yp = Csin(wx) + Dcos(wx)

lin-Komb. 1w ist eine Lsg. des char. Poly.:
vp = x(Csin(wx) + Dcos(wx))

f,%z yp = A - Infx|

Summe von Storfkt. Yp =¥Yp1 +¥Yp2 + -

Produkt von Storfkt. | yp = yp1 - ¥yp2 - -

— | Funktioniert nicht immer !

DGL n-ter Ordnung

y"+a1y’ +agy = 0 = char. Polynom: A2 4+a1 A +ag =0
1. Kommen nur Ableitungen von y vor?
1.1 Substituiere 3’ mit v = Grad der DGL =n — 1
2. Setze y = e
3. Finde charakteristisches Polynom fiir yp:
A" 4 i AN A F+ap=0
A) Alle Lsg. sind reell und A\; # Ao + ...
= y1 = C1eM?; gy = Coe™; ...
= y(x) =y1 +yo + ... = C1eMT + Cre’?® 4
B) A = « ist eine r-fache Lsg. des char. Poly.:
)\1:)\2:...:)\T:Oz
= y1 = e yy = xe™; gy =
= y(z) = (Cy + Cox + C32?% + ... + Cra"1)e®
C) A2 = a £ iw eine einfach konj. komplexe Lsg.:
= y1 = e"sin(wz); Y2 = e*cos(w)
= y(z) = e*®(Cysin(wx) + Cocos(wz))
D) r-fache konj. komplexe Lsg.:
= Ersetze Konstanten C und C5 durch
C(z) und Cy(x) vom Grad r
= y(z) = e*®(Cy(x)sin(wz) + Cy(x)cos(wz))

r—lear

4. Finde partikulire Losung mit Tabelle (3 Lagrange)
4.1 Ansatz ableiten — ¢/, y", ...,y
4.2y, y", ...,y in Anfangsgleichung einsetzen
4.3 Konstanten bestimmen

5. y = yn + yp — Randbedingungen

Tipp: Char. Poly.: X> + M 4+ X + X2+ X+1=0
—mit (A — 1) multiplizieren
= ergibt zusitz. Nullst. fiir A = 1 — De Moivre

Stérfunktion Ansatz fiir y,

(Fota S.18)

Polynom n-Grades yp = A +Bx+Cx?+ ...

m - e c ist keine Lsg. yp = Ae®*
c ist einfache Lsg. yp, = Axe®™
c ist r-fache Lsg. yp = AxTe®™
Asin(wz) iw ist keine Lsg. des char. Poly.:
Beos(wx) ¥p = Csin(wx) + Dcos(wx)
lin-Komb. iw ist eine Lsg. des char. Poly.:

vp = x(Csin(wx) + Dcos(wx))

Summe von Storfkt. Yp = ¥Yp1 +¥Yp2 + ...

Produkt von Storfkt. Yp = ¥Yp1l Yp2 - -

— | Funktioniert nicht immer !

Eulersche DGL n-ter Ordnung

e+ a3y + agx®y" + arzy’ + apy = g(x)
Ansatz: Yp = ;po" y;L = Og:lja_l’y;: = Oé(Oé — ].)I'a_Q,
Indexpolynom:

ot aga(a—1)(a—2)+aa(a—1)+aja+ay =0

1. Indexpolynom aufstellen und l6sen
2. Losungen:
A) ag # a9 # as # ... (reel)
=y = Ciax™ 4 Cox®? 4 C323 + ...
B) i =as=a3=..=a (reel)
=y = C12% + Co(In(x))z® + C3(In(z))?x* + ...
C) Q12 =034 =0 + bi
=y = 2%(Cycos(bxIn(z)) + Cosin(b* In(x))) +
In(x)[z*(Cscos(bxIn(x)) + Cysin(bxIn(x)))]
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DGL Systeme
fi, f2, ..., fn von t unabhéngig = autonom

b, sysen: [}~ 0

Lineares System:
(I) | @(t) = ap12(t) + a12y(t) + bl B (a11 a12>
. — A=
(II) y(t) = aglx(t) + azgy(t) + b2 a1 Q99
L P A F4b, 5= (”“”)
y(t)
e Storterm b = 0 — System homogen
e Ordnung System = ) Ordnung Gleichungen
e DGL abhéngig voneinander — gekoppelt, sonst entkoppelt

Uberfiihren in System héherer Ordnung:

immer moglich, auch mit Stérterm aus n DGLs 1.0rdung

= 1. DGL n-ter Ordnung

1. (I) Gleichung nach Variabel x oder y auflésen,

ableiten — & = ... bzw. y = ...

2. in (IT) Gleichung einsetzen — DGL l6sen (wenn moglich
Anfangsbed. einsetzen)

3. Losung und deren Ableitungen in (I) einsetzen

LinAlg Methode (nur wenn A diagonalisierbar):
1. Finde EW (;) und EV (v;) von A

2. Losung Z(t) = (g’"(t)>

y(t)
A) Ay # Ay # .. (reel) = Z(t) = CreMto) + Coe2ts + ...
B) A\l = Ay = ... = A (reel) = Z(t) = CreMog + Coetis...

)

)
C) A1,2 = a £ ib (konj. komplex)
= g(t) = C’lRe( At H) + C’gIm( ’\1%1)

_ eat(cleat < U17160‘5(bt))> +Cg€at (vl,ISZn(bt))

—uy 25tn(bt v1,2c0s(bt)

Gleichgewichtspunkte / Phasenportrat

Gleichgewichtspunkte:
z(t) 0 L .

Dort wo | . = — keine Anderung in x und y
y(t) 0

Phasenportrait:

y =4 = % — DGL gy’ = ... 16sen, Schar skizzieren,

Durchlaufsinn einzeichnen

Durchlaufsinn:

Richtung, welche sich mit steigendem t die Kurve bewegt:
& > 0 — immer ~ (positive Steigung)
7 < 0 — immer v (negative Steigung)

Nicht lineare Systeme miissen linearisiert werden!
Fiir Durchlaufsinn:
Falls £ < 0 und ¢ > 0 — Intuition oder einfach probieren

Potenzreihenansatz fiir DGL
1. Ansatz fiir die Losung: y = ag + a12 + asa® + ...
2. Ableitungen von Ansatz bilden:

y =a; +2asx + ..., y’ = 6as + ... usw
3. in DGL einsetzen

— Koeffizientenvergleich — ag, a1, as, ...

Potenzreihen Fota S.79

S0 o an(x — x9)™ — Entwicklungspkt. zo; Koeff. a,
Konvergenzradius: r = lim, \a = =30 o an(z — z0)™

bestimmen

Vo mit v — xo| < r — konv., Yo mit |z — xo| > r — div.
Finde Taylorrelhe
J(@) = flao) + Ze (@ — o) + oo+ L0 (@ — o)

Integral? = 1.Ableitung: - [* f(t)dt = f()
Finde erste k Koeffizienten der Potenzreihenentw.

A) Terme hoher als 2* streichen

B) Integral: = Terme hoher x*~1 streichen

C) Quadrat? Ausrechnen, zu hohe Terme streichen
Finde komplette Potenzreihenentw. um zyp = a

A) Taylorentwicklung: Ableiten, einsetzen,...

B) Funktion in bekannte Reihe umformen

C) Ableitung/Integral als Reihe darstellbar?

D) Partialbruchzerlegung

E) Funktion als Summe/Produkt bekannter Reihen

Funktion = Y7 a,z™ — Koef.-Vergleich
F) Funktion ungerade? — ag, az,a4,.... =0
G) Bruch? = Nenner auf linke Seite, Koeff.-Vergl.

Bsp: In(z) = > pe yar(z — 1)* bei 29 = 1

1. Ersetze x durch xg, schreibe Summe aus
In(xo) = ap + a1(zo — 1)* + ag(zo — 1)% + ...

2. Setze x( ein, finde ag
O=ag-14+0+....40=0a9=0

3. Leite beide Seiten ab
%:a1-1—|—a2-2(m0—1)+a3-3(x0—1)2—|—

4. Setze zq ein , finde ay
1=a1+0+..=a =1

5. Leite weiter ab, finde mehrere a,
ap=0; a1 =1; as = —3; a3 =

6. Finde Bildungsschema der a,,

ap = (71]):_1; k > 1

— Achtung: Teillosung nicht vergessen: ag = 0

1.
EEREE

Potenzreihenentwicklung

Alle Reihen um —1 < z < 1 oder —|a| < z < |a|
Geometrische Reihe: ﬁ =Y pat =1+z+a+ad+ ..
= Yoo D) 2 =1 -z +a? -2’ 4

=Y =1+t a2l +

T = Yoo(— D) =1 —a? ot —af 4

i =T = (k)
Integrale/Ableitungen der geom. Reihe:

7 = Lmeo(n+1)a"™ =1+ 2z + 32 + 42® + 5a* + ...

ﬁzzf o(2)" 2 (n+ 1)a" = a2 + 2 _|_3a: 4x
0o gl
In(l—z)=-"0 20 =—(z +7+§+.‘.)
T D™ n 2 3
ln(1+x) 1 1J1rtdt S (n+)1 S

2" ((1+n)(2+n)) = 14+3z+62%+1023+...

(1— ar)3 = Zn =0 2
L 2"(=1)"(1+n)(2+n) =1-3z+62%F ...

+z)? ano bR
Binomische Reihe:

(1-&-1:c)2 =32 (=D)"(n+1)z?=1-2z+ 32> —42® + ...

1
Vit =", (721> =14 gz — g2+ Lot — Sealt

A 1,2 13,3 _ 135 4 _
I-z=1-32— 532" — 55%%° — 5168® — -
Weitere Reihen(z € R):

er =%, (Cff!)n =1+ (cx)+ (C;)Q + (Cg!)s + ..
swm=2£wwnﬁ$=x—ﬁ+§¢
cos(z) = LoZo(~)" Gy = 1= 5 + 5
sin?(z) = %IQ — i—?x‘l + 26—,z6 =

cos?(x) =1— 22% 2+ i—?m‘l — 2254

- 0<2z<2

Vereinfachungen:

1 1 1 1 1 z—1 z—1

T2 = 5~ apeen = s () )
1 _d =1 _d_1

(x=3)2 ~ dzz—3  dz3—z

In(z) =In(z+1-1)=In(l1+ (x — 1))

e =e-e" !

Ed 1-2:3...-(2n=3)-2n—1) g«

foz cos(x)*"dx = 746, - 7(L2n22()21n : "2

L . 1-2:3-....(2n—=3)-(2n—1) =«

foz sin(z)*"dr = 246( (LQn)Q()gn : 2

(a —b5) (a—b)(a +a3b+a262+ab3+b4)
adtat+ad+a®+a+1 = (a+1)(a* +a®>+1) =

(a+1)(a®>+a+1)(a®?—a+1)
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Fota S.18-19

Komplexe Zahlen (z =

a + ib)
em =1
(x — (a+1b))(x — (a — ib)) = 2% — 2ax + (a® + b?)

v o Jardan/a) a0
r= |z = VaZ +b% @{arctan(b/a)‘Fﬂ' [a < 0]

Potenzieren (Nur in Trig./Exp.-Form sinnvoll)
2" =r-cis(p)” =r"-cis(n - )

Waurzel ziehen

V2= r- ERE = - cis
k=1{0,1,...,n — 1} — bilden ein regelmissiges n-Eck
Natﬁrlicher Logarithmus

In(z) ist unendlich vieldeutig

Hauptwert: in(z) = In(r) +ip

Allgemein: in(z) = In(r) +i(p + 2km)k € Z

+2km .
(=)

b

Graphen Transformation Fota S. 55

Inverse Funktionen

3 nur dann eine Inverse, falls die Funktion injektiv ist.
Injektiv: Jede Gerade zur parallel zur x-Achse schneidet den
Graph der Funktion in héchstens einem Punkt!

Inverse Funktion ist Spiegelung an xy-Ebene:
1. Wenn y = f(z) gegeben — nach & umformen
2. ¢ & y tauschen

injektiv: fiir jedes y hdchstens ein x

surjektiv: fiir jedes y mindestens ein x

bijektiv fiir jedes y genau ein x

Koordinatentrans.

in Koordinaten &,

()= 0 G)= ()= (2 ) )

21 = gge(d-E=b-n), y1 = g (—c-E+a-n)
(§ 77) f(xhyl)
[ flz,y)dedy = [[ g(&n)-|det (Z Z) I~Ldedn
B(z,y) B(&,m)

Geometrie

Schnittwinkel

Zwei lineare Funktionen: tan(a) = [ -T2
Zwei Richtungsvektoren: cos(a) = ||§|"%||

Zykloide

(;:Eg) _ (c;t— Cc s;:(it))) a: Radius Kreis

c: Abstand P — Mittelpkt

Gewohnliche Zykloide

) N

Verkiirzte Zykloide

v

Verlangerte Zykloide

Epizykloide — Kreis (r; = a) rollt auf Kreis (ry = b)

<I(t)) B <(a +b)cos(t) —a - cos((1+ S)t)>
yt))  \(a+b)sin(t) —a-sin((1+ 2)t)

— g ganzzahlig: Kurve geschlossen nach 1 Umdrehung
Bogenldnge: s =8ma - m =1 + 2

Fliache unter Kurve: A = m(m + 1) a’n

Kardioide: = b =2«
Nephriode: = b = 2a

Abstand

Punkt-Ebene:
_ |axo+byo+czo+d| |AP-i|

d= % oder d= 1

Punkt P - Gerade A + t(u):

d = |@x (P—A)|

|

Fota S. 102/106

— @ = Richtungsvektor der Gerade

Roboterarm

Q(p) = (Heos(p), Rsin(p)
P(p) = Q(p) + (reos(p — ), rsin(p —¢)

Kreis auf Ellipse

(y)‘
z(t) = zo(t) +C - % _ k(t)
m(t)
C =Abstand von der Ellipse -
77 = Normalvektor zur Ellipse o ) or
&)

Seilbogen
f(x) = acosh (==22) + b
ro=0—a=

arsi'rth(l) - m(liﬁ)

L= fil V1 + sinh2((x — x9)/a dov =

2f01 cosh(z/a)dz = 2asinh(1/a) =

2/In(1 +/2)

Fehlerrechnung

Voraussetzung: h ist sehr klein

f(xo+h) = f'(zo) - h+ f(xo) + Rest
— Weil: f/(x0) = limg_o 7f($°+h}2_f(w0)

Linearisieren

Tangente an f(x) im Punkt (xq,yo)(lin. Ersatztkt.):
y(a) = t(x) = f'(z0)(z — x0) + yo
Tangentialebene im Punkt (xo,yo) :
t(z,y) = f(zo,y0) + fa((20, yo) (& — x0)) +

Jy((mo,y0)(y — yo)) = 2
3D-Parameter:

Fota S.64

X x(to to
y| =|ylo) | +7-grad | y(to)
z z(to) z(to)
T
nE y| =
z

1'07 yU)
0

e = (fz(20,%0), fy(To,y0),

Fehlerfunktion: ¢(z) = f(x) — I ( o) - (x —x0) + f(xo)]

Approximationen fiir kleine Werte von (z) <<1
\/ler:(lJra:)l 1+ ia; 1+1 =142t
/714»:17 (1+$) 5%1—5.'1:

Beweise

Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen
Annahme: f(a) < m und f(b) 2m
Definiere zwei Folgen:

~1l—=x

o Lty falls f(3(xi+ i) <m
B falls f(L(zi+y:) = m
yoay = {2 Fw) alls (it ) 2 m
Yi falls f(%( +4;)) <m
Grenzwerte: ynq1 — Tpq1 = 257 = ... = b;ﬂa

Daraus folgt: 0 = lim (y, — z,) = lim y, — lim z,
n—oo n—oo n—oo
Wir setzten: limy,, = ¢ =limz,
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Laut Definition: f(§) = f(limy,) = f(limz,) = m, Additionstheoreme Fota S.99 Qi
m = f(limyn,) = f(hm-xn)A:.f(f) = f&)=m Allgemeines sinh(%) = 7603}1(2“)_1, x>0; cosh($)= 7005}1(2“)“
Regel von Bernoulli-Hoépital - .
Watle X mit 0 < X < b con( =) = con(a); o £ ) = Fain(s) sinh(3) = /T <o
hix s hz) = f(2)g(X) ~ f(X)g(x) cos(a) = sin(3 £a); tan(a) £ tan(b) = 5 (a)cort) Summen
(o) =0 = HX) ach St v Rl 0 <€ < X osle) sin(0) = V2 s =) = 2-con(E 0 sinh(a) + sinh(b) = 2sinh(#5)cosh(252)
- - 2 a+tb\ s a—b

it 0 1(6) = F€0(X) - J(X)s(© ot (o) o) — oo ronh (o2

T M (I (9] ) cos + cos cosh( 42 )cosh( %
qamiti 7o) — g0 @ << A L+ cof?(@) = by cotla+b) = TR B(#32) simh( 25t
Mittelwertsatz der Differentialrechnung cot? ()1 cosh(a) — cosh(b) = 25“? (Tb)sm (7)
Satz: f:x — f(z), im Intervall (a,b) ist ein Extrema, cot(2a) = S tanh(a) + tanh(b) = Coz;?g)(gih)(b)
a<§<b, df}nn gilt: Jﬁ/(f) =0 _ athb Produkte
Annahme: f*(£) > 0 fiihrt 2u V\;l(d)ef}()gmh sin(a £ b) = sin(a)cos(b) £ cos(a)sin(b) sinh(a)sinh(b) = 5 - [cosh(a + b) — cosh(a — b)]
Definitonsgemiss: f'(§) = }nglE = cos(a £ b) = cos(a)cos(b) F sin(a)sin(b) cosh(a)cosh(b) = L - [cosh(a + b) + cosh(a — b))
D F@)—fE©) ) £(6) tan(a:l:b) _ tan(a)*tan(b) : cot(a:l:b) _ c?t(a)cot(b)qil 2 ' B

araus: —— >0 1Ftan(a)tan(b) cot(a)Ecot (b) sinh(a)cosh(b) = 5 - [sinh(a 4 b) 4 sinh(a — b)]
Fiir x hat f( ) — f(&) dasselbe Vorzeichen wie x — &£ 2? stan(a) tanh(a)tanh(b) = %
=E>0= f(z) > f(&), =< 0= f(x) < () sin(2a) = 2sin(a)cos(a) = st Potenzen
7 lokz%l Min-/Maxstelle — Widerspruch cos(2a) = cos?(a) — sin(a) = 1 Zan?(a) — 1 — 2sin2(a) = sinh?(a) = 1 - (cosh(2a) — 1)

Ableitung 2tan(a)+ an?(a) — o ? _
Satz: f'(z) = Af(z) und ¢'(z) = Ag(x) 2cos?(a) — 15 tan(2a) = Totan®(a) sinh®(a) = 3 - (sinh(3a) — 3sinh(a))
= Vz gilt: f(z) = Cg(x) 3a sinh*(a) = % - (cosh(4a) — 4cosh(2a) + 3)
Definition: h(z) = fézg dann gilt: sin(3a) = 3sin(a) —4sin(a); cos(3a) = 4cos®(a) —3cos(a) cosh®(a) = 5 - (cosh(2a) +1)
b (z) = [(2)g()—f(x)g'(x) _ Af(@)g(x)—f(x)Ag(x) _ a cosh®(a) = 1 - (cosh(3a) + 3cosh(a))
Aus 1(z) = 0 und h(z) = C folgt: (2 = C 2 o i cosh(a) = L - (cosh(4a) + dcosh(2a) + 3)
= = gt: f(z) = Cy() sin(§) = £ (1 —cos(a)); cos(5) = £4/5 - (1 + cos(a)) 8
Hauptsatz der Infinitesimalrechung Potenzen Formel von Moivre
Satz: F(x) = [ f(t)dt und F'(z) = f(x) o 1 3 1 . . (cosh(a) £ sinh(a))™ = cosh(na) + sinh(na), n > 2
Dlﬁerenzen wotion: FEth=F(@) _ sin®(a) = 5-(1—cos(2a)); sin’(a) = ;-(3sin(a)—sin(3a))

(f”h th e fih L sin*(a) = L - (cos(4a) — 4cos(2a) + 3) Inverse .der Trigonomgtris;hen Funktionen :
2 h 2 cos*(a) = - (1+cos(2a)); cos®(a) = %+ (3cos(a)—cos(3a)) cgs(arcsm(x)) \ 1I_ z?  sin(arccos(x)) = v 11— x
¢ € [z, x + Al Hn} f( C;L(t)dt fm f(t)dt cos*(a) = 1 - (cos(4a) — dcos(2a) + 3) sin(arctan(z)) = T cos(arctan(x)) = 7=
hm flen) = hmO o = f(x) Eulerformel tan(arcc?s(x)) =71 (1- i:)l
Kettenregel cos(z) = £ gin(z) = £i=e tan(arcsin(z)) =z - (1 —z)~1

=2 =T ; /2
% (g(x)) = f'(g(x)) - ¢'(x) Trick: wenn nur sin bzw. cos — substituireren und 16sen Z:i:ﬁ;zg g ;Zg i \/%)
Laut Definition: & = 1 flg(z+Az)) = f(9(x)) 1. 1tz

aut Definition dzf(g(x)) A;:IEO Ax Hyperbolische Funktionen Fota S.60 artanh( ) 5 ln(l —z)7 |(L’| <1

Setze g(z + Az) — g(x) =d  (wenn Az — 0, dann d — 0) . arcoth(z) = + - In(22), |z| > 1
im (L)) —S(9(w) . olaA0)-o(a) Allgemeines : () = 20/22

= Alggo ( . . ) = cosh?(z) — sinh?(z) = 1 smh(? -arcsinh(z)) :2 x :E -1
lim f(g(x)+d) f(g(x)) lim g(z+Az)—g(x) _ f/( (.Z‘)) . /(I) COth(JJ) _ c?sh(m) S’th(aT‘C(.)Sh(:E)) =+Vx —1; z >0
d—0 Az—0 Az g g sinh(z) cosh(arsinh(z)) = V2 + 1

tanh(a + b) _ 1 __ _tanh(a)ttanh(b)

coth(a=+b) 1+ttanh(a)tanh(b)
2a und 3a

(Fota S.99),
cos=cosh, tan=tanh

Alles gleich wie fiir sin und cos
— sin=sinh,




