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Lösung Intuitionsübung

◦ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 → Einheitskugel 

◦ 𝑥2 + 𝑦2 = 3𝑧2 → Kegel mit Radius 3 bei z = ±1
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Multiple Choice



Aufgabe 2b) 

Lösung in Zylinderkoordinaten

Liegender Zylinder         𝜑 in der yz-Ebene & Höhe entlang ො𝑥
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Häufiger Fehler in kart. Koordinaten
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Das orangene und das blaue Gebiet besitzen zwar 

dieselbe Fläche, aber über ihnen liegt nicht das 

dasselbe Volumen.

Es muss von x bis 3 integriert werden



Divergenz und Rotation

Divergenz:

Rotation:  

𝐷𝑖𝑣 റ𝑣 =
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

, 𝑑𝑖𝑣 റ𝑣 = 0 → Quellenfrei

𝑅𝑜𝑡 റ𝑣 = ∇ × റ𝑣 =

Τ𝜕 𝜕𝑥

ൗ𝜕 𝜕𝑦

Τ𝜕 𝜕𝑧

×

𝑣1
𝑣2
𝑣3

=

𝜕𝑦 ⋅ 𝑣3 − 𝜕𝑧 ⋅ 𝑣2
𝜕𝑧 ⋅ 𝑣1 − 𝜕𝑥 ⋅ 𝑣3
𝜕𝑥 ⋅ 𝑣2 − 𝜕𝑦 ⋅ 𝑣1

,       r𝑜𝑡 റ𝑣 = 0 → Wirbelfrei



Beispielaufgaben

Basisprüfung Sommer 2017 (MC) 

Basisprüfung Winter 2018 (SC) 



𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 റ𝑣 ≡ 0

𝑟𝑜𝑡 റ𝑣 =

𝜕𝑦 ⋅ 𝑣3 − 𝜕𝑧 ⋅ 𝑣2
𝜕𝑧 ⋅ 𝑣1 − 𝜕𝑥 ⋅ 𝑣3
𝜕𝑥 ⋅ 𝑣2 − 𝜕𝑦 ⋅ 𝑣1

→ 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 റ𝑣 =
𝜕 𝑣3𝑦 − 𝑣2𝑧

𝜕x
+
𝜕 𝑣1𝑧 − 𝑣3𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕 𝑣2𝑥 − 𝑣1𝑦

𝜕𝑧

= 𝑣3𝑦𝑥 − 𝑣2𝑧𝑥 + 𝑣1𝑧𝑦 − 𝑣3𝑥𝑦 + 𝑣2𝑥𝑧 − 𝑣1𝑦𝑧 ≡ 0

Satz von Schwarz

𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) ≡ 0

𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) = 𝑟𝑜𝑡

𝑓𝑥
𝑓𝑦
𝑓𝑧

=

𝑓𝑧𝑦 − 𝑓𝑦𝑧
𝑓𝑥𝑧 − 𝑓𝑧𝑥
𝑓𝑦𝑥 − 𝑓𝑥𝑦

≡ 0

Satz von Schwarz



Flächen im Raum

Ausblick: Fluss durch die Oberfläche eines Körpers: 𝜙 = 𝑂׭
റ𝑣 ⋅ 𝑛0 ⋅ 𝑑𝑂

Wie parametrisiert man die Oberfläche (ෝ= Fläche im Raum)?

• Parametrisierung:  റ𝑟 𝑢, 𝑣 = (𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣 )

• Implizite Darstellung als Lösungsmenge: F(x,y,z) = 0

• Explizite Darstellung (Graph einer Funktion) fi ∶ 𝐵 ⊂ ℝ2 → ℝ

x, y ↦ fi(x, y)

Neu



Beispiele Parametrisierung

◦ Kreisscheibe mit Radius 2 auf der Höhe z = 4         Oberfläche = Fläche

◦ 𝒙 𝒓,𝝋 = 𝑟 ⋅ cos 𝜑 , 𝒚 𝒓, 𝝋 = 𝑟 ⋅ sin 𝜑 , 𝒛 𝒓, 𝝋 = 4 , r ∈ [0,2]

◦ Oberfläche der oberen Hälfte einer Vollkugel mit Radius 5 

Kugelschale: r = 5, 𝜑 ∈ 0,2𝜋 , 𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
]

◦ 𝒙 𝝋, 𝜽 = 5 ⋅ cos 𝜑 ⋅ sin 𝜃 , 𝒚 𝝋, 𝜽 = 5 ⋅ sin 𝜑 ⋅ sin 𝜃 , 𝒛 𝝋, 𝜽 = 5 ⋅ cos 𝜃

Kreisscheibe in der xy-Ebene:     r ∈ 0, 5 , 𝜑 ∈ 0,2𝜋

◦ 𝒙 𝒓,𝝋 = 𝑟 ⋅ cos 𝜑 , 𝒚 𝒓, 𝝋 = 𝑟 ⋅ sin 𝜑 , 𝒛 𝒓, 𝝋 = 0



Parameterlinien

◦ v-Linie:   𝑢 = 𝑢0 → റ𝑟(𝑢𝑜 , 𝑣) u wird konstant gehalten, v variiert.

◦ u-Linie:   𝑣 = 𝑣0 → റ𝑟 𝑢, 𝑣𝑜 v ist konstant, u wird variiert.

Kreis: റ𝑟 𝑢 , 𝑣 = റ𝑟 𝑢 ⋅ cos(𝑣) , 𝑢 ⋅ sin(𝑣 )

u-Linien v-Linien

Radialer Anteil

Winkel Anteil



Tangentenfläche 

◦ Tangentenfläche റ𝑡 𝑢, 𝑣 zur Raumkurve റ𝑠 𝑢 =

𝑥(𝑢)
𝑦(𝑢)
𝑧(𝑢)

∶

റ𝑡 𝑢, 𝑣 = റ𝑠 𝑢 + 𝑣 ⋅ ሶറ𝑠(𝑢)

Stützpunkt



Normaleneinheitsvektor (NEV)

Ein Vektor der Länge 1, der senkrecht auf einer Fläche im Raum steht

𝑛 𝑢, 𝑣 = ±
𝑟𝑢 × 𝑟𝑣
𝑟𝑢 × 𝑟𝑣

Der Vektor ist bis auf das Vorzeichen definiert. Das Vorzeichen bestimmt beispielsweise, 

ob der Fluss von Aussen nach Innen oder von Innen nach Aussen berechnet wird. 



Oberflächenberechnungen

Die Oberfläche eines Körpers wird mit folgendem Integral berechnet: 

𝑂 =ඵ
𝐵

𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 𝑑𝑢 ⋅ 𝑑𝑣 =ඵ
𝐵

𝑑𝑂

𝑟𝑢 × 𝑟𝑣 entspricht im Allgemeinen nicht der Jacobi-Determinante der Volumen-/Gebietsintegrale 

und muss i.d.R. für jede Parametrisierung neu berechnet werden!

Nur wenn die Parametrisierung identisch zu der Koordinatentransformation ist, gilt dV/dA = dO



Beispielaufgabe

◦ Man berechne die Oberfläche einer Kugel mit Radius R 

◦ Wie gross ist die Mantelfläche eines Zylinders mit Radius 2 und Höhe 5?



Oberfläche einer Kugel:
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