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Nachbesprechung Serie 5

2. Es seien a,c > 0 Konstanten. Das Vektorfeld

2 2

) r* —y o 21y
Uz, y,2) =c(1-a®H5—55, 0" —5 5.0
( 0 Y, ) ( (.’1’324’3}2)2? (:};‘2 —|—y2)2= )

beschreibt die Stromung einer idealen Fliissigkeit um einen senkrechten Zylinder vom Radius
a, dessen Achse mit der z-Achse zusammentfiillt (siche dazu die Abbildung und cine animierte
Visualisicrung unter folgendem Link: https://tinyurl.com/ethanalysis-laminarflow).

a) () Zeigen Sie, dass dive = 0 und y
b) (W) dass rot 7 = 0 gilt,
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die Stréomung tangential verlauft und
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mmm) c) (W) dass an der Oberfliche des Zylinders //’"‘“\ _
d) dass in grosser Entfernung vom Zylinder \
das Vektorfeld nahezu homogen ist. E“wha\
N
e) Bestimmen Sie ausserdem die Punkte ma- -
ximaler und minimaler Geschwindigkeit
auf der Zylinderoberfldche.




Nachbesprechung Serie 5

o Zwei Moglichkeiten:
o Zeigen, dass der Ortsvektor 7 senkrecht auf dem Vektorfeld steht
= 7-v = 0 (hur mdglich, da der Tangentialvektor senkrecht auf dem Ortsvektor steht)

o Zeigen, dass die Richtung des Tangentialvektors und die des Vektorfelds identisch sind

=¥ = f-t, fistein skalarer Faktor ( Oft auch einfach zu zeigen, dass v x t = 0 gilt)

o Es kann hilfreich sein, eine Koordinatentransformation auf das Vektorfeld anzuwenden.

(hier z.B Polarkoordinaten)



Nachbesprechung Serie 5

2. Es seien a, ¢ > 0 Konstanten. Das Vektorfeld

a - cos @
v(z,y,2) =c (1 —a? 7~y 2 2xy U) Polarkoord. # = ((1 - Sin (p)

@ @) 0

, a*(cos® ¢ — sin® @)

L= a* 1 —cos? @ +sin? ¢ 2 sin? ¢
= vV=cC 22-azcos<psincp =C —2-Ccos@sing =C| —2-cospsing
—a 7 0 0
0
. —a - sing 2 sin? @ 0-0 .
Fx5=<a-cos<p>xc —2-cos@sing | = 0—-0 =0
0 0 2ac - sin@ - cos@ — 2ac - sin®@ - cos @



Flussrechnungen

Satz. Seien ein Vektorfeld ¥ und eine Fliche S mit Parametrisierung 7(u,v) sowie eine

ausgezeichnete Richtung gegeben. Wenn 7 der Normaleneinheitsvektor auf S in die aus-
gezeichnete Richtung ist, dann ist der

durch
/ / ) dO =+ / / U(F(u,v)) - (ry(u,v)x7y(u,v)) du do.

Dabei muss das Vorzeichen £+ so gewdahlt werden, dass + (7, X T) in Richtung 1 zeigt.

gegeben

v - n berechnet den parallelen Anteil zwischen v & n
r(u,v) : Parametrisierung der Oberfldche

Wie bestimmt man die Richtung von (7, X7, ) ¢



Single Choice BP 2019

18. (VI) Sei 7 ein Vektorfeld auf R?, dessen Feldlinien Geraden parallel zur zy-Ebene sind
und sei E' die Einheitskreischeibe in der zy-Ebene. Welche Aussage iiber den Fluss von ¢
durch F von unten nach oben ist korrekt?

(a) Der Fluss ist null.
(b) Der Fluss ist negativ.
(¢) Der Fluss ist positiv.

(d) Die gegebenen Angaben geniigen nicht, um eine Aussage iiber das Vorzeichen des Flusses
zu schliessen.



Losung Single Choice BP 2019

0
o Fluss von unten nach oben: n = (0)
1

21
o Das Vektorfeld ist immer Parallel zur xy- Ebene: v = <v_2>>
0

o Da diese Vektoren senkrecht aufeinander stehen ergibt das Skalarprodukt O und der
Fluss durch die Einheitskreisscheibe ist O



Repetition Analysis |

2 (cos(v) ) PR (sin(v) ) P (cos(v) ) P (—sin(v) ) v € [0,27]

sin(v) cos(v) — sin(v) —cos(v)
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¢ Durchlaufsinn

Repetition Analysis |

2 (cos(v) ) 2. (sin(v) ) P (cos(v) )

cos(v) — sin(v)

P (—sin(v) )

—eosl(®) v € [0,27]

| g

y y y
A A A

RN

sin(v)

/

A

AR

A

E
.

i

-
NI

A




Rechte-Hand-Regel / Punkt einsetzen

o Parametrisierungen besitzt eine Durchlaufrichtung

= (L 50) (1)
Yy )
A A

NP LNV




Rechte-Handregel
S (u - cos(v) )

"=\uw sin(v)

y
A

——
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Drehrichtung

Abb. 1
- Abb. 2

Abb. 1: https://Ip.uni-goettingen.de/get/text/4940  Abb. 2: https://www.einstein-online.info/spotlight/felder/



Single Choice BP Winter 2021

14. (VI) Gegeben sei das Vektorfeld
7 (w,y,2) = ("zy,y® = 3,—2)

und die Einheitskreisscheibe D := {(z,y,0) € R? | 22 + 3? < 1} in der x,y-Ebene. Welche
Aussage tiber den Fluss von ¢ durch D) von unten nach oben ist korrekt?

Der Fluss ist nicht wohldefiniert, da keine Umlaufrichtung des Einheitskreises ange-
geben wurde.



Losung SC 14 BP Winter 2021 (Ausfuhrlicher WeQ)

Wir wissen, dass mit dieser Parametrisierung
4 T, X 1, in Richtung n zeigt.

0 u - cos(p) 2 1
ﬁ=<0>, 7= | u-sin() |, cp:” a-ﬁdo=f fa-@xﬁ)drdgo
1 D o Jo

0
<cos(<p)> (—r : sin(<p)> < 0 ) 0
Tw X7, = | sin(p) | x| 7-cos(p) |= 0 = (O)
0 0 r - cos?(p) + 7 - sin?(¢) r

2m 1 o 1 Vq 0
=>Cl>=f fﬁ-(ﬁ[xﬁ)drdgozj j v, -<0>drd<p=0
o Jo o Jo

—0 T



Losung SC 14 BP Winter 2021 (schneller WeQ)

0 u - cos(g)
ﬁ=<0>, 7= | u-sin(p) |, <D=]] v-ndo, dO = |1, X1, -drdo =7 -drdg
1 0 D

o= [[ 5-a0- H() (0)-rarao =



SC Basisprufung Sommer 2018

25. (Vorzeichen eines Flusses SC) Gegeben sei das Vektorfeld
U (ry,2) = (r+y+ 2, 22+ Yz, 1)

und das Dreieck D mit Ecken (0,0,0), (2,0,0), (0,3,0). Welche Aussage iiber den Fluss
von ¢ durch D von oben nach unten ist korrekt?

(a) Der Fluss ist negativ.
(b) Der Fluss ist 0.
(¢) Der Fluss ist positiv.

(d) Der Fluss ist nicht definiert, da keine Parametrisierung (x(u,v), y(u, v), z(u, v)) des
Dreiecks D angegeben ist.



Losung SC 25 Basisprufung Sommer 2018

o Das Dreieck liegt in der xy-Ebene, somit ist der Normaleneinheitsvektor von oben nach

0
unten gegeben durch n = < 0 )
—1
o Das es sich um ein 2D Objekt handelt gilt dO = dA = dxdy

xX+y+z 0
CD=jj x?4+yz || 0 dxdy=—Jj ydxdy <0
D y _1 D

Da sich das Dreieck im ersten Oktanten befindet kann das Integral
der Funktion y Uber die Dreiecksflache nur positive Werte liefern



Beispiel Kugel

" Betrachtet man den Punkt (0,—1,0), so kann dieser
A mit der Parametrisierung folgendermassen dargestellt
—\\ werden: F(%ng)
\ (& r(E 3;”) — & Konvention v € [0,2n],w € [0, ])
N > (3T T - . c . oye .
>y Im Punkt r (7,5) zeigt r, in die positive x-Richtung und
/ 1, in die negative z-Richtung. 5
T A
1 0 0 T
x Es folgt: (0) X ( 0 ) = (1) 4
0 —1 0
sin(w) - cos(v) »
r(v,w) = sin(w) - sin(v) X
cos(w) (0,-1,0) oG =
1%




Divergenzsatz von Gauss

Satz (Divergenzsatz von Gauss). Seien U ein stetig differenzierbares Vektorfeld und B C R?
ein beschrianktes Volumen mit B C D(¥). Sei die Fliache S = der . Dann
ist der Fluss ® von v durch S = 0B nach aussen gegeben durch

(I):// -ﬁ--ﬁd():f/f divy dV.
dB B

o Kein Normalenvektor, Volumenelement statt Oberfladchenelement
= Analog zu Kapitel 5: Koordinatentransformationen, Volumenintegrale

Wichtig: Die Richtung des Flusses ist im Divergenzsatz vorgegeben: Von Innen nach Aussen

Korollar: Gilt div(v) = 0, so verschwindet jeder Fluss durch eine geschlossene OberflGche



3. Ein gerader Hohlzylinder (inklusive Boden und Deckel) mit Radius 1 und Hohe 3 stehe
im Koordinatenuntersprung. Durch einen Schnitt der senkrechten Ebene 2 = 0 entsteht
im Teilraum mit = > 0 eine Flidche S in Form eines halben Hohlzylinders.

/N_T_/\
* Y
Gegeben sei ausserdem ein Vektorfeld
i(r,y,2) = (241,922 +1).

Bestimmen Sie den Fluss von ' durch S, wobei der Normaleneinheitsvektor 77 von innen

nach aussen zeige.

Beispiel zur Anwendung
des Divergensatzes

o Volumen ware einfach zu parametrisieren,

ist aber nicht geschlossen

o Bevor der Satz von Gauss angewandt
werden kann, muss das Volumen mit
einem Rechteck als Ruckwand

geschlossen werden.



Beispiel zur Anwendung des Divergensatzes

] T T

r - cos(p)
o Parametrisierung des Volumens: 7 = (r : sin(<p)>, relol] ¢e[-3,5] z€[03]

Z
o div(v) =14+1+2z2=2(z+1)

3 07 (1 157
CDHZ=2-j j j(z+1)-rdrd<pdz=—
0 /-%Jo 2



Beispiel zur Anwendung des Divergensatzes

—1
o Normaleneinheitsvektor des Rechtecks von Innen nach Aussen: 11 = ( 0 )
0

o Fluss durch das Rechteck:
3 1 (0+1 -1 3 1
ch:Jj y ‘1 0 dydz=—jj1dydz=—6
0 J-1\,2 41 0 0 /-1

Totaler Fluss:

151
Dot = Pz —Prp=—F—+6



Beispielautgabe BP Sommer 2022

Frage 24 Sei S die im 1. Oktanten (z,y,z > 0) liegende Teilfliche der Einheitshohlkugel und
U = (zyz,y%z,yz?). Bestimmen Sie den Fluss von ¢ durch S vom Ursprung weg.



o Wir schliessen das Volumen mit 3 Viertelkreisen in den Koordinatenebenen.
divv = yz+ 2yz + 2yz = 5yz
o Das Volumen des 8tels der Kugel kann folgendermassen parametrisiert werden:

r - sin(0) - cos(p) -
7 = | r-sin(@) - sin(¢) |, re|0,1] 6 € [O,—] @ € [0,
r - cos(0) 2

T
E]

T Tt
I
2 (2
b=5- J J J r? - sin(0) - cos(0) sin(¢) - r? - sin(0) dr dO do
o Jo Jo

T Tt
T
2 (2
=5- j j j r* - sin?(0) - cos(0) sin(g) - dr d6 do
o Jo Jo



T T T T
2 (2 (1 2 (2

d=5. j j j r* . sin?(0) - cos(8) sin(¢) - dr df do = f j sin?(8) - cos(@) sin(p) dO de
o Jo Jo 0 Jo

z ™ z 1 2
= —j sin®(8) - cos(8) [cos(@)]¢ db = j sin?(0) - cos(0) d8 = =sin3(0)| ==
0 0 3 0




0 —1
o Seitenfldchen: xy-Ebene:n = ( 0 ) yz-Ebene: n = ( 0 ) xz-Ebene: n =

—1 0
r - cos(p) 0
o Parametrisierungen:  xy-Ebene: 7 = | r - sin(¢p) yz-Ebene: 7 = | r - cos(@)
0 r - sin(@)
r - cos(@)

o xz-Ebene: r = 0 xyz

r - sin() 5= | y22

yz*

v(7) - = 0 fUr alle drei Viertelkreise

1
Dpop ==
tot 3



