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Blockpriifung / 2. Vordiplom

Allgemeine Hinweise:

Lies zuerst alle Aufgaben durch. Verweile nicht zu lange bei einer Aufgabe, die Schwie-
rigkeiten bereitet.

Alle Aufgabe haben das gleiche Gewicht von 12 Punkten. Die maximal mogliche
Punktzahl betrdgt 60 Punkte. Fiir die Hochstnote sind nicht alle alle Punkte erforder-
lich!

Notiere alle Zwischenresultate und Rechenschritte und begriinde die Resultate.
Bitte verwende fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.

Bitte schreibe auf alle abzugebenden Blitter Deinen Namen, fiille den Kopf des Deck-
blattes aus und notiere dort Deine Leginummer.

Vergiss nicht, am Schluss alle Blitter (aufsteigend) nach Aufgaben geordnet abzuge-
ben.

Erlaubte Hilfsmittel:

20 A4-Seiten (10 A4-Blitter) selbstverfasst von Hand oder getippt;
keine sonstige Literatur;
kein Taschenrechner;

kein Mobiltelephon.

Viel Erfolg!

Bitte wenden!



1. Kurze Fragen

a) Sei() C R? ein beschriinktes Gebiet. Zeigen Sie, dass eine harmonische Funktion
auf €2 eindeutig durch die Randbedingungen bestimmt ist (kurze Begriindung

geniigt).

b) Unter hinreichenden Annahmen fiir f 16st folgende Funktion welches Anfangs-
wertproblem auf R?

1 o _le—yl?
u(z,t) = (47rt)é/ fly)em ® dy zeR.

¢) Auf welchen Gebieten in R? ist folgende partielle Differentialgleichung ellip-
tisch, hyperbolisch, parabolisch bzw. nicht klassifizierbar:
0? 0%u 0%u ou  Ou

2 gu 2 gr_ ot gt
(—z +1)ax2+2waxay+( y +1)ay2 x8x+8y'

d) Berechnen Sie folgendes Integral:

/ " (6, (sin(x)) £ (),

o0

wobei f(z) = e 1"l und y = 0.

2. Wirmeleitungsgleichung
Gegeben sei ein homogener Stab der Linge L. Die Enden des Stabes haben die kon-
stante Temperatur 0. Die Anfangstemperatur des Stabes sei gegeben durch die Funk-
tion sin(%*). Zur Zeit ¢t = 0 wird ein elektrischer Stom eingeschaltet, der durch den
Stab fliesst und darin pro Langeneinheit eine konstante Wirmemenge erzeugt. Man
studiere den Temperaturverlauf.

Die mathematische Formulierung des Problems lautet:

U = a*Upy +b fir0 <z < Lt >0, (PDE)
uw(0,t) =u(L,t) =0 furt >0, (RB)
u(z,0) = sin (%) fiir 0 <z < L. (AB)

Dabei ist b > 0 eine gegebene positive reelle Zahl.

Hinweis: Die PDE ist inhomogen. Man suche deshalb zuerst eine stationdre Losung
u* : x — u*(x) der Gleichung (PDE) und der Randbedingung (RB). Man setze dann
u(z,t) = u*(x)+v(z,t) und bestimme v. Die Funktion v erfiillt dann eine homogene
partielle Differentialgleichung.

Siehe nichstes Blatt!



3. Laplace Gleichung

Sei u : [0,1] x [0, 1] — R eine Funktion, die folgende Bedingungen erfiillt (k € N):
( Au =0 in
u(:c,O)—l—x z € [0,1]
U( Y) = y €0,1]
| u(z,1) =sin krr)+x | x €[0,1]

Ermitteln Sie u. Gehen Sie dazu folgendermassen vor:

a) Finden Sie eine Funktion v der Form ax + bxy + cy + d, welche die ersten drei
Randbedingungen erfiillt.

b) Verwenden Sie die erste Teilaufgabe, um das obige Problem auf ein Problem

mit drei homogenen Bedingungen zu reduzieren: Schreiben Sie © = v 4+ w und
ermitteln Sie w mit Hilfe des Seperationsansatzes.
4. Wellengleichung
a) Losen Sie folgende Wellengleichung auf R, wobei a > 0:
gy = Uy auf R
u(z,0) = (32* — az® + 3a%x) xjpq | TER
uy(x,0) = sin(zm/a) X, z eR.
Hierbei ist 0.4
1|zel0,a
Xioa) () = { 0|z ¢10,d] @)

Skizzieren Sie den Graph von u zu geeigneten Zeitpunkten ¢y = 0, t; =
tQ — 10a

a
o und

b) Die Auslenkung u(x,t) einer an den Stellen + = 0 und = = a eingespannten
Saite sei beschrieben durch das Rand- und Anfangswertproblem

Clyy = Uy auf (0, a)
u(x,0) = s2* —az® + Ladz | x €0,d]
u(z,0) = sin(zmw/a) z €0, a

u(0,t) =0 t>0
u(a,t) =0 t>0.

Bestimme eine Losung des Problems nach der Methode von d’ Alambert, indem
Sie das Problem auf ganz R fortsetzen.

Hinweis: Begriinden Sie, warum es sinnvoll ist zu diesem Zwecke die Anfangs-
bedingungen 2a-periodisch ungerade fortzusetzen.

Bitte wenden!



5. Green Funktion
Sei Q@ C R? der erste Quadrant (Q := {(z1,72) € R? : 7y > 0,25 > 0}) und u eine
Funktion, die folgende Bedingung erfiillt:

a)

b)

Auy=e ™ "(1—z) | inQ
u= 0 auf 0Q).

Die Greenfunktion fiir die obere Halbebene (H = {(z1,12) € R? : 2o > 0}) ist
gegeben durch
1 [z —y|
G =—1
H($,y) 271_ 0og ’x_y*‘7

wobei y* = (y1, —y2). Verwenden Sie dieses Resultat und die Transformation

O:Q — H, (r1,72) (:c% - x§,2x1x2),

um die Green Funktion G fiir den ersten Quadranten zu finden: Zeigen Sie, dass
Golr,y) = Gu(®(x), (y))

Hinweis: Man kann das Problem auch in der oberen Halbebene in C betrach-
ten. Dann entspricht die Transformation genau der Abbildung z — 22 und die
Abbildung y — y* entspricht z — Z.

Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabe a), um einen Ausdruck fiir  zu ermit-
teln.

[Gesamtpunktzahl: 60 Punkte]



