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LOSUNGSSKIZZE ZUR PRUFUNG

1. Finden Sie mittels Laplacetransformation die Losung f : [0,00) — R der Inte-

gralgleichung
= cos(t / fr

Lésunyg.
Entweder:
L(F)(s) = Llcos(t))(s) + £ ( JEG dT) (s
s 20
s2+1 s

& 2= (s2 4+ 18)(5 -1
Oder:
Setzt man

g:[0,00) = R

t—g(t)=1

so kann die Gleichung umgeschrieben werden zu

) = cos(t /f gt —7)d

—COS()+f() g(t).

Laplace-Transformation beider Seiten liefert

Z(f)(s) = Z(cos(t))(s) + Z(f * 9)(s)

=57 TZNEZ9)6)

= 507 +Z(f)(5)Z(1)(s)
5 1

=57 T L6
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In beiden Fillen findet man mittels Partialbruchzerlegung ausserdem

s 1 s n 1 n 1
(s24+1)(s—1) 2\s2+1 s24+1 s—1

und somit

1 1
cos(t) + 3 sin(t) + iet.

N — N~

(6 P)

. Bestimmen Sie fiir ¢ > 0 die Losung y(t) des Anfangswertproblems

y"(t) — 4y'(t) +4y(t) = e*u(t - 2)
y(0) =1
y'(0)=-1

wobel u die Heaviside Funktion ist.

Lésung.

Die linke Seite transformiert sich zu

Ly — 4 +4y)(s) = s>ZL(y)(s) — 5y(0) — ' (0) — 4s.ZL(y)(s) + 4y(0) + 4L (y)
= (s —4s+4)L(y) —s+5
= (s = 2P 2(y) — 5 +5

und rechts erhalten wir

ZL(etu(t —2)) = e =t i
5—2 s—2’
also
)= 2 e

(=202 = (s—27
Fiir die Riicktransformation des ersten Terms bringen wir diesen mittels Parti-
albruchzerlegung erst auf die Form

5—95 1 3

(s—2)2 s—2 (s—2)2

und der erste Verschiebungssatz (s-shifting) liefert dann

1 3 2t ot
s=2  Goop 2@ = 3L ().

2 Siehe nichstes Blatt!



Der zweite Term ist

Somit ist also

ZL(y)(s) = ZL(e)(s) — 3L (e™t)(s) + %i”(u(t —2)e(t — 2)*)(s)

(35t +L), t>2

s yt) = ((1 —3t) + %u(t —2)(t — 2)2) = {6%(1 _3p) <o

(10 P)

3. Losen Sie fir x € R und ¢ > 0 das folgende Anfangswertproblem mittels Fou-
riertransformation beziiglich x

t2uy, —up =0
u(z,0) = 3cos(z),

und zwar ohne die Fouriertransformierte von 3 cos(x) explizit zu berechenen.

Lésunyg.
Wenden wir Fouriertransformation (in z) auf beiden Seiten der Gleichung an, so
erhalten wir mit Hilfe der Ableitungsregel

%ﬁ(w, t) = Flus) = F(t?u,)(w) = *F (up) (w) = iwt* F(u)(w) = iwt*a(w, t),

und die Anfangsbedingung zu
a(w,0) = F(3cos(z))(w) =: f(w).

Das transformierte Problem ist

mit der Losung
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Riicktransformation ergibt

-1(e+)
:3003(3:—1-%). ( |
6P

4. a) Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion
f(z) = |zcos(z)], —-m<z<m.

Lésung.
Die Fourierreihe einer 27-periodischen Funktion ist von der Form

fx) =ao+ Z(an cos(nx) + by, sin(nx)).

n=1

Da es sich hier um eine gerade Funktion handelt, sind die Koeffizienten
b, = 0 und

1 ™
a = o /_7r |z cos(z)| dx

1
= — d
7r/ |z cos(z)| dx

0

B

1 I
= —/ x cos(z) daz——/ x cos(x) dx
T Jo

T Jz
2

f - /0 : sin(z) dx) —% (m sin(z)

sin (3) — cos(0) + 5 sin (5) — cos())

z sin(z)

—[r sin(x)dx)
7 72

(

w3

N
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Um a, zu berechnen, verwenden wir die trigonometrische Identitét
1
cos(x) cos(nx) = 5 (cos((n + 1)x) + cos((n — 1)x))
und erhalten fiir n # 1

2 ™

Ay, = —/ |z cos(z)| cos(nz) dx
T Jo
1 (2

= ;/0 z (cos((n + 1)z) + cos((n — 1)x)) dx

J/

TV
I

B /7r z (cos((n+ 1)x) + cos((n — 1)z)) dx

J/

-~

II

Beide Integrale haben dieselbe Stammfunktion:

x (sin((n + 1)) | sin((n - 1)x)> 1 / (sin((n + a) | sin((n — 1>fv)> s

s n+1 n—1 7r n+1 n—1
_x (sin((n+1)z) sin((n— 1)) 1 fcos((n+1)x) cos((n—1)x)
_;( nrl T -1 )Jr;( (n+1)2 " (n—1)2 )

Berechnung von I

1 <Sin ((n+ 1)%) N sin ((n — 1)%)) N 1 (cos ((n+ 1)7—;) N cos ((n — 1)%))

2 n+1 n—1 (n+1)2 (n—1)2

= (<n+11>2 i <n—11>2>

Berechnung von II

1 /(=D (=)t 1 ( sin ((n + 1)’—;) sin ((n — 1)%)

;((n—kl)?—i_(n—l)?)_i( n+1 N n—1 )
1 fcos ((n + 1)%) N cos ((n — 1)%)

s (n+1)2 (n—1)2
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Somit ergibt sich fiir die Koeffizienten

a:<m4m+n9+aﬂm—wa)+z(wam+w@ cwmwwgn

n+1 n—1 T mr12 (o 1p
_% ((n—il)2 * (n—11)2> B % (E;ﬁ; * 5;1—)711_);)

() =) 22, i)
‘%(wiwanjw>‘%(523;+g?33’

wobei wir im letzten Schritt folgende Relationen verwendet haben (Additi-
onstheoreme):

sin (n£1)Z) = +cos (&), cos((n+1)%) = Fsin (Z).

Mit

sin (%) = {O’ . "= 2‘7:’ cos (%) = {(()_1)]’ " 2]:7

(=1), n=2j+1, n=2j5+1.
erhalten wir nun

(-1 (-1 _ %4V{—m%p j =2
4(

CLQj =

2j+1 2j—1  452—-1 T J=2k+1
2j(=1) =27+ (=1)) —2j — 1 1 . .
2541 21j2(j + 1)2 TRk S T wmd =
Im Fall n =1 ist
3 .
2 [7 1 1
a; = — [ |zcos(z)|cos(x)dr = — [ x(cos(2z)+ 1) dv — — [ x(cos(2z) + 1) dx.
7 Jo 7T 7T
0 T
2

wobei die beiden Integrale die Stammfunktion

1 /:r (cos(2z) + 1) dx = % (x2 zsin(2z) + cos(2x))

™

2+ 2 4

haben. Einsetzen der Grenzen liefert schliesslich

w44
At

a; = —
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Somit ist die gesuchte Fourierreihe

f(x) = ag + a1 cos(x) + Z a,, cos(nx)

4
7T4;: cos(z —224 77 08 (2jx)

2j(—1) — 252+ (=1) =25 —1 ,
2 1
+ Z 272 £ 1) cos((2j + 1)x)

= 0 1 > 1
=1- ppm cos(z) — 2 521 o —1 cos(4dkx) + 2 E 4 o1 cos((2k + 1)x)
1 Eoo 5 cos((4k + 1)z) — 1 EOO 5 cos((4k + 3)z)
e — Qk T O 2/6 .

b) Finden Sie nun die Reihendarstellung der Losung wu(r,d) der Laplaceglei-
chung auf der Einheitsscheibe, welche auf dem Rand gleich |¢ cos(1?)] ist.

Lésung.
Das Dirichlet-Problem in Polarkoordinaten lautet

UTT+U19’19 _’_u’rr - 07
(1719) - |Q9COS(19)|7

und hat die allgemeine Losung
= Z r" (A, cos(nv) + By, sin(nv))
n=0

wobei die Koeffizienten jenen aus 4a) entsprechen. (15 P)

5. Gegeben sei eine unendliche Saite, welche zur Zeit ¢ = 0 horizontal um

2 x
u(x,0) =In (1 _:_eex)

ausgelenkt werde. Weiter wird angenommen, dass die Anfangsgeschwindigkeit
Null sei und dass sich die Wellen mit der Geschwindigkeit ¢ = 1 entlang der
Saite ausbreiten.

a) Formulieren Sie das Problem mathematisch.

Lésung.
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Die Situation wird durch die eindimensionale Wellengleichung u;; — g, = 0
beschrieben, unter den Anfangsbedingungen

u(w,0) = In (

24+ e
l1+e®

) und  u(z,0) = 0.

b) Finden Sie die Losung u(z,t) des Problems.

Lésung.
Die Formel von D’Alembert ergibt fiir die Losung

( t)—l ! 2 4 ettt ol 2 4 ¥t
u(z,t) =3 | In rp— n rpp—— )

c) Berechenen Sie nun tlim u(2,1).
—00

2+€2+t 2+627t
Jim u(2,1) = Hoo( < (T
2+€2+t 2_|_627t
l In .
00 1+6_2 t 1 +€—2+t
4+ 227t 4 22Tt 4 ¢t
t%oo 1+6_2+t+6_2 t+6_4
4€_t+2€2 2t+26 —|—€4 t
etHe 24 e 272 f it

Lésung.

|
5

=l

t%oo

ln(
n (

2) + 2.

N — DN = l\:>|>—t [\3|,_. ml
>—4

(6 P)

6. Finden Sie fiir ¢ > 0 die Losung u(x,t) von

Up = CPUyy, 0<z<m
uz(0,t) = uy(m,t) =0, t>0
u(z,0) = f(x),
wobei ,
s O<z <3
flo) = {4x7(7r —r), F<x< jr
Lésung.

Wir machen den Separationsansatz u(x,t) = X (z)7'(t) und erhalten mit

= X(@)T(t) und wuy = X"(2)T(t)
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durch Einsetzen in die PDE

: 2 o () _ X"(z) _
X(@)T(t) =cX"(2)T(t) < TH T X(o) k.

Die Randbedingungen u, (0, t) = 0 und u,(7,t) = 0 iibersetzen sich wegen T'(t) #
0 zu

X'(0)=0 und X'(r)=0.
Wir miissen also zunéchst die ODE

X"(z) = kX (z),
X'(0) = X'(7) =0

16sen. Bisher ist k eine beliebige Konstante. Um diese zu fixieren, betrachten wir
die folgenden Fille:

k > 0: In diesem Fall ist die allgemeine Losung X (z) = AeV* 4+ Be~VF Einsetzen
der Randbedingungen liefert, dass nur die triviale Losung moglich ist. Somit
ist dieser Fall uninteressant.

k < 0: In diesem Fall ist die allgemeine Losung in der folgenden Form darstellbar:
X(z) = Acos(v/—kx) + Bsin(v/—kz). Setzen wir p := /—k so liefert die
erste Randbedingung

X(z) = Acos(pz),

und die zweite
pn=n, neN = X, (x)=A,cos(nr).

(NB: oder A,, = 1 setzen, wie in Vorlesung,.)

Die zweite ODE .
T, (t) = —c*n’T(t)

hat die Losungen
2 2t

T,(t) = Bpe <™.

Insgesamt ist also jede (gleichméssig konvergente) Reihe

u(z,t) = Z up(z,t) = Z C,, cos(nx)e <"
n=0 n=0

eine Losung des Randwertproblems. Die Anfangsbedingung

> 2 0<z<ZI
> Cucos(ne) = fla) =4 S
n=0 4.73'(71'—33’), %S r<T
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besagt, dass die Koeffizienten C,, jenen der Fourierreihe der 2m-periodischen ge-

raden Fortsetzung von f(x) entsprechen. Also

Co = %/f(x)da:
0

™

2
1 4
:—/7T2d$—|——/$71'—$2d$
T T

NIE]

™

2 4 (22 3
0+%(?”‘€>

und

™

C, = %/f(w) cos(nz) dx

™

0
; 8
=27 / cos(nz) dx + — /(;mr — 2%) cos(nzx) dx
m
0

™

: 2 8| mr—a* | o
= —sin(nz)| + — sin(nx)
n 0o T n = N
’ 3
2m nmw 2r . /nw 8 T — 2%
= —sin <—> — —sin (—) -— |- cos(nx)
n 2 n 2 nm n
8 16 "
=3 cos(nm) + e sin(nx) .
2
8§ . 16 _ (nm
=~ = e ()
(% 0=2
&= (-1), n=2j+1

10

! / (r — 22) sin(na) de

s 2 A
- —/cos(na:) dx

= N
2

WP
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Somit ist die gesuchte Losung

2 o]
u(l‘ t) = 5l _ QZ i COS(QjQ;)e—MQCQt
7 6 2
j=1

[o.¢] 8 16 A | 5
- —1) 927 4 1)g)e— 2Dt
: ; ((2-7 R @l Y ) cos((2] + 1)z)e

(15 P)
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