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LOSUNGSSKIZZE ZUR PRUFUNG

1. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a)

b)

Die PDE
xfa:;r + 3y2fl‘ + yfyy =0
ist fiir alle (z,y) € R? elliptisch.

Lésung.
Ausgehend von der allgemeinen Form

A(2,y) fow + 2B(2,y) foy + C(x,9) fyy = F(,y, f, fo, fy)
erhalten wir mit
A=z, B=0,C=y = AC—-DB*>=uay

und somit ist die PDE nicht elliptisch fiir alle (z,y) € R?. Die Aussage ist
falsch.

Ist u(z,t) die Losung der Gleichung

Uy = Uy
u(z,0) = e”

ur(z,0) =

so gilt so gilt u(0,2) = sinh(2c)..

Lésung.
Die Funktion u 16st die eindimensionale Wellengleichung, deshalb erhalten
wir mit der Formel von d’Alembert

u(z,t) == (e"7" + ") + 1 / wds

2c

N —
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Das heisst

(e* 4+ e7*) + 27 = cosh(2¢) + 2,

1

somit ist die Aussage falsch.

c) Lost die Funktion u(z,y) die Gleichung V?u = 0 auf dem Gebiet
D = {(z,y) e R?|(z — 1) + y* < 16}

unter der Bedingung
72
u(z,y) = 5 = 2, fiir alle (7,y) mit 2° +y* = 2,
so gilt ©(0,0) = —2.
Lésung.
Die Funktion w ist harmonisch, also gilt der Mittelwertsatz

™

u(0,0) = % /u(2 cos(p), 2sin(p)) dy

—Tr

Somit ist die Aussage falsch.

2. Finden Sie mit Hilfe der Laplacetransformation die Losung f : [0,00) — R der
Integralgleichung (6 P)

6f(t) =2t> + /Ot(t — 1) f(7)dr.

Lésung.
Das Integral ist per Definition die Faltung der Funktionen f(¢) und 3, somit
kann die Gleichung umgeschrieben werden,

6f(t) = 2>+ 7« f(t).
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Laplacetransformation und der Faltungssatz liefern dann

6.L2(f(t)(s) =22(°)(s) + L (= f(t))(s)
=2Z2(t)(s) + L(£°) ()L (f(t))(s)

2 2 2
ZL(f(t))(s) = 41 = (s2 —1)(s2 + 1) - (s—1)(s+1)(s2+1)

Mittels Partialbruchzerlegung findet man ausserdem

2 _A+B+Cs+D N A—l
(s—1)(s+1)(s2+1) s—1 s+1 s2+1 2

und somit ergibt sich fiir die gesuchte Losung

1 (1 1 (1 1 1
=52 <s_1)—§f <s+1>—§f (52+1)
e

- 5 - 67 - sin(t)
3. Gesucht ist die Losung u(x,t) des Anfangswertproblems (15 P)
U = Py, O<z<mt>0

uz(0,t) = uy(m, t) =0, t>0
u(x,0) =5+3cos(2x), 0<zx<m
u(z,0) = 2, 0<z<m.

Lésung.
Der Separationsansatz u(x,t) = F(z)G(t) liefert mit

die beiden ODE’s
F"=kF
G = kG
wobei k € R eine beliebige Konstante ist. Desweiteren ist

uz(0, 1)
Uy (7, 1)

F'(0)G(t) =0, firallet >0 = F'(0)=0
F'(m)G(t) =0, firallet >0 = F'(r)=0.
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Um das Vorzeichen von k zu fixieren, betrachten wir die ODE

F" = kF
F'(0) = F'(7) =0

fiir die drei Falle

k>0 : Die allgemeine Losung ist in diesem Fall ist F(z) = AeV* + Be=VF und
mit den Randbedingungen finden wir, dass nur die triviale Losung in Frage

kommt.
k < 0 : Die allgemeine Losung ist in diesem Fall ist F'(x) = A cos(v/ —kx)+ B sin(v/ —kx)
und mit den Randbedingungen erhalten wir B = 0 und & = —n? und somit

F, = A, cos(nz), wobei wir A,, = 1 setzen kénnen.

k =0: In diesem Fall haben wir F(z) = ax + b und mit den Randbedingungen
ergibt sich Fy(z) = b.

Fiir diese Werte von k finden wir fiir die zweite ODE G = 2kG = —c®n?G, dass
Go(t) =ct+d, Gu(t) = C,cos(ent) + Dy, sin(cent).
Mit dem Superpositionsprinzip ergibt sich somit
u(z,t) = FyGo + Z F,G, :=at+p+ Z(C’n cos(ent) + D, sin(ent)) cos(nx).
n=1 n=1
Die erste Randbedingungen liefert
u(z,0) =5+ Z C, cos(nx) =5+ 3 cos(2x)
n=1

also
B=5,  C,=0, fir allen € N\{2}, Cy =3,

und mit der zweiten erhalten wir
o0
w(z,0) = a + Z Dyencos(nz) = 2,
n=1

ie.
D,=0firalleneN, «o=2.

Die gesuchte Losung ist also

u(x,t) = 5+ 2t + 3 cos(2ct) cos(2z).
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4. Gegeben sei die Funktion f(x) =€ — 1, fiir 0 < z < 7. (12 P)

a) Bestimmen Sie die ungerade Fortsetzung f, von f zu einer 2mw-periodischen
Funktion.

Lésung.

—e+1, —7mT<x<0
u\&r) =
Jul) {ex—l, 0<zx<m.

b) Berechnen Sie die Fourierreihe von f,.

Lésung.
Fiir die Koeffizienten erhalten wir

b, = %/fu(x) sin(nz) dx

_2 / (¢” — 1) sin(nz) dx

™
0

:% _exn‘ L cos(na) :+% ] ¢® cos(na) da
2 (- e )
N % ((_i)n - n(n21+ 1) 6(7;52_ +1)711)n )
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wobei wir im fiinften Schritt verwendet haben, dass

1 s z - 1 s
E/ex cos(nz) dr = %sin(nx) ) - ﬁ/e“’c sin(nz) dz
0 0
et | .
= Ecos(nx) ) —5 e cos(nz) dx
0
1 ™ n 1 f x
=3 (e"(-1)"—=1) — e cos(nx) dx
0
> +1/ SIGUCLEEY
-+ — e” cos(nx)de = — (e"(=1)" —
n3 n3
0

& e’ cos(nx) dr =

n(n?+1) ‘

S
o\
—_
~/
B
—~
|
S~—"
3
|
—_
~—

Somit ergibt sich fiir die Fourierreihe

2= ((=)n 1 e (—1)"n\ .
fulz) = - Z ( n neil) 2+ D) ) sin(nx)

n=1

c) Losen Sie nun fiir ¢ > 0 die PDE

U = CUyy, t>0,0<z<m
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(z,0) = fu(x), 0<z<m.

Hinweis: Die aus der Vorlesung bekannte allgemeine Losung der PDE kann
ohne erneute Herleitung verwendet werden.

Lésung.
Die allgemeine Losung der eindimensionalen Wérmeleitungsgleichung ist in

diesem Fall .
t) = Z b, sin(nz)e~ <"t
n=1

und die Anfangsbedingung und b) liefern

B 2= [ (=1)n 1 e™(—1)"n
u(z,0) = fu(x) = ;Z ( n T nErD (21D ) sin(nx) Zb sin(nx)

n=1

Somit ergibt sich fiir die gesuchte Losung

we.t) = %i ((—1)" 1 e”(—l)"n> sin(nz)e<,

n n(n?+1) (n2+1)

n=1
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5. Sei f eine Funktion mit (13 P)

flz) = {l—xQ, lz| <1

0, |z| > 1.

a) Finden Sie die Fouriertransformierte von f(x).

Lésung.
Fiir w # 0 erhalten wir fiir die Fouriertransformierte

£ 1 [ —iwx
flw) = VT—”Z f(@)emv® da

1
1 .

= — 1 —2¥)e ™ dy
= / (1— %)

1
1—2%) .| 1 /2 .
1wy 2T 4, tw\Vm
-1
1
1 /2 ! 1 .
=—4/=| = »JI e W + — e~ WT Jo
w\V 7w w o, tw
-1
1 2 1 —iw W 1 —iwx !
= —/= | ——(™+e")+ —e
w\V 7w w w 1

1 2 —iw w ]' 2 —iw w
R T )_m_3\/;<€ —<)

. \/2 (wcosw);sm(w))

Den Fall w = 0 berechnet man entweder durch direktes Einsetzen

A

f(O):\/%/l(l—ﬁ)dx:%(x—%g):g %

oder via Grenzwert

2 — si 2 i 2 /2 2 /2
lim —2\/j w cos(w) — sin(w) BdH 24/ — lim sin(w) BdH —\/j lim cos(w) = 4/ —.
w—0 T w3 T w—0 3w 3V 1 w=0 3V

b) Berechnen Sie anschliessend

O]Oxcos(xl sin(x) o (g) .

3
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Lésung.
Es ist
1

o=y l Fw)e dw

und somit erhalten wir aus a)

2 [ —sin(w) |
fa) = -2 / w cos(w) : sm(w)ezm dw

m w
2 oo o . 2‘ o0 _ .

_ 2 / w cos(w) : sin(w) cos(wz) dw — 2t [ wcos(w) : sin(w) sin(wz) duw
T w T w
2 r — sl

_ 2 / w cos(w) : sin(w) cos(wz) du
7r w

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass

w cos(w) — sin(w)

3 sin(wx)
w

eine ungerade Funktion und somit das Integral zwischen —oo und oo ver-
schwindet. Fiir z = % erhalten wir auf der linken Seite

7(3)=(-07)=]

und rechts
2 70 w cos(w) 3— sin(w) o (g) du — 4 7wcos(w) — sin(w) o <E) dw
7r_oo w 2 T ) w3 2
und somit .
/ wCOS<w203_ sin(w) o (g) du = _?_g.



