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Musterlösung zur Analysis III

1. a) 2πf(y).

b) (1): parabolisch (2): elliptisch (3): hyperbolisch

2. Wir schreiben:
F (p) := L(f)[p].

Dann,

L(f ′′)[p] = p2F (p)− pf(0)− f ′(0) = p2F (p), (1)

L(f ′)[p] = pF (p)− f(0) = pF (p), (2)

L(t3e−2t)[p] =
3!

(p+ 2)4
. (3)

Daraus folgt, dass

F (p)(p2 + 4p+ 4) = F (p)(p+ 2)2 =
3!

(p+ 2)4
,

i.e.

F (p) =
3!

(p+ 2)6
.

Mit der Inverse Laplace:

f(t) =
3!

5!
e−2tt5 =

1

20
e−2tt5.

3. Die angegebene Funktion f ist ungerade und 2π-periodisch. Daraus folgern wir,
dass die Fourierreihe von f lautet

S(f)(x) =
∑
n≥1

bn(f) sin(nx),

da a0 und alle an = 0 sind. Darüber hinaus,

bn(f) =
2

π

∫ π

0

sin(nx)f(x)dx.



Es folgt, dass

bn(f) =
2

π

∫ π/2

0

x sin(nx)dx+
2

π

∫ π

π/2

(π − x) sin(nx)dx

∫ π/2

0

x sin(nx)dx = − 1

n
[x cos(nx)]π/20 +

1

n

∫ π/2

0

cos(nx)

= − π

2n
cos(nπ/2) +

1

n2
sin(nπ/2).

∫ π

π/2

(π − x) sin(nx)dx = − 1

n
[(π − x) cos(nx)]ππ/2 −

1

n

∫ π

π/2

cos(nx)

=
π

2n
cos(nπ/2) +

1

n2
sin(nπ/2).

Daraus folgern wir, dass

S(f)(x) =
∑
n≥1

4

πn2
sin(nπ/2) sin(nx).

Da sin(2kπ/2) = 0, sin((2k + 1)π/2) = (−1)k, erhalten wir schlussendlich

f(x) =
∞∑
k=0

4

π(2k + 1)2
(−1)k sin((2k + 1)x),

da f stetig und stückweise C1 ist .

a) Da d2up
dx2

(x) = 0, ist up(x) = ax + b. Mit den RB folgern wir, dass a = −1
und b = π, i.e.

up(x) = π − x.

b)

[1]


vt = vxx 0 < x < π, t > 0; (PDG)
v(0, t) = 0, v(π, t) = 0 t ≥ 0; (RB)

v(x, 0) =

{
x, 0 ≤ x ≤ π/2

π − x, π/2 ≤ x ≤ π
(AB)

c) Die Lösung des obigen homogenen Problems lautet

v(x, t) =
∑
n≥1

bn sin(nx)e−n
2t.

Die bn Koeffizienten bestimmt man mit der Anfangsbedingung:∑
n≥1

bn sin(nx) = v(x, 0)



v(x, 0) kann ungerade und 2π-periodisch fortgesetzt werden, und gleicht
dann die Funktion f der Aufgabe 3. Die bn’s sind die Fourierkoeffizienten
der Funktion f , und

v(x, t) =
∞∑
k=0

4

π(2k + 1)2
(−1)k sin((2k + 1)x)e−(2k+1)2t.

Die Lösung u(x, t) lautet schlussendlich

u(x, t) =
∞∑
k=0

4

π(2k + 1)2
(−1)k sin((2k + 1)x)e−(2k+1)2t + π − x.

Wir suchen die Lösung u(x, y) von
uxx + uyy = 0, 0 < x < π, 0 < y < π; (PDG)
ux(0, y) = 0 = ux(π, y), 0 < y < π; (RB1)
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π; (RB2)
u(x, π) = cos(x) + 3 cos(20x), 0 ≤ x ≤ π. (RB3)

(4)

d) Mit dem gegebenen Ansatz erhalten wir, dass

X ′′(x)Y (y) +X(x)Ÿ (y) = 0

Daraus folgern wir, dass

X ′′

X
= − Ÿ

Y
= −λ ∈ R.

Die zwei ODG sind dann

X ′′ + λX = 0 (5)

Ÿ − λY = 0. (6)

e) Es gibt drei Möglichkeiten für λ:

• λ > 0: Da wir reelle Lösungen suchen, ist

X(x) = A cos(
√
λx) +B sin(

√
λx).

Mit (RB1) erhalten wir:

√
λB cos(0) = 0,

−
√
λA sin(

√
λπ) +

√
λB cos(

√
λπ) = 0

Die erste Gleichung liefert B = 0, und die zweite
√
λ ∈ N.

Deswegen erhalten wir, dass

Xn(x) = An cos(nx).

• λ = 0: X(x) = Cx+D. (RB1) liefert C = 0, und es verbleibt die Lösung

X0(x) = D.



• λ < 0:
X(x) = Ee

√
−λx + Fe−

√
−λx.

(RB1) liefert

(E − F )
√
−λ = 0

√
−λEe

√
−λπ −

√
−λFe−

√
−λπ = 0.

Wir folgern, dass E = F und dann, dass E
√
−λ sinh(

√
−λπ) = 0, i.e.

E = 0. Der Fall λ < 0 liefert also nur X = 0.

f) Wir müssen nun λ = 0 und λ = n2 untersuchen, da X = 0 für λ < 0.

• λ = n2: Dann
Yn(y) = Ene

−ny + Fne
ny.

(RB2) liefert En + Fn = 0, i.e.

Yn = Dn sinh(ny).

• λ = 0. Dann Y (y) = Ay +B, und (RB2) liefert B = 0.

Y0(y) = Ay.

g) Die Lösungen der obigen Form sind Abzählbar und lauten

un = an cos(nx) sinh(ny), n ∈ N, (7)

u0 = a0y. (8)

Mit dem Superpositionsprinzip ( nur falls richtig angewendet) erhalten wir

u(x, y) = a0y +
∞∑
n=1

an cos(nx) sinh(ny). (9)

wobei an ∈ R für alle n ∈ N ∪ {0}.

h) (RB3) gibt uns direkt

a0 = 0, a1 =
1

sinh(π)
, a20 =

3

sinh(20π)
, an = 0, n 6= 0, 1, 20.

(10)
Deswegen

u(x, y) =
1

sinh(π)
cos(x) sinh(y) +

3

sinh(20π)
cos(20x) sinh(20y).



i) Mit der D’Alembert Formel erhalten wir, dass

u(x, t) =
1

2

(
f(x+ t) + f(x− t) +

∫ x+t

x−t
g(y)dy

)
.

Für x = 0, t = 1/2, folgern wir, dass

u(0, 1/2) =
1

2

(
f(1/2) + f(−1/2) +

∫ 1/2

−1/2
g(y)dy

)
=

3

2
.

j) Sei x ∈ R. Dann

lim
t→∞

u(x, t) =
1

2

(
0 + 0 +

∫ 1

−1
g(y)dy

)
= 1.


