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1 Laplace Transformation
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1.1 Definitionen
Seif:[0,00] = R, t— f(t): F(s) = 2(f)(s) = / et F(t) dt
0

wobei f := inverse Laplace Transformation von F(s): f(t) := £~ (F(s))

1.2 Linearitat

| Z(af(t) +Bg() = a- L((1) + 8- ZL(g(t)) |

wobei f, g Funktionen und «, 8 € R Konstanten sind

Beispiel: Laplace Transform

e Sei f(t) = 2t +e?

3(f):,$f(2-t+1~et):2$(t)+=.§f’(et):s%+sil

oSeiF(s):Si5

24 1 1 24 1
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e Sei F(z) = 3%, a,b,ceR
Fs) = a  _ a/b _ a/b
bs+c¢ s+c¢/b  s—(—c/b)
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1.3 Shifting Theorem (s-shifting)

Sei Z(f)(s) = F(s), then: ‘ L(e™ - f(t) = F(s — a) ‘

1.4 LT von Ableitungen

Sei f € ¢~ (f ist n — 1-mal stetig differenzierbar) und f(n) stlickweise
stetig, dann gilt:

n—1
L)) =s"L(f) =Y ")
3=0

faralle n > 1:
Z(f) () = s2(f) - £(0)
Z(f")(s) = $22(f) —s£(0) — £(0)
L") = SSL(F) = 2F(0) — sf'(0) — £7(0)

1.5 Integration

t 1
3/0 f(z)de = —F(s)

S

1.6 t-shifting, Heaviside Funktion

1 ift>a e
0 ift<a s

Ifa>0, u(t—a) ::{

u(t —a) u(t —a) —u(t —b)

> »
a a b

L(f(t - a)u(t — a)) = e " F(s)
L(Fult — ) = e L(f(t + a))

Beispiel: t-shifting

e Sei f(t) = et - cos(wt) = a = 2:

L{cos(wt)) = 5——3 = L(H(s) =

+ (s —2)2 + w?

1.7 Dirac’s delta funktion

FUr a € [0, 00) gilt:

§(t—a):= {So :;Z

/m6(t—a)dt:1
0

/000 g@®)8(t —a)dt = g(a) und: L5t —a))=e *°

eSeidieDGLy" —y' +y =0, y(0) =0,y (0) =1
L@~y +y)=20)=0=2(y") - L (¥) + L)
s°2(y) — sy(0) — 5 (0) —(sL(y) — y(0)) + L(y) =0
—— =~ ~

=0 ES =0

Z(y) =

1 . 1 = J \/g
F=e 1T G341 ‘ﬁ@—w(ﬂz

3
2 1

y=2""(ZL@) = \/gf i (@)

e Sei f(t) =t*, dannist f(t —a) = (t — a)?, betrachte u(t — a) f(t — a)

Lt - @)f - ) =T L) =2
e Sei F(s) = 5;25 =e 201 %
=~
=22(t3)
= (32) = {177 1]

1.8 Convolution (Faltung)

t
(f * 9)(t) = /0 F)g(t — )dr

Properties:
1. fxg=gxf
2. fx(g+h)=fxg+fxh
3. fx(gxh)=(f*g)*h
4 fx0=0%xf=0
5. fx1#£f
6. f* fisnotalways > 0

ZL(f*g)=2(f) Z(9)

1.9 Ableitung der LT
Sei f stUckweise stetig und beschrdnkt, dann gilt:

LUFD) = L) =~ L)
L7 (F'(s)) = —tf ()

1.10 Integral der LT

Existiert ferner lim, _, .+ £, so gilt:

2 (@) - [T 2t
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1.11 Lésen von DGL mit LT

1. DGL finden und LT anwenden (Z(y) = Y)
= Anfangsbedingungen einsetzen
v +ay’ + by =r(t)
(s*Y = sy(0) — 4/ (0)) + a(sY — y(0)) + bY = R(s)
2. Nach vy lésen
(s* +as+b) Y = R(s) + sy(0) + 3/ (0) + ay(0)

3. Inverse LT von ¢ (y) berechnen
Falls Anfangsbedingungen so gegeben y(a), y'(a), ... :
o Stubstituieren: t = + a
o y'+ay +by = r(t) = §'+ay +b§ = r(t+a) §(0) = y(a), §'(0) =
y'(a),. ..
e Normal lésen = Y — (%)
e RUcksubstituieren: £ =t — a; §(t) — y(t)

1.11.1 Partialbruchzerlegung

1. Nullstellen des Nenners finden — n;

2. A _ 4 _EB 4 4 _Z

Tow; T m—=g o
&3 2 ) .. __BztC
= Komplexe NS z;&z; von z° + p;x + q; : 22 4+piataq;
4. Brache so erweitern, dass alles wieder auf einem Bruchstrich Platz
hat.

5. Bestimmen der Konstanten A, B, C, . . . durch Koeffizientenvergleich

Beispiel: Convolution

e Sei t * sin(t) = fot sin(7)(t — 7)dT
fot(t - sin(7) — 7 - sin(7))dr = —tcos(7) — sin(7) + Tcos(‘r)\é
—tcos(t) — sin(t) + tcos(t) +t =t — sin(t)

Beispiel: Lésen von DGL mit LT

eSeiy +vy=06(t—m) +u(t—2m)sin(t), y(0)=1
LHS: 2 (y) + Z(y) =sZ(y) -1+ ZL(y) = L(y)(s +1) -1
RHS: =e ™ 4 el™® S21+1

_ —1 —Ts 1 —27s 1 1
y=< (e s241 e (s2+1)(s+1) + S+1)>

= w(t = e~ =) 4t — 2y L (sin(t — 27) — cos(t — 2m) + o= (E=2M)) | o=
2

t

1
=et 4 w(t — w)e’re_t + u(t — 27) — (sin(t) — cos(t) + 62"8_1)
2

Beispiel: Basic Laplace Transform

o Finde & (%) schreibe f(t) = sin(t)

Prife: limg—yo 2% — lim,_,o <51 — 1

Dann folgt: % (#) = [& Z(in)(0)do = [ Fdo

s
= arctan(o)|° = 5~ arctan(s)
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Convolution Product Formula:
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2 Fourier

2.1 Periode p

Eine Funktion f(z) ist periodisch, wenn
a) f flr gentgend viele z € R definiert ist und
b) eine Periode p € R, p > 0 existiert, so dass f(z) =

Eigenschaften: Sei f(z) = f(z + p)

f(z + p) fur alle z.
= f(a- ) ist Z-periodisch

2.2 Dirichlet Theorem

Bei Unstetigkeiten f (z7) # f (z

3 (f (20) + £ (=) = £ (z0)

) konvergiert die Fourier Reihe zu:

2.3 Fourier-Reihe

Damit die Fourier-Reine gegen f(x) konvergiert, muss f(z) auf dem
ganzen Intervall definiert sein und fur jede Unstetigkeit zo im Intervall muss
das Dirichlet Theorem gelten. Konst.: ag, an, b, € R, Periode: p = 2L.

f(z) =ao + i [an cos <%x) + by, sin <7;—7rz>]
n=1

= LL /;LL f(z)dz

1 L
an =7 /_L f(x) cos (n—;w) dr, wennn >0

1 L X nmw
b, = — f(z)sin (—z) dz, wennn >0
L/, L

Beispiel: Fourier-Reihe

e Berechnen der Fourier-Reihe der Funktion f(z) = = — =z mit Periode
2r definiert auf (—m,7) = 2r=p=2L L=

1 [ 1 &
——/ (ﬂ—z)dz:—(ﬂz—x—)
T ) _ . 2 2 o
1 [™ 1 [7
== / (m — x) cos (an) de = — / m cos(nz)dz
L T T )

1 ™
—7/ z cos(nz)dx = 0
—m

™

=T

™
bnzl/ (ﬂ—x)cos(ﬂx>dx=...=2cL(nﬁ)
nJ_. ™ n
= f(z) =7+ Z 2005(n7r) sin(nz)
n=1

1l
e Sei f 2-periodisch {e Vo=l

T -1<xz<0

H)=1() =1+ s(a0) =) =

7(0%) =0, s(07)=2=f0)=;0+2=1

2.3.1 Gerade (even) Funktionen

Fourier-Reihe fUr gerade (f(z) = f(—=), Vx € D) Funktion f:

o+ 3 [mncon (2)]
by = 7/ f(z)dz, an = Z/0 f(z)cos(%z) de
gAmA

2.3.2 Ungerade (odd) Funktionen

Zusatz: f(a-x) =

7> - cos(wz) dw

Fourier-Reihe fUr ungerade (f(x) =
) = T; [bn sin (%wﬂ
= %/OL f(z)sin <%w) dx

—f(—=z),Vz € D) Funktion f:

ag = an, =0,
2.4 Expansion
Sei f definiert auf dem Intervall (0, L) und =z € R

copy-paste odd

i i i

Beispiel: Fourier-Reihe: Erweiterung gerade Funktion

o Erweitere 2z auf (0, 1) zu einer geraden 2-periodischen Funktion und

finde die Fourier-Reihe. Sei f, := {29”2 @ E 20’11)0
—2x = -1,

1
b, =0 ; a0=/2mdac=1
0

1 sin(nwz) \ |* L sin(mna
@ = 2/ 2z cos(nmz)dr = 4 (mw) — / Mdm
@ ™ o @ nm
— sin(7n) cos(mnz) |* _ cos(nm)—1  (=1)" -1
- ™ 72n? N m2nt B m2n2

5 cos((2k — I)mz) (n =2k —1)

2.5 Komplexe Fourier-Reihe

Sei f 2L-periodisch, dann ist die komplexe Fourier-Reihe gegeben als:

f(z) =co+ Z e L7

n=-—oo

n#0

1 L i
cnzi-/_Lf(m)Ae_%wdz; =3

iL/_LL f(x) dz

ap =co; An =Cn+cCon; bp =i(ch —c_n)
co =ag; cn=1/2-(an —ibp); c_pn =1/2-(an +iby)
e + e =2cos(z); €' — e ' = 2isin(x)

Ergé&nzung: e**® = cos(z) + i - sin(w)

2.6 Minimum square error

Der minimale quadratische Fehler eines trigonometrischen Polynomes N-
ten Grades auf dem Intervall [—x, =] ist:

. N
E* :/ fQ(z)dasfﬂ’(ZangZ (aieri))
- n=1

2.7 Absolut integrabel

Eine Funktion f ist absolut integrabel, wenn gilt: [* | f(z)|dz < oo

2.8 Fourier Integral

Sei f stuckweise stetig in jedem endlichen Interval, absolut integrabel
und mit Links- und Rechtsableitungen an jeder Unstetigkeit.
Dann ist sein Fourier-Integral:

f(x) = /OOO(A(UJ) cos(wzx) + B(w) sin(wx)) dw

Alw) = %‘/700 f(v) cos(wv) dv

B(w) = %/_00 f(v) sin(wv) dv

2.8.1 Gerade (even) Funktion
Ist f gerade, so gilt:  f(z) = /‘OC A(w) cos(wz) dw
0

Aw) = %/000 f(w)cos(wv)dv ; B(w)=0

2.8.2 Ungerade (odd) Funktion

Ist f ungerade, so gilt:  f(z) = /oo B(w) sin(wz) dw

2 [ sorsntms

Aw)=0 ; B(w)=



2.9 Fourier Transformation

Sei f absolut infegrabel, dann ist die Fourier Transformation von £ :

/ Fe

fl@) =3F()w) =

Eigenschaften:
1. S(af + Bg) = aF(f) + B3(9)

2. Sei f stetig auf ganz R und lim,—, _ o f(z) = 0 = lim,;_, o SOWi€
f' (ozw. f'") absolut integrabel, so gilt:
T (f' (@) = iwF(f(2))
3 (" (2) = —w*F(f(@)
3 (22 f(2)) = =F" (f(=))

3. Sei f, g stUckweise stetig sowie beschrdnkt und absolut infegrabel,

so ist
Var - 3(f) - (9
=V2r-3(f9)

S(f*g) =
() *F(9)

4. Weitere nUtzliche Transformationen:

§ (w) = 2w, 1)

T (HPua) = t°F (ua)
Fz-y(@) (W) = iF (¥ (@) W)
2

w

IN
Q

T <xe_az2) (w) = @;ﬁﬁe

N

x

§! <iweibw2) = (2;3/2'6(_E

Jlw+a)=e™"" - f(w)

2.9.1 Nitzliche Integrale

oo 7m2
. e " de =7
—oo

e 1
'/ ﬁdm
oo 142

=

2.10 Inverse Fourier Transformation

Die inverse Fourier Transformation von g ist:

-1 7# had w eiwm w
(@)(x) = m/_mg( Jeb g

Es gilt, wenn g = §(f):

TR =f
Beispiel: Fourier Transformation
Sei _ e ® z€(0,1)
f(2) {0 sonst
F(w) 1 /°° Flw)e " d / —o i
W) = —/— x)e w
V2T J oo V2T
_ /1 e’““‘”)mdx: 1 e—(1+zw)m _ 1 — o~ (1+iw)
V2r Jo V2r —(1 + iw) o 1+ iw

Beispiel: Fourier Transformation

1+z —-1<z2<0
Seif(x)=¢1—-z 0<=z<1
0 sonst

f(=z) ist gerade, also B(w) = 0

A(w) = / f(v) cos(wv) = / (1 — v) cos(wv)dv

_ 2 (1—v)sin(wo) +E /1 sin(wv) o — —22 cos(wv) .
™ w 7 Jo w Tw o

| —
=0

= 7(1 — cos(w))

f(z) = /oo

5 (1 = cos(w)) cos(wz)dw




3 PDEs

Eine partielle DGL (PDE) ist eine Gleichung. in welcher eine Funkfion «
sowie einige partielle Ableitung von « involviert sind.

¢ Linear: falls « und die partiellen Ableitungen mit Grad = 1 (Potenz)
erscheinen. z.b. linear: ugy + u. + uit = g(z,y,t)
z.b. non-inear: ugy - u. 4+ ust = g(z, y, t)

e Homogen: wenn sie linear ist und wenn jeder Term « oder eine par-
tielle Ableitung enthdilt.

¢ Ordung: die maximale Ordnung aller involvierten Ableitungen.

¢ Dimension: number of space variables

3.1 Wichtige PDEs

¢ Eindimensionale Wellengleichung:
8%u

T 8%u
ot?

=¢ Ox2
(linear, 2.0rdnung, homogen, hyperbolisch)

Eindimensionale Wé&rmegleichung:

ou 5 0%
b S
ot Oz2

(linear, 2.0rdnung, homogen, parabolisch)

Zweidimensionale Laplacegleichung:
Ox2 dy?
(linear, 2. Ordnung, homogen, elliptisch)

=0

e Zweidimensionale Poissongleichung:
Ox2 Oy?
(linear, 2.0rdnung, inhomogen, elliptisch)

= f(z,y)

¢ Zweidimensionale Wellengleichung:
8%u 5 (0%u 8%
— = _— 4+ —
ot2 Ox2 oy?
(linear, 2.0rdnung, homogen, hyperbolisch)
¢ Zweidimensionale Wérmegleichung:
ou 5 [(0%u 8w
— =c —_— 4t —
ot dx2 Oy?
(linear, 2.0rdnung, homogen, parabolisch)

¢ Dreidimensionale Laplacegleichung

8%u &%u 8%u _
ox2 | ay? | 822
(linear, 2.0rdnung, homogen, elliptisch)

0

3.2 Lineare PDE 2.0rdnung

Eine lineare PDE 2.0rdnung kann man in die Form
Atgy 4 2Bugy 4+ Cuyy = F (2, Y, U, s, ty)
Eine lineare PDE 2.0rdnung heisst
¢ hyperbolisch, falls AC — B2 < 0
¢ parabolisch, falls AC — B2 =0
e elliptisch, falls AC — B2 >0
e mixed type, falls je nach Vorzeichen anders

Beispiel: PDE 2. Ordnung

e Seiu(z,y) = zsin(z + 2y), zeige: v l6st u + uze = Luy,

Uy = sin(z + 2y) + z cos(z + 2y)
cos(z + 2y) + cos(z + 2y) — zsin(z + 2y)
Uy = 2z cos(x + 2y)

Uz

2 2
= U+ Ugy = 2cos(z + 2y) = s Chid2t)] = Y
i

3.3 Eindimensionale Wellengleichung

FUr eine eindimensionale Wellengleichung der Form u.y = c?u,, und den
Randbedingungen, = € [0, L]

w(0,t) =u(L,t) =0
u(z,0) = f(z)
ui(z,0) = g(x)

finden wir eine allgemeine Losung:

u(z, t) = Z (Bn cos (Ant) + B, sin (Ant)) sin (%m) M
n=1
enm
An = - @
fla) = ; B, sin (“Fa) ®
> nm
g(x) = B;An sin [ —ax ()
>z (7)
2 L . nm
B, = Z/o f(z)sin (Tac> dx ®)
. L . /nm
B, = o, . g(z)sin (T:E) dx ©)
3.3.1 Vorgehen 1

e Berechne \,, mit (2)

e Bestimme B,, mit (3)
wenn das nicht funktioniert, benutze (5)

e Bestimme B} mit (4)
wenn das nicht funktioniert, benutze (6)

e Setze adllein (1) ein

3.3.2 Vorgehen 2: Separation der Variabeln

u(z,t) = F(z)G(t)

upe = FG;  uwe = F'G  — FG =*F'G
G 7F”7k‘ F!' = kF
G F 7 G = 2kG
Randbedingungen finden:

u(0,t) = F(0)G(¢t) =0Vt > 0= F(0) =0
u(L,t) = F(L)G(t) =0Vt > 0= F(L)=0
= u(z,t) = F(z)G(t)

. . o F" G
L&se mit (1) Allgemeine Lésung: @) = _G0 =

F(z) G(t)

A1e‘/Ez + Aze_\/E“c k>0

F(x) = ¢ Ay cos(y/|k|z) + Az sin(+/|k|z) k<O

Az + Ag k=0

ByeVFt 4 Bye~ VFt k<O

G(t) = { By cos(y/|k|t) + Basin(\/|k|t) k>0

Bit + B2 k=0

Beispiel: Vorgehen 1: Eindimensionale Wellengleichung

Ut = dUgy

w(0,t) = u(L,t) =0
u(x,0) = sin(z)
ut(z,0) =0

c=2&mit (2) X\, = 2n. Mit (3) finden wir nichts = mit (5):

o L&se flr L = m:

2 (Mg - L _ _
By = ;/O sin(z) sin(nz) = ﬂ'/o (cos((1 — n)z) — cos((1 + n)z))dx

_ 1 (sin((l —n)z)  sin((L +n)w)) & —0 firn>2
1+n ’ -

0

T 1—n

Mit (3) folgt:
f(z) = sin(z) = nz::l By, sin (%w) = B;sin(z) = By =1
Aus (4) sehen wir direkt, dass By, = 0

= u(z,t) = By cos (Apt) sin (%m) = cos(2t) sin(z)




3.4 Eindimensionale Wellengleichung - d’Alembert

Sei uyy = c2uq, Mit folgenden Nebenbedingungen:

U = gy, zeR,t>0
u(z,0) = f(z), z€R
u(z,0) =g(z), z€R

Die Alembert-L&sung ist dann gegeben als:

x+ct
wet) = 3t e+ fe—cn+ o [T aws

r—ct

Beispiel: Eindimensionale Wellengleichung - d’Alembert

o Sei uyy = ugy Mit u(z,0) = ;2% und u(z,0) = —1
Die D’ Alembertsche Lésung ist mit ¢ = 1 dann

1 1 1 1 [zt

ua, 1) = <(x+t)2+1 + (x_t)2+l)+5/m (=1)ds
1 1 1 .
_5((x+t)2+1+ (x—t)2+1) B

Beispiel: Vorgehen 2: Separation der Variabeln

e Finde eine Lésung u(z, t) der PDFiu, + us = 0.
Mit dem Ansatz u(z, t) = F(z)G(t) folgt:

%F'(x)G(t) + F@)G(t) =0

1F'(z)  G(t) _
2 F(z) ' G(t)
Vz,t: Fi(z) = @ = konst = A
2F(z)  G(t)
L a9 e
2F(z) dz F

= F(z) = 2*"Cy G(t) = Cae™ M
w(z, t) = F(z)G(t) = C1e2 " Che ™ = 0?2~

3.5 Normalform

Mit geeigneter Substitutionen kann eine PDE zweiter Ordnung in
Normalform gebracht werden, d.h.:

hyperbolisch
parabolisch
elliptisch

Upw :F(vavuvuvvuw)
Uyy = F(an7u7uv7uw)
Upy + Uww = F (v, 0, U, Uy, Uw)

3.5.1 Vorgehen

Gegeben PDE zweiter Ordnung in {z, y}

¢ Bestimme A,B.C und die zwei Losungen der charakteristischen Gle-
ichung A (y')* = 2By’ +C =0

e Fasse y’ = % als Steigung auf, integriere entsprechend und 6se fur
die neue Integrationskonstanten C1, Cs

e Substituiere v = C1,w = C3 und schreibe F sowie die Ableitungen
der urspringlichen Gleichung in » und w

¢ Setze dlles in die PDE ein und erhalte die Normalform

¢ Infegriere entsprechend und substituiere zurlck, um die allgemeine
Lédsung zu erhalten

hyperbolisch: v = ¢(z,y) w = P(z,y)
parablisch: v=gx w=Y(z,y)
elliptisch: v=3lp(z,y) + (@ y)] w=1iley) — v, y)

Beispiel: Normalform

Bringe uqo + 2uqy, = —4e? in Normalform und gib die allgemeine Lo-
sung an

A=B=1, C =0 — charakteristische Gleichung (y’)2 -2y =0
Lésungen der char. Gleichung: y; = 0und y) = 2

Fall1:y" =0 — dy = 0dz = y = C4

Fall2:y' =2 5 dy=2dz = y=2x+Cy — Co =y — 22

v=C1 =yundw=Csy =y — 2z
Vorbereitung: v, = 0;v, = 1w, = —2;w, =1

du du dv du dw
eSS duds | gwids o o7 | Uit s 2t
Ugy = —2Upo Vs — 2Upw Wz = 4Uww
Ugy = —2UwoVy — 2Upw Wy = —2Uwy — Uww

F = —4e¥ = —4¢”
Uy + 2 (—2Uy — 2Upw) = —4e” = uyy = e’ (Normalform)

u(v, w) = //um,dwdv = //e”dwdv = / [w-e’ + @(v)] dv

=w- e’ +¢(v) + P(w)
= u(z,y) = (y — 2z)e” + o(y) +P(y — 22)
min. 2x stetig diff'bar




3.6 Warmeleitungsgleichung (Heat equation)
3.6.1 Vorgehen 1:

Sei u;y = c?uz, Mit Randbediungungen «(0,t) = wu(L,t) = 0 und
u(z,0) = f(z) auf =z € [0, L]. Via Fourier-Reihe erhalten wir die Losung:

oo
2
u(z,t) = Z B,, sin (%z) e nt
n=1

9 L
)\n:ch‘n' ; Bn:Z/O f(z) sin (%w) dx

= Manchmal ist B,, auch Uber Koeffizientenvergleich bestimmbar!

3.6.2 Vorgehen 2:

Sei u; = c?ug. Mit Randbedingungen w.(0,t) = wu.(L,t) = 0 und
u(z,0) = f(z) nuraufz € (0, L) .

o Nimm den Ansatz u(z, t) = F(z)G(t). separiere F und G, bestimme
die Konditionen der Randbedingungen (der ODE fur F und G )
durch Betrachten von u,.

o Lose die ODEs fUr F und G, setze sie zu u,, zusammen
¢ Verwende Superposition und schreibe
w(z, t) =Y un(z,t)
n=0

¢ Benutze weitere Randbedingungen und vergleiche Koeffizienten in
uw mit denjenigen der Fourier-Reihe der 2L-periodischen geraden
Fortsetzung von f

Allgemeine Loésung

oo
—c2n2¢
Z ay cos(nzx)e

n=0

3.7 Zeitunabhdéngige n-dim Wdrmeleitungsgleichung

Die zeitunabhdngige n-dimensionale Wdarmeleitungsgleichung w: =
2 Au = ¢?VZu kann auf die n-dimensionale Laplacegleichung Au = 0
reduziert werden. FUr n = 2, Randbedingungen «(0,y) = u(a,y) =
u(z,0) = 0und u(z,b) = f(z) Mit (z,y) € [0, a][0, b] sprechen wir vom
Dirichlet-Problem.

Dessen Losung mit Separation und Superposition ist:

u(z,y) = Z A, sin (%z) sinh (?y)
n=1

An =B [ @sin () a
n = x)sin | —x T
asinh (22b) J, a

= Manchmal ist A,, auch Uber Koeffizientenvergleich bestimmbar!

Beispiel: Zeitunabhéngige n-dim Wéarmeleitungsgleichung

e Sei uy = uz, QUf z € [0, 27|

mMit wz (0,t) = ug(m,t) =0,u(z,0) =zauf0 < z < 7
. , F" = \F, G=\G

Mit w = F - G erhalten wu{ F'(0) = F'(r) = 0

e A > 0allg. Losung F(z) = AeV ® + Be™ VA=
Randbedingungen ergeben: A = B = 0 — uninteressant

e )\ = 0: erhalten wir F(z) = 0 — uninteressant

e )\ < 0:dllg. Lédsung F(z) = A cos(pz) + B sin(px) wobeip = v—A.
Mit F’(0) = —Apsin(0) + Bpcos(0) = 0 finden wir B = 0 und mit
F'(m) = — Apsin(pn) =0=p=p, =n

Unterdessen ¢ = —p2G Und G(t) = C - e P>t — G (t) = Cp - e~ Pit

o uy(x,t) =F, -G, = Ay cos(pn) Gnef”%75 =3 Dy, cos(nx)eiﬂ% und
u=320 ) Un

o Weiter gilt u(z,0) = >3°° | D, cos(nz) = z. Koeffizienten der 2x-
periodischen Funktion:

1 [
Dozf/ rdr =
™ Jo

D, =2 fow z cos(nz)dr = ﬁ (-n)"—-1)= {

0 n =2m
—4 n=2m-+1

T4 1 -
= u(z,t) = 5 Z W cos((2m + 1)1‘)6( BheF)e
m=0

3.8 Warmeleitungsgleichung eines unendlichen Gebietes

Sei ur = c2uge Mit u(z,0) = f(x) auf einem unendlichen Gebiet (z €
R,t > 0). Dann ist die L&ésung:
Vorgehen mit Fourier-Integral

u(z,t) = /OO (A(p) cos(pz) + B(p) Sin(px))e*CQP%dp
0
A(p) = %/oo f(v) cos(pv)dv

B) =+ [ f)singo)ds

Bemerkung: Achte auf gerade/ungerade Funktfionen

Vorgehen mit Fourier-Transformation
Sei ur = Puge Mit Fuge) = —w?, Fu) = —w?a und F(uy) =
2 F(u) = 4, kdnnen wir die Gleichung transformieren:

. 2 2.
ap = —c"w a

dann diese ODE fUr @ 16sen, die tfransformierte Anfangsbedingung ein-
sefzen und u = F~!(a) bestimmen.

Bemerkung: F istimmer in Bezug auf z.
Vorgehen mit Formel:

1 o z—v)\2
u(z,t) = P /; f(v) exp {— (ﬁ) :| dv

Beispiel: Vorgehen mit Fourier-Integral

i n 2 0<z<m
e Seiuy = ug, Mit u(z,0) = =
fo e (,0) {0 sonst
1 T 2 si 7r 2
A(p) = 7/ 2 cos(pv)dv = 7M = — sin(pn)
T Jo T p |y, 7P
1 [~ 2 — i 2
B(p) = 7/ 2 sin(pv)dv = 2 Zcos(py) = — (1 — cos(mp))
T Jo ™ D o TP

2 /"" sin(p7) cos(pz) + (1 — cos(pm) sin(pz)) _thd
= — e D
™ Jo p

Beispiel: Vorgehen mit Fourier-Transformation/Formel

e Sei uy = 4duy, Und u(z, 0) = f(z) = \/ie_%

@ = —4w?a und die allg. Lésung: 4 = C - e~ 1@t

Mit der Anfangsbedingung folgt @ = a(w, 0)e=%“*, nun @ (w,0) = f =
e+, somitist & = e~ (140 mit der Formel

oo 2
/ o~ (ak?oite) o VT e
— s a
folgt dann
2
w=F ‘(a)= ;em
V/2(1 + 4t)




3.9 Dirichlet auf dem Kreis

Fur die Laplace-Gleichung Auw = 0 auf der geschlossenen Kreisscheibe
D mit Radius R und einer Randbedingung...

e ... u(R,0) = f(9) auf oD finden wir die Ldsung

u(r,0) = Ao + Z r" (A, cos(nf) + B, sin(nh))

n=1

Wir bestimmen A,, und B,, mit Koeffizientenvergleich oder sonst mit:

e
0= 5= [ ree

1
R"m

1

A, =
R"m

/ " f(6) cos(ne)de, B, = / " £(e) sin(n) de

o ...u,.(R,0) = f(0) auf 8D qilt die Loésung

u(r,0) = Ao + i r" (A, cos(nd) + By, sin(nh))

n=1

! 1 "" 1 s )
mit A,, = m/,,r f(&) cos(n&)dg, B, = oy [w f (&) sin(ng)dg

und A4, ist eine nicht ndher bestimmbare Konstante.

3.9.1 Bemerkungen

o Koordinatentransformationen

x = rcos(0) und r=+/x2+ y2
y = rsin(0) 0 = arctan (%)

¢ Die Laplace-Gleichung (fur r € [0, R), 6 € [0, 27))

) 1 1
Uge + Uyy =0 WIrdzu up. + T2 oo + Sur = 0

Beispiel: Dirichlet auf dem Kreis (L6sung auf dem Rand)

e Sei D = {(z,y) € R* | 2* +y* < 1}. Finde die Losung der Laplace-
gleichung mit u(z, y) = 222 + y auf dem Rand (8D)

u(z,y) = 22> + y = 2r° cos>(6) + rsin(0) = 2 cos®(0) + sin(0)
= (cos(0) + 1) sin(0)

u(1,0) = f(0) =1+ cos() + sin(0)

L Z (A,, cos(nb) + B, sin(nf))

n=0

— Agp=1,B; =1,A, =1dlleandern A,,, B, =0

w(r,0) = 1 + rsin(8) + 72 cos(26)

Beispiel: Dirichlet auf dem Kreis (Lésung auf dem Kreis)

e Finde die Lésung der Laplacegleichung auf dem Kreis D mit R = 2
und u,.(2, 0) = cos(36) auf aD.
Es gilt u(r,0) = Ag + 302 | r™ (An cos(nb) 4+ By, sin(nd)), Also:

wr(r,0) = Z nr™ " (A, cos(nb) + B, sin(nh))
n=1

ur(2,0) = f: n2" "' (A, cos(nd) + B, sin(nh)) = cos(30)

n=1

— B, =0,n =3 — cos(36) =3 - 2371 A, cos(36)
= As = &5, Ay, sonst = 0

1
u(r,0) = Ao + Er3 cos(36)

Ay ist nicht bestimmbar

3.10 Poisson-Integral-Form

e Sei Au = 0und u(R, 0) = f(0) auf dem Kreis mit Radius R. Dann ist die
Lésung mittels Poisson-Integral-Form gegeben als:
1 27
u(r,0) = o— K(r, 0, R, 0)f(v) de
R? — 12

R2 — 2rRcos(0 — ¢) + 12

Beispiel: Poisson-Integral-Form

Sei u(1,0) = f(0) = cos(30) auf dem Rand der abgeschlossenen Ein-
heitskreisscheibe. Finde den Funktfionswert von « im Ursprung, ohne
die Lésung u explizit zu berechen:

Es gilt K(0, 0, R, ¢) = 1. Poisson-Formel:

Poisson-Integral-Kern K (r, 6, R, ¢) =

u(0,0) = u(0,0) = o / " K(0,0,1,0)f(0)do

=0

-7

1 4 1
= —/ cos(3p)dp = — sin(3¢p)
2w J_ . 67

3.11 Harmonische Funktionen

Eine Funktion, die die Laplace-Gleichungs Aw = 0 auf D erfullt, heisst
harmonisch auf dem Gebiet D.

Maximumsprinzip: Nimmt auf dem Gebiet D die harmonische Funktfion w
ihr Maximum im Innern von D an, so ist sie konstant.

Somit genugt es, fUr eine harmonische Funktion auf D ihr Maximum nur
auf dem Rand aD zu suchen.

Ist w harmonisch auf der Kreissscheibe mit Radius R, so gilt der Mittelwert-
satz insbesondere in folgender Form:

27
£(0,0) = ﬁ/o F(R,0)d0

Beispiel: Harmonische Funktionen

e Finde das Maximum von f(z, y) = = +y auf der Einheitskreisscheibe.

f(r,0) = r(cos(8) + sin(0)) — harmonisch, Suche auf Rand:
f(1,0) = cos(0) + sin(0)

Ort des Maximums: £ f(1,60) = cos(f) — sin(9) = 0 — 6 = Z Das
Maximum ist bei (1, %), respektive (%, %) und der Funktionswert
ist /2.

Randmaxima tberpriifen! — wenn f auf (0, =) definiert ist muss man
0 und 7 anschauen.

3.12 Well-posed und ill-posed Probleme

Wir nennen ein Problem well-posed, falls:
¢ Das Problem hat eine Losung. (Existence)
e Die L&sung ist eindeutig. (Uniqueness)

e Die Losung ist von Anfangsbedingungen und Randbedingungen
abhdngig. (Stability)

Ist eine dieser Bedingungen nicht erfullt, ist das Problem ill-posed.

3.12.1 Das Neumann Problem auf Region D

Au=V3u=f aufD
=y auf D.

hat eine eindeutige Losung wenn [ f = [, g.



4 Wellengleichung

5 Wdrmeleitgleichung

6 Laplace-Gleichung

_ 2
Uty = C Uga
7

Separationsansatz: u(z, t) = X (2)T(t) = ); =

41 a=0
411 a=0=X"=0
X(z) = Az + B

X,(a:):A
412 a=0=T=0

T(t) = Ct+ D

T(t)=C

42 o >0
421 a>0=X"—-aX =0
X(z) = AeV®® 4 Be~Vo®

X'(x) = VoaAeV® — \JaBe VT

422 a>0=>T—ac?T =0

T(t) = CetVor + De—cVet

T(t) = evaCeVet — c\/caDe eV

4.3 o < 0 (ambesten o = —p2, p € R, definieren)
431 a<0=>a=—-p?, X' +p’X =0
X (z) = Asin(pz) + B cos(pz)

X'(z) = pA cos(pz) — pB sin(pz)

432 a<0=a=—p? T+p**T=0
T(t) = Csin(pct) + D cos(pct)

T(t) = peC cos(pct) — peD sin(pct)

2
Up = C Uge

X
ti tz: = X(z)T = =
Separationsansatz: u(z, t) @)= SF =75 =«

5.1 a=0
511 a=0=X"=0
X(z) = Az + B

X'(z)=A

512 a=0=T=0

T() =C
T(t) = 0
52a>0

521 a>0=X"—-aX =0
X(z) = AeV®® 4 Be~Vo®

X'(z) = VaAeY*® — \JaBe Vo

522 a>0=T—ac*T =0

c2at
T(t) =Ce

. 2
T(t) = Cc® e ™

53 a <0 (ambestena = —p2, p € R, definieren)
531 a<0=a=—p%, X'"4+p?X=0
X (xz) = Asin(pz) + B cos(pz)

X'(z) = pA cos(px) — pB sin(pz)

532 a<0=a=-p?, T4+ p*T =0

2,2
T(t) = Ce 7"

. 2 2
T(t) = —Ccp®e ¢ Pt

2
Viu = Au = Uz 2y + Uzguy + .-

X// Y//
Seperationsansatz: u(z,t) = X (z)T(t) = <~ ="y =°

6.1 a=0
6.1.1 a=0=X"=0
X(z) = Az + B
X'(z)=A
612 a=0=Y"=0
Y(y)=Cy+D
Yi(y)=C
62 a>0
621 a>0=X"-aX =0
X(z) = AeVo® 4 Be~Vaw
X'(z) = VaAeV™® — JaBe Ve
622 a>0=Y"+aY =0
Y (y) = Asin(vay) + B cos(v/ay)
Y'(y) = VaA cos(vay) — VaB sin(vay)
63 a<0 (am besten o = —p?, p € R definieren)
631 a<0=X"4+p?X =0
X (z) = Asin(pz) + B cos(pz)
X'(x) = pAcos(pz) — pBsin(px)
632 a<0=Y" —p?yY =0
Y (y) = AeP?Y + Be PV
Y'(y) = pAePY — pBe PY
6.3.3 Anmerkung:

Eye* — E1e” Y = Essinh(ay)
Ee® + Eie” *Y = FEj cosh(ay)

6.4 Allgemeine Losung der PDE

u(z,y) = [C cosh(kz) + D sinh(kz)][A cos(ky) + B sin(ky)]



6.5 Superposition eines Dirichlet Problem

u(x,b)=0
o |(A)
LS s 5
\;j Viu=o0 :|<|_
u(x,b)=r(x) S I
~|(*
‘>'."-< ( ) E:J\ u(x‘o)zfl(x)
N ~
<
‘E V=0 u':' _ @
5 N‘l<\ u(x,b)=0
> ~
3[©)
u(x,0)=f(x) 3 .
Q
0 vu-o 8
g Il
\5 o
u(x,0)=0
nm(b —vy)

nwT
ui(z,y) = Z:ozl A sin(T) sinh(T)

2 ¢ nwx
= —V——=< s nmr d
" asinh(2I2) /0 f1(x)sin( - Ydz

o . nmwx ) nwy
uz(z,y) = anl B Sln(T) smh(T)

2 “ . nmx
" W/O f2($)sm(T)dx
Losung far C:

nrla—2)

[eS] nm
us(z,y) = anl C,, sinh( )sin(Ty)

2 b oy
Cn = WA g1(y) SIH(T)dy

nmTy

o . nmxr .
usa(z,y) = anl D, smh(T) sm(T)

2 b oy
D, -2 oy
bSinh(Lzﬂl)/(;QQ(y)Sln( ; )dy

Losung fUr A+B+C+D=(*):

u=up+uz2+us+uq

u(x,b)=h(x)

(B)

I 5
B o
S V=0 |
S I
N )

u(x,0)=0

u(x,b)=0
s (D) <
L s g
= - ~
S Viu=0 b
> o
<

u(x,0)=0




7 Quellen fiir die ZF

Diese Zusammenfassung beruht auf der Zusammenfassung von Benno
Kaeslin, Linard Furck, Sandro Christen, Markus Fuchs, Andre Jauch.
Ausserdem enthdlt sie einige kleine Zusditze oder Anderungen, die meis-
tens aus der Vorlesung Analysis Il fr Maschineningenieurswissenschaften
(HS 2022) oder aus der Ubungsstunde von Chantal Woodtli stammen.
Die Ubersicht Uber PDEs habe ich mit kieinen Anderungen von Steivan
Clagliina kopiert.

Die Zusammenfassung enthdlt bewusst im Kapitel Laplace Trasformation
genau die Tabelle, die in den letzten Jahren an der Prifung mitgegeben
wurde. Danach gibt es noch mehr Transformationen, diese darf man
jedoch nicht immer direkt verwenden (bzw. nur zur Kontrolle).

Die Grundlage fur das Template habe ich von der Amiv-ZF "Signal und
Systemtheorie II" von Adrian Hartmann (FS 2019).

Bei Verbesserungsvorschlédgen oder Fehlern bitte eine mail an mich (laus-
purg@ethz.ch) schreiben. Viel Erfolg bei den Prafungen.
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