
Analysis III Dominic Isenring, HS22

1 Laplace Transform

F (s) = L{f(t)} =
∞∫
0

f(t)e−stdt

1.1 Eigenschaften

Ähnlichkeit: L{ 1
a

· f( t
a
)} = F (s · a)

s-shifting: L{f(t) · eat} = F (s − a)

t-shifting: L{f(t − a) · u(t − a)} = e−as · F (s)

L{f(t) · u(t − a)} = e−as · F (s + a)
Ableitung, t: L{f ′(t)} = sF (s) − f(0)

L{f ′′(t)} = s2F (s) − sf(0) − f ′(0)
L{f(n)(t)} = snF (s) − sn−1f(0) − ... − f(n−1)(0)

Ableitung, s: L{t · f(t)} = −F ′(s)
L{tn · f(t)} = (−1)n · F (n)(s)

Integration, t: L{
∫∞
0 f(τ)dτ} = 1

s
F (s)

Integration, s: L{ 1
t
(t)} =

∫∞
0 F (τ)dτ

Faltung: (f ∗ g)(t) =
∫ t
0 f(τ) · g(t − τ)dτ , f ∗ g = g ∗ f

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h, f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h
f ∗ 0 = 0, f ∗ 1 =

∫∞
0 f(t)dt

L{f(t)} · L{g(t)} = L{f(t) ∗ g(t)}
Anfangswert: lim

t→0+
f(t) = lim

s→∞
s · F (s)

Endwert: lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

s · F (s)

1.2 Wichtige Signaltransformationen
u(t) U(s)

Impuls (dirac delta) δ 1

δ(t − a) e−as

Schritt (heavyside) 1
s

(heavyside): uc(t) = u(t − c) e−cs

s

ramp, t 1
s2

h(t) · tn · eαt n!
(s−α)n+1

h(t) · sin (ωt) ω
s2+ω2

h(t) · cos (ωt) s
s2+ω2

h(t) · sinh (ωt) ω
s2−ω2

h(t) · cosh (ωt) s
s2−ω2

h(t) · (eαt − 1) a
s(s−a)

h(t) · eat−ebt

a−b
1

(s−a)(s−b)

h(t) · aeat−bebt

a−b
s

(s−a)(s−b)

1.3 Laplace Transformationen
f(t) F (s)

1 1
s

eat 1
s−a

tn, n = 1, 2, 3, ... n!
sn+1

tp, p > 0
Γ(p+1)

sp+1

t
n− 1

2 , n = 1, 2, 3, ...
1·2·...·(2n−1)

√
π

2ns
n+1

2

sin (ωt) ω
s2+ω2

cos (ωt) s
s2+ω2

t sin (ωt) 2ωs
(s2+ω2)2

t cos (ωt) s2−ω2

(s2+ω2)2

f(t) F (s)

sin (ωt) + ωt cos (ωt) 2ωs2

(s2+ω2)2

sin (ωt) − ωt cos (ωt) 2ω3

(s2+ω2)2

cos (ωt) + ωt sin (ωt)
s(s2+3ω2)

(s2+ω2)2

cos (ωt) − ωt cos (ωt)
s(s2−ω2)

(s2+ω2)2

sin (ωt + φ)
s sin (φ)+ω cos (φ)

s2+ω2

cos (ωt + φ)
s cos (φ)−ω sin (φ)

s2+ω2

sinh (ωt) ω
s2−ω2

t sinh (ωt) 2ωs
(ω2−s2)2

cosh (ωt) s2

s2−ω2

t cosh (ωt) ω2+s2

(a2−s2)2

eat sin (bt) b
(s−a)2+b2

eat cos (bt) s−a

(s−a)2+b2

eat sinh (bt) b
(s−a)2−b2

eat cosh (bt) s−a

(s−a)2−b2

tneat, n = 1, 2, 3, ... n!
(s−a)n+1

√
t

√
π

2s
1
2

f(ct) 1
c
F ( s

c
)

f(t + T ) = f(t)

∫T
0 e−stf(t)dt

1−e−sT

2 Fourier
2.1 Eigenschaften Periodischer Funktionen
f(x) periodisch, wenn f(x) = f(x + p) ∀x. Periode p ⇒ L = p

2
bestimmen.

Eigenschaften für f(x) = f(x + p), h(x) = h(x + p) ∀x

• f(x) periodisch ⇒ f ′(x) auch

• Für f(x) p1 und für g(x) p2, für f(x) + g(x) p mit p als kgV(p1, p2)

• f(ax) ist p
a

-periodisch

• a · f(x) + b · h(x) ist p periodisch

• f(x) und h(x) sind n · p-periodisch

2.1.1 Gerade/Ungerade Funktionen

• Gerade (even): f(−x) = f(x)

• Ungerade (odd): f(−x) = −f(x)

f(x) ist gerade und h(x) ist ungerade, dann gilt

• f(x) · h(x) ist ungerade

• f(x) · f(x) ist gerade

• h(x) · h(x) ist gerade

Periodische Fortsetzung

• Gegeben: f(x) von 0 bis L

• Gesucht: 2L-periodische Erweiterung

2.2 Fourier Reihen
Ziel: f(x) 2L-periodische Summe von sinus und cosinus termen, L = p

2

f(x) = a0 +
∞∑

n=1
an cos (nπ

L
x) + bn sin (nπ

L
x)

• a0 = 1
2L

+L∫
−L

f(x)dx, falls f(x) ungerade ⇒ a0 = 0

• an = 1
L

+L∫
−L

f(x) · cos (nπ
L

x)dx, falls f(x) ungerade ⇒ an = 0

• bn = 1
L

+L∫
−L

f(x) · sin (nπ
L

x), falls f(x) gerade ⇒ bn = 0

2.2.1 Konvergenz bei Unstetigkeit (uncontinuousity)

Die Fourier-Reihe von f(x) konvergiert in x0 zu:
f(x

+
0 )+f(x

−1
0 )

2

2.3 Komplexe Fourier Reihe

sin (t) = eit−e−it

2
und cos (t) = eit+e−it

2

die Fourier Reihe lässt sich folgendermassen umformen

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

an
2

(e
i nπ

L
x

+ e
−i nπ

L
x
) − i bn

2
(e

i nπ
L

x − e
−i nπ

L
x
)

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(
an−ibn

2

)
e
i nπ

L
x

+
(

an+ibn
2

)
e
−i nπ

L
x

mit c0 = a0, cn =
(

an−ibn
2

)
e
i nπ

L
x und c−n =

(
an+ibn

2

)
e
−i nπ

L
x folgt

f(x) =
∞∑

n=−∞
cne

i nπ
L

x

• cn = 1
2L

+L∫
−L

f(x)e
−i nπ

L
x
dx

2.4 Fourier Integral
Bisher wurden periodische Funktionen thematisiert, nun nicht periodi-
sche.
Fourier Integral der nicht periodischen Funktion f(x)

f(x) =
∞∫
0
[A(ω) cos (ωx) + B(ω) sin (ωx)]dω

• A(ω) = 1
π

+∞∫
−∞

f(v) cos (ωv)dv

– f(x) gerade: A(ω) = 2
π

∞∫
0

f(v) cos (ωv)dv, ungerade: A(ω) = 0

• B(ω) = 1
π

+∞∫
−∞

f(v) sin (ωv)dv

– f(x) ungerade: B(ω) = 2
π

∞∫
0

f(v) sin (ωv)dv, gerade: B(ω) = 0

Das Fourier Integral existiert nur, wenn:
+∞∫
−∞

|f(x)|dx < ∞

1
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2.5 Fourier Transformation

Fourier Transformation: F(f) = f̂(ω) = 1√
2π

+∞∫
−∞

f(x)e−iωxdx

Inverse Fourier Transformation: F−1(f̂) = f(x) = 1√
2π

+∞∫
−∞

f̂(ω)eiωxdω

2.5.1 Eigenschaften

• F(af(x) + bg(x)) = af̂(ω) + bĝ(ω)

• d
dω

F(f(x)) = −iF(xf(x))

• F(
df(ω)
dx

) = iωf̂(ω)

• F(f(x) ∗ g(x)) =
√

2πf̂(ω)ĝ(ω)

• F(
∂f(x,y)

∂y
) = ∂

∂y
f̂(ω, y)

3 PDE’s
3.1 Wichtige Gleichungen

• 1D-Wellengleichung: ∂2

∂t2
= c2 ∂2u

∂x2

• 2D-Wellengleichung: ∂2u
∂t2

= c2
(

∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
• 1D-Wärmegleichung: ∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2

• 2D-Poissongleichung: ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = f(x, y)

• 2D-Laplacegleichung: ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0

• 3D-Laplacegleichung: ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2

= 0

3.2 Namensgebung
Allgemeine Form einer PDE 2er Ordnung:

Auxx + 2Buxy + Cuyy = F (x, y, u, ux, uy)

Form der Kurve:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 = F (x, y, u, ux, uy)

• AC − B2 < 0 ⇒ Hyperbolische PDE (Wellengleichung)

• AC − B2 = 0 ⇒ Parabolische PDE (Wärmegleichung)

• AC − B2 > 0 ⇒ Elliptische PDE (Laplace/Poisson)

• Vorzeichen ändert sich mit x, y ⇒ Gemischte PDE

3.3 Koeffizientenvergleich
Als Beispiel betrachten wir hier die Wärmegleichung:

utt = c2uxx
u(0, t) = u(L, t) 0

u(x, 0) = 0
ut(x, 0) = sin ( π

L
x)

1. u(x, t) =
∑∞

n=1[Bn cos (λnt) + B∗
n sin (λnt)] sin (nπ

L
x), λn = nπ

L
c

2. u(x, 0) = Bn sin (nπ
L

x) = 0 ⇒ Bn = 0

3. ut(x, t) =
∑∞

n=1 B∗
n · nπ

L
c · cos (nπ

L
ct) · sin (nπ

L
x) =

4. ut(x, 0) = B∗
n

nπ
L

c · sin (nπ
L

x) = sin ( π
L
x) ⇒ n = 1

5. B∗
1 = L

cπ
und B∗

n⩾2 = 0

6. u(x, t) = L
cπ

sin ( π
L
ct) sin ( π

L
x)

3.4 Wellengleichung

utt = c2uxx
u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, 0) = f(x)
ut(x, 0) = g(x)

3.4.1 Herleitung

1. Ansatz: u(x, t) = F (x)G(t)

2. Einsetzen in utt = c2uxx:

a) F (x)G̈(t) = c2F ′′(x)G(t)

b) G̈
c2G

= F ′′
F

= k, k ∈ R, k = const.

3. Separation: F ′′ = Fk und G̈ = c2Gk

4. Fallunterscheidung:

a) k = 0: u(x, t) = 0 ⇒ triviale Lösung

b) k > 0: F (x) = Ae
√

kx + Be−
√

kx ⇒ triviale Lösung

c) k < 0:

F (x) = A sin (
√
−kx) + B cos (

√
−kx)

G(t) = C sin (
√
αct) + D cos (

√
αct)

5. Randbedingungen u(0, t) = u(L, t) = 0

a) u(0, t) = F (0)G(t) ⇒ F (0) = 0 ⇒ B = 0

b) u(L, t) = F (L)G(t) ⇒ F (L) = 0 ⇒
√
−k = nπ

L

c) G(t) = C sin (λnt) + D cos (λnt) ⇒ nπ
L

c = λn

6. Zusammensetzen mit Bn = AD, B∗
n = AC:

un(x, t) = [Bn cos (λnt) + B∗
n sin (λnt)] sin (nπ

L
x)

7. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=1
un(x, t)

8. Fourier für PDE: (Auch Koeffizientenvergleich möglich)

a) λn berechnen

b) Bn = 2
L

L∫
0

f(x) sin (nπ
L

x)dx ⇒ f(x) = u(x, 0)

c) B∗
n = 2

Lλn

L∫
0

g(x) sin (nπ
L

x)dx ⇒ g(x) = ut(x, 0)

3.4.2 Direkter Weg

1. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=1
[Bn cos (λnt) + B∗

n sin (λnt)] sin (nπ
L

x)

2. Fourier:

• λn berechnen

• Bn = 2
L

L∫
0

f(x) sin (nπ
L

x)dx ⇒ f(x) = u(x, 0)

• B∗
n = 2

Lλn

L∫
0

g(x) sin (nπ
L

x)dx ⇒ g(x) = ut(x, 0)

3.5 Wellengleichung nach d’Alembert

utt = c2uxx
u(x, 0) = f(x)

ut(x, 0) = g(x)

u(x, t) = 1
2
(f(x + ct) + f(x − ct)) + 1

2c

x+ct∫
x−ct

g(τ)dτ

3.6 Wärmegleichung

ut = c2uxx
u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, 0) = f(x)

3.6.1 Herleitung

1. Ansatz: u(x, t) = F (x)G(t)

2. Einsetzen in ut = c2uxx

a) F (x)Ġ(t) = c2F ′′(x)G(t)

b) Ġ
c2G

= F ′′
F

= k, k ∈ R, k = const

3. Separation: F ′′ = Fk und Ġ = c2Gk

4. Fallunterscheidung:

a) k = 0: u(x, t) = 0 ⇒ triviale Lösung

b) k > 0: F (x) = Ae
√

kx + Be−
√

kx ⇒ triviale Lösung

c) k < 0: Set k = −p2

F (x) = A sin (px) + B cos (px)

G(t) = Cec
2kt

5. Randbedingungen u(0, t) = u(L, t) = 0:

a) u(0, t) = F (0)G(t) = 0 ⇒ F (0) = 0 ⇒ B = 0

b) u(L, t) = F (L)G(t) = 0 ⇒ F (L) = 0 ⇒ p = nπ
L

c) G(t) = Ce
−c2(nπ

L
)2t mit k = −

(
nπ
L

)2
= −p2

6. Zusammensetzen mit Bn = AC:

un(x, t) = FnGn = Bn sin (nπ
L

x)e−λ2
nt, λn = cnπ

L

7. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=1
Bn sin (nπ

L
x)e−λ2

nt

8. Fourier für PDE:

a) λn berechnen

b) Bn = 1
L

L∫
−L

f(x) sin (nπ
L

x)dx ⇒ f(x) = u(x, 0)

3.6.2 Direkter Weg

1. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=1
Bn sin (nπ

L
x)e−λ2

nt

2. Fourier:

• λn berechnen

• Bn = 1
L

L∫
−L

f(x) sin (nπ
L

x)dx ⇒ f(x) = u(x, 0)

3.7 Laplace-Gleichung - Dirichlet Problem auf einem Rechteck
∆u = ∇2u = uxx + uyy

Stationäre Temperaturverteilung (u̇ = 0) auf einer Platte (Rechteck)
Randbedingungen:

• An 3 Seiten: Temperatur = 0

• An 4ten Seite: Temperatur = f(x) (oder g(y))

∆u = 0
u(0, y) = u(a, y) = 0

= u(x, 0)
u(x, b) = f(x)

2



3.7.1 Herleitung mit Separationsansatz

1. Ansatz: u(x, y) = F (x)G(y)

2. Einsetzen in uxx + uyy = 0

a) F ′′G + FG̈ = 0 ⇒ F ′′G = −FG̈

b) F ′′
F

= − G̈
G

= −k, k ∈ R, k = const.

3. Separation: F ′′ = −Fk und G̈ = Gk

4. Fallunterscheidung:

a) k = 0: u(x, y) = 0 ⇒ triviale Lösung

b) k < 0: u(x, y) = 0 ⇒ triviale Lösung

c) k > 0:

F (x) = A sin (
√

γx) + B cos (
√
γx)

G(y) = C sinh (nπ
a

y)

5. Randbedingungen:

a) u(0, y) = F (0)G(y) = 0 ⇒ F (0) = 0 ⇒ B = 0

b) u(a, y) = F (a)G(y) = 0 ⇒ F (a) = 0 ⇒ √
γ = nπ

a

6. Zusammensetzen mit An = AC:

un(x, y) = FnGn = An sinh (nπ
a

y) sin (nπ
a

x)

7. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=1
An sinh (nπ

a
y) sin (nπ

a
x)

8. Fourier für PDE: Mit der Randbedingung u(x, b) folgt

u(x, b) =
∞∑

n=1
An sinh (nπ

a
b) sin (nπ

b
x) = f(x)

• An sinh (nπ
a

b) ist der Fourier Koeffizient

• An = 2
a sinh (nπ

a
b)

a∫
0
f(x) sin (nπ

a
x)dx

3.7.2 Direkter Weg

1. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=1
An sinh (nπ

a
y) sin (nπ

a
x)

2. Fourier:

a) An = 2
a sinh (nπ

a
b)

a∫
0
f(x) sin (nπ

a
x)dx

3.8 Superposition für ein Dirichlet Problem

• Lösung für A: u1(x, y) =
∞∑

n=1
An sinh (nπx

a
) sin (

nπ(b−y)
a

)

An = 2

a sinh (nπb
a

)

a∫
0
f1(x) sin (nπx

a
)dx

• Lösung für B: u2(x, y) =
∞∑

n=1
Bn sinh (nπx

a
) sin (nπy

a
)

Bn = 2

a sinh (nπb
a

)

a∫
0
f2(x) sin (nπx

a
)dx

• Lösung für C: u3(x, y) =
∞∑

n=1
Cn sinh (

nπ(a−x)
b

) sin (nπy
b

)

Cn = 2
b sinh (nπa

b
)

b∫
0
g1(y) sin (nπy

a
)dy

• Lösung für D: u1(x, y) =
∞∑

n=1
Dn sinh (nπx

b
) sin (nπy

b
)

Dn = 2
b sinh (nπa

b
)

b∫
0
g2(y) sin (nπy

a
)dy

• Lösung für A + B + C + D: u = u1 + u2 + u3 + u4

3.9 Wärmegleichung für einen unendlichen Stab

ut = c2uxx
u(x, 0) = f(x)

1. Ansatz: u(x, t) = F (x)G(x)

2. Einsetzen in ut − c2uxx = 0

a) FĠ − c2F ′′G = 0 ⇒ FĠ = c2F ′′G

b) Ġ
c2G

= F ′′
F

= k, k ∈ R, k = const.

3. Separation: F ′′ = Fk und Ġ = c2Gk

4. Fallunterscheidung:

a) k = 0: u(x, t) = e−c2kt(Ae
√

−kx + Be−
√

−kx)
u wird grösser wenn t steigt ⇒ physikalisch unmöglich

b) k > 0: k := p2

Fp(x) = A(p) cos (px) + B(p) sin (px)

Gp(t) = e−c2p2t

5. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∫
0
[A(p) cos (px) + B(p) sin (px)]e−c2p2tdx

6. Randbedingungen:

a) u(x, 0) = f(x) =
∞∫
0
[A(p) cos (px) + B(p) sin (px)]

7. Fourier:

• A(p) = 1
π

+∞∫
−∞

f(v) cos (pv)dv

• B(v) = 1
π

+∞∫
−∞

f(v) sin (pv)dv

8. Endresultat:

u(x, t) = 1
2c

√
πt

+∞∫
−∞

f(v)exp
[
−
(

x−v

2c
√

t

)2]
dv

3.9.1 Mit Fourier-Transformation

1. Fourier Transformation von ut = c2uxx und R.B. u(x, 0) = f(x)

a) F(ut) = F(c2uxx)

b) F(uxx) = −ω2û

c)
F(ut(x, t)) = 1√

2π

+∞∫
−∞

ute
iωxdx = 1√

2π
d
dt

+∞∫
−∞

u(x, t)eiωx

= d
dt

F(u(x, t)) = d
dt

û

d) d
dt

û = −c2ω2û

e) û(ω, 0) = f̂(ω)

2. Neue DGL für û(ω, t) lösen

3. û(ω, t) = ... F−1(û(ω, t)) = u(x, t)

3.10 Dirichlet Problem auf einem symetrischen Gebiet
Laplacegleichung auf einer Kreisscheibe

Polarkoordinaten
{

x = r cos (θ)
y = r sin (θ)

⇐⇒
{

r =
√

x2 + y2

θ = arctan( y
x
)

∆u = uxx + uyy = 0 ,x2 + y2 < R2

u = f ,x2 + y2 = R2

In Polarkoordinaten:
urr + 1

r2
uθθ + 1

r
ur = 0, r ∈ [0, R), θ ∈ [0, 2π]

u(R, θ) = f(θ), θ ∈ [0, 2π)

3.10.1 Lösung mit Separation der Variablen

1. Ansatz: u(r, θ) = F (r)G(θ)

a) ur = rF ′(r)G(θ)

b) urr = r2F ′′(r)G(θ)

c) uθθ = F (r)G′′(θ)

2. Einsetzen in urr + 1
r2

uθθ + 1
r
ur = 0:

a) F ′′G + 1
r2

FG′′ + 1
r
F ′G = 0

b) r2F ′′+rF ′
F

= −G′′
G

= k k ∈ R, k = const.

3. Separation: r2F ′′ + rF ′ − Fk = 0 und G′′ + Gk = 0

4. Fallunterscheidung:

a) k = 0: F (x) = 0 und G(θ) = const.

b) k < 0: u(x, t) = 0 ⇒ triviale Lösung

c) k > 0:

Fn(r) = Pnrn + Qnr−n mit Qn = 0, weil Scheibe beschränkt
Gn(θ) = A∗

n cos (nθ) + B∗
n sin (nθ)

5. Zusammensetzen mit An = PnA∗
n, Bn = PnB∗

n:

un(r, θ) = FnGn = rn(An cos (nθ) + Bn sinnθ)

6. Allgemeine Lösung:

u(x, t) =
∞∑

n=0
rn(An cos (nθ) + Bn sin (nθ))

7. Randbedingung u(R, θ) = f(θ):

a) f(θ) = A0 +
∞∑

n=1
Rn(An cos (nθ) + Bn sin (nθ))

8. Fourier:

• A0 = 1
2π

2π∫
0

f(φ)dφ

• An = 1
Rnπ

2π∫
0

f(φ) cos (nφ)dφ

• Bn = 1
Rnπ

2π∫
0

f(φ) sin (nφ)dφ

9. Endresultat:

u(r, θ) = 1
2π

2π∫
0

= R2−r2

R2−2Rr cos (θ−φ)+r2
f(φ)dφ

3.10.2 Direkter Weg

1. Poisson Integral Kernel: R2−r2

R2−2Rr cos (θ−φ)+r2
(= K(r, θ, R, φ))

2. u(r, θ) = 1
2π

2π∫
0

= R2−r2

R2−2Rr cos (θ−φ)+r2
f(φ)dφ

3.11 Mean Value Principle und Maximum Principle
Harmonische Funktionen erfüllen die Poissongleichung ∆u = 0. Auch wenn
die Lösung u des Problems unbekannt ist, kann man mit dem Maximums-
prinzip wichtige Aussagen treffen.
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3.11.1 Mittelwerte - Maxima - Minima

u(x0, y0) = u(r = 0, θ)

= 1
2π

2π∫
0

K(0, θ, R = a, φ) · u(a, φ)dφ

= 1
2π

2π∫
0

u(a, φ)dφ (Mittelwert von u(a, φ))

• u ist eine harmonische Funktion auf dem Gebiet D

• (x0, y0) ist ein beliebiger Punkt auf D

• a ∈ R so dass ein Kreis mit Radius a vollständig in D

⇒ Der Funktionswert in jedem beliebigen Punkt P = Mittelwert der Funkti-
onswerte auf jedem beliebigen Kreis, wenn P der Mittelpunkt des Kreises ist
⇒ Minima und Maxima von u sind auf dem Rand ∂D oder u = const.

3.11.2 Beispiel Inhomogene Wellengleichung

Inhom.:


utt = c2uxx
u(0, t) = 3
u(π, t) = 5

u(x, 0) = x2 + x
π
(2 − π2) + 3

ut(x, 0) = 0

Bekannt:


vtt = c2vxx
v(0, t) = 0
v(π, t) = 0
v(x, 0) = f(x)
ut(x, 0) = g(x)

1. v(x, t) = u(x, t) − w(x)

a) v(0, t) = u(0, t) − w(0) = 3 − w(0) = 0 ⇒ w(0) = 3

b) v(π, t) = u(π, t) − w(π) = 5 − w(π) = 0 ⇒ w(π) = 5

c) vtt = c2vxx → utt = c2(uxx − wxx) ⇒ wxx = w′′ = 0

d) w(x) ist von der Form w(x) = Ax + B

2. w(x) = Ax + B

a) Mit den RB aus 1. ⇒ w(x) = 2
π

+ 3

b) f(x) = v(x, 0) = u(x, 0) − w(x) = x2 − πx

c) g(x) = vt(x, 0) = ut(x, 0) − wt(x) = 0

3. Aufgabenstellung neu formulieren

a) Neue Aufgabe:


vtt = c2vxx
v(0, t) = 0
v(π, t) = 0

v(x, 0) = x2 − πx
ut(x, 0) = 0

b) v(x, t) berechnen

c) u(x, t) = v(x, t) + w(x)

4 Anhang
4.1 Laplace

1. Beide Seiten der Gleichung L(...) ⇒ L(y(t)) = Y (s) etc.

2. Die erhaltene Gleichung nach Y (s) auflösen

3. Erneut auf beiden Seiten L−1(...) ⇒ L−1(Y (s)) = y(t) etc.

4.1.1 Beispiel

y(t) + 1√
2

t∫
0
y(τ) sin (

√
2(t − τ))dτ = t

1. Y (s) + 1√
2
L(

t∫
0
y(τ) sin (

√
2(t − τ))dτ) = 1

s2

a)
t∫
0
y(τ) sin (

√
2(t − τ))dτ = f ∗ g ⇒ L(f ∗ g) = L(f) · L(g)

2. Y (s) +
Y (s)

√
2√

2(s2+2)
= 1

s2
⇒ 1

s2
= Y (s)(1 + 1

s2+2
) ⇒ Y (s) = s2+2

s2(s2+3)

3. L−1(Y (s)) = L−1
(

s2+2

s2(s2+3)

)
⇒ s2+2

s2(s2+3)
= 2

3s2
+ 1

3(s2+3)

4. y(t) = 2
3
t +

sin (
√

3t)

s
√

3

4.2 Fourier
1. Ist die Funktion periodisch (2.) oder nicht (5.)?

2. Periode p und daraus L bestimmen (p = 2π = 2L ⇒ L = p
2

= π)

3. Ist die funktion gerade (even) oder ungerade (odd)?

a) Even: f(x) = f(−x) ⇒ Bn = 0

b) Odd: −f(x) = f(−x) ⇒ A0, An = 0

4. A0, An, Bn bestimmen und einsetzen

5. Das Fourier Integral aufstellen

6. Ist die funktion gerade (even) oder ungerade (odd)?

a) Even: f(x) = f(−x) ⇒ B(ω) = 0, A(ω) = 2
π

∞∫
0

f(v) cos (ωv)dv

b) Odd: −f(x) = f(−x) ⇒ A(ω) = 0, B(ω) = 2
π

∞∫
0

f(x) sin (ωv)dv

7. Existenz des Fourier Integral überprüfen

+∞∫
−∞

|f(x)|dx < ∞

4.2.1 Beispiel
f(x) = x(π − x) for x ∈ [0, π], fodd(x) is the 2π periodic extension

1. The function is periodic

2. p = 2π ⇒ L = π

3. The function is odd A0, An = 0

4. Bn = 1
L

L∫
−L

f(x) · sin (nπ
L

· x) = 2
π

π∫
0
x(π − x) sin (nx)dx = ...

fodd(x) = 4
π

∞∑
n=1

(1−(−1)n)

n3 sin (nx) = 8
π

∞∑
j=0

1
(2j+1)3

sin ((2j + 1)x)

4.3 Trigonometry
4.3.1 Sinus und Cosinus

4.3.2 Additionstheoreme und Identitäten

• sin (a ± b) = sin (a) cos (b) ± cos (a) sin (b)

• cos (a ± b) = cos (a) cos (b) ∓ sin (a) sin (b)

• tan (a ± b) =
tan (a)±tan (b)

a∓tan (a) tan (b)
, tan2 ( a

2
) =

1−cos (a)
sin (a)

=
sin (a)

1+cos (a)

• sin (a) sin (b) = 1
2
(cos (a + b) − cos (a − b))

• cos (a) cos (b) = 1
2
(cos (a + b) + cos (a − b))

• sin (2a) = 2 sin (a) cos (a)

• cos (2a) = cos2 (a) − sin2 (a) = 2 cos2 (a) − 1 = 1 − 2 sin2 (a)

• sin (3a) = 3 sin (a) − 4 sin3 a, cos (3a) = 4 cos3 (a) − 3 cos (a)

• tan (3a) =
3 tan (a)−tan3 (a)

1−3 tan2 (a)

• sin2 ( a
2
) =

1−cos (a)
2

, cos2 ( a
2
) =

1+cos (a)
2

4



4.3.3 Weiteres

• cos (x) = eix+e−ix

2
und sin (x) = eix−e−ix

2i

• sin (nπ) = 0 und cos (nπ) = (−1)n

• sin (nπ
2

) =

 1 , n = 2k + 1 (ungerade)
−1 , n = 2k + 3 (ungerade)
0 , n = 2k (bzw.n : gerade)

• sin ( 3nπ
2

) sin (nπ
2

) =

{
−1 , n gerade
0 , n ungerade

4.4 Hyperbolische Funktionen

• cosh (x) = ex+e−x

2
und sinh (x) = ex−e−x

2

• arcosh(x) = ln (x +
√

x2 − 1) und arsinh(x) = ln (x +
√

x2 + 1)

• tanh (x) =
sinh (x)
cosh (x)

= ex−e−x

ex+e−x und artanh(x) = 1
2
ln ( 1+x

1−x
)

4.5 Wichtige Integrale

•
+L∫
−L

cos (nπ
L

x) cos (mπ
L

x)dx =

 0 , n ̸= m
L ,n = m ̸= 0
2L , n = m = 0

•
+L∫
−L

sin (nπ
L

x) sin (mπ
L

x)dx =

 0 , n ̸= m
L ,n = m ̸= 0
0 , n = m = 0

•
+L∫
−L

sin (nπ
L

x) cos (mπ
L

x)dx = 0

•
∫
x cos (nx)dx =

cos (nx)+nx sin (nx)

n2 + C

•
∫
x2 cos (nx)dx =

(n2x2−2) sin (nx)+2nx cos (nx)

n3 + C

•
∫
x sin (nx)dx =

sin (nx)−nx cos (nx)

n2 + C

•
∫
x2 sin (nx)dx =

(2−n2x2) cos (nx)+2nx sin (nx)

n3 + C

•
∫ 1

1+x2 dx = arctan(x) + C

•
+L∫
−L

e−πx cos (ωx)dx = π
π2+ω2

•
+∞∫
−∞

f(x)u(t − a)dx =
+∞∫
b

f(x)

5 D’alembert with ∞
utt = uxx ⇒ c = 1

u(x, 0) = f(x) =

{
cos (x) , |x| ⩽ 2π
0 , |x| > 2π

ut(x, 0) = g(x) =

{
0 , |x| ⩽ 2π

e−x |x| > 2π

5.1 Find (0, π)

• u(x, t) = 1
2
(f(x + ct) + f(x − ct)) + 1

2c

x+ct∫
x−ct

g(τ)dτ mit c = 1

• u(0, π) = 1
2
(f(π) + f(−π)) + 1

2

π∫
−π

g(τ)dτ mit x = 0 < 2π, t = π

• u(0, π) = 1
2
(cos (π) + cos (−π)) = −1

5.2 Find lim
a→∞

u(a, a)

• lim
a→∞

u(a, a) = lim
a→∞

1
2
(f(2a) − f(0)) + 1

2
(
2π∫
0

0dτ +
∞∫
2π

e−x)

6 Special Case Wave Equation
Find the solution of following wave equation with homogeneous Neumann
conditions (= the derivative ux on the boundary is zero):

u = u(x, t) s.t.


utt = c2uxx x ∈ [0, π], t ⩾ 0
ux(0, t) = ux(π, t) = 0 t ⩾ 0
u(x, 0) = 1 + cos (4x) x ∈ [0, π]
ut(x, 0) = 3 x ∈ [0, π]

Use the method of separation of variables, showing all the steps.

1.
{

F ′′(x) = kF (x)

G̈(t) = kc2G(t)

2. Nontrivial solutions ⇒ the homogeneous Neumann conditions imply{
ux(0, t) = F ′(0)G(t) = 0 ⇒ F ′(0) = 0 t ⩾ 0
ux(π, t) = F ′(π)G(t) = 0 ⇒ F ′(π) = 0 t ⩾ 0

3. We have obtained a well-defined initial value problem for F = F (x):{
F ′′(x) = kF (x)
F ′(0) = F ′(π) = 0

4. k > 0:

• F (x) = Ae
√

kx + Be
√

kx

• F ′(x) =
√
k(Ae

√
kx − Be

√
kx)

• F ′(0) =
√
k(A − B)

• F ′(π) =
√
k(Ae

√
kπ − Be−

√
kπ)

• No nontrivial solutions!

5. k = 0:

• F (x) = Ax + B

• F ′(x) = B

• F ′(0) = B

• F ′(π) = B

• F0(x) = B

6. k < 0:

• F (x) = A cos (
√
−kx) + B sin (

√
−kx)

• F ′(x) =
√
k(−A sin (

√
−kx) + B cos (

√
−kx))

• F ′(0) =
√
−kB

• F ′(π) =
√
−k(−A sin (

√
−kπ) + B cos (

√
−kπ))

• for k = −n2 ⇒ F (x) = Bn cos (nx)

7. Solve G(t) for the values k = 0 and k = −n2

• k = 0 ⇒ G0(t) = Ct + D

• k = −n2 ⇒ Gn(t) = Cn cos (cnt) + Dn sin (cnt)

8. With superposition we get

u(x, t) = F0(x)G0(t) +
∞∑

n=1
Fn(x)Gn(t)

9. Renaming the constants we get

u(x, t) = A0t + B0 +
∞∑

n=1
(An cos (cnt) + Bn sin (cnt)) cos (nx)

10. The time derivative is

ut(x, t) = A0 +
∞∑

n=1
cn(−An sin (cnt) + Bn cos (cnt)) cos (nx)

11. Now we have to find these constants by imposing the initial conditions
u(x, 0) = 1 + cos (4x) = B0 +

∞∑
n=1

An cosnx B0 = 1, A4 = 1

ut(x, 0) = 3 = A0 +
∞∑

n=1
cnBn cos (nx) A0 = 3

12. The final solution is

u(x, t) = 3t + 1 + cos (4ct) cos (4x)

7 Laplace Equation and Maximum Principle
Consider the solution of the following Laplace problem on a disk DR centered
in the origin, of radius R > 0:

u = u(x, y) s.t =

{
∇2u = 0 inDR

u = eR

2R2 (x2 − y2) in ∂DR

Find the unique R > 0 such that the maximum of u on the disk is π:

max(x,y)∈DR
u(x, y) = π

1. Find the maximum of x2 − y2 in the region x2 + y2 = R2

2. x2 − y2 = R2(cos2 (φ) − sin2 (φ)) = R2 cos (2φ)

3. The maximum is R2 ⇒ R2 = x2 − y2

4. In umax = π ⇒ eR

2R2 R2 = π

5. eR = 2π ⇒ R = ln (2π)

8 Heat Equation via Fourier Transform
Remember that the solution of the heat equation{

ut = c2cxx x ∈ R, t ⩾ 0
u(x, 0) = f(x) x ∈ R

has Fourier transform

û(ω, t) = f̂(ω)e−c2ω2t

For some particular cases of f , this û can be recognised as the Fourier trans-
form of some function, and the original solution u = u(x, t) can be found.
Find the solution u = u(x, t) of the following:{

ut = c2uxx x ∈ R, t ⩾ 0

u(x, 0) = e
− 1

2
x2

x ∈ R

1. ê−ax2
= 1√

2a
e
−ω2

4a in this case a = 1
2

2. û(x, t) = e
−ω2

2 e−c2ω2t = e
−ω2( 1

2
+c2t) (still a gaussian)

3. For some a > 0 we want
1
2

+ c2t = 1
4a

⇒ a = 1
2+4c2t

4. u(x, t) = F−1(û(x, t)) = F−1
(
e
−ω2( 1

2
+c2t)

)
=

√
2aF−1

(
1√
2a

e
−ω2

4a

)
=

√
2ae−ax2

=
√

1
1+2c2t

e
− x2

2+4c2t

9 PDE with Fourier Transform
Find the solution u = u(x, t) of the following equation using the Fourier
transform: {

ux + ut + u = 0 x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = f(x) x ∈ R

1. Take the Fourier transform with respect to the x variable of the PDE
and the initial condition and transform them into an ODE.

2. Solve the ODE

3. Take the inverse Fourier transform of the solution of the ODE to find
the solution of the PDE

1. Transform into ODE

a) F(ux + ut + u) = F(ux) + F(ut) + F(u) = 0

b) F(ux) = iωû(ω, t), F(ut) = ∂
∂t

û(ω, t), F(u) = û(ω, t)

c) ∂
∂t

û(ω, t) = û(ω, t)(−iω − 1)

2. Solve the ODE:

a) û(ω, t) = A(ω)e−t(iω+1)

b) û(ω, 0) = f̂(ω) ⇒ A(ω) = f̂(ω)
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c) û(ω, t) = f̂(ω)e−t(iω+1) = e−tω̂e−iωt

3. Inverse Fourier Transform

a) F−1(û(ω, t)) = u(x, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

û(ω, t)eiωxdω

b) = 1√
2π

∞∫
−∞

e−tf̂(ω)eiωxe−iωtdω = 1√
2π

∞∫
−∞

e−tf̂(ω)eiω(x−t)dω

c) = 1√
2π

∞∫
−∞

(F−1(e−tf))eiω(x−t)dω = F−1(F(e−tf))(x − t)

d) = e−tf(x − t)

4. u(x, t) = e−tf(x − t)

10 Fourier Series 1
Compute the real Fourier series of the function f(x) = sin ( 5πx

L
)+cos ( 4πx

L
)+

|x| on the interval [−L,L]. Where |x| is the absolute value of x.

1. The first two terms have already the form of a Fourier series, so we don’t
need to compute their coefficients.

2. The function |x| is even ⇒ bn = 0

3. |x| = a0 +
∞∑

n=1
an cos (nπ

L
x)

4. a0 = 1
L

L∫
0

|x|dx = 1
2
L

5. an = 2
L

l∫
0
x cos (nπ

L
x)dx = 2L

n2π2 ((−1)n − 1)

6. an =

{
0 n = 2j

− 4L
n2π2 n = 2j + 1

7. f(x) = sin ( 5πx
L

) + cos ( 4πx
L

) + L
2

−
∞∑
j=0

4L
(2j+1)2π2 cos (

(2j+1)π
L

x)

11 Fourier Series 2
Solve the following integral equation using the Fourier transform

f(x) =
√

2πg(x) +
∞∫

−∞
f(x − y)g(y)dy

where

g(y) =

{
e−2y, y ⩾ 0
0, y < 0

1. Fourier on both sides and bring f̂(ω) omn one side

a) F(f(x)) = f̂(ω) and F(g(x)) = ĝ(ω)

b) F
(

∞∫
−∞

f(x − y)g(y)dy

)
= F(f ∗ g) =

√
2πf̂(ω)ĝ(ω)

c) f̂(ω) −
√
2πf̂(ω)ĝ(ω) =

√
2πĝ(ω) = f̂(ω)(1 −

√
2πĝ(ω))

2. Solve for f̂(ω)

f̂(ω) =
√

2πĝ(ω)

1−
√

2πĝ(ω)

3. Compute ĝ(ω) = 1√
2π(2+iω)

and calculate f̂(ω)

f̂(ω) =

√
2π 1√

2π(2+iω)

1−
√

2π 1√
2π(2+iω)

=
1

2+iω
2+iω−1
2+iω

= 1
1+iω

4. Compute f(x)

f(x) = 1√
2π

∞∫
−∞

f̂(ω)eiωxdω with f̂(ω) = 1
1+ω

12 Fourier Series 3
The Fourier series of the 2L-periodic extension of the function

f(x) = x x ∈ [−L,L)

is given by

f(x) = x =
∞∑

n=1
(−1)n+1 2L

πn
sin (nπ

L
x)

Compute the value of the following numerical series
∞∑

k=0

(−1)k

2k+1

1. We chose x0 = L
2

⇒ sin (nπ
2

) =

{
0 n = 2k

(−1)k n = 2k + 1

2. For the whole equation we get

x0 = L
2

=
∞∑

k=0
(−1)2k+2 2L

π(2k+1)
(−1)k = 2L

π

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1

3. Solve for
∞∑

k=0

(−1)k

2k+1
⇒ π

4

13 Heat equation with c(t)
Consider the following time-dependent version of the Heat equation on the in-
terval [0, L]. We also impose boundary conditions and we look for a solution
u = u(x, t) such that ut = (1 + t)uxx x ∈ [0, L], t ∈ [0,∞)

u(0, t) = u(L, t) = 0 t ∈ [0∞)
u(x, 0) = f(x) x ∈ [0, L]

where f is a given function. Assume that the Fourier series of the 2L periodic
odd extension of f is given by

f(x) =
∞∑

n=1

π2

(8+n)2
sin (nπ

L
x)

Find the solution u(x, t) using separation of variable.

1. Ansatz: u(x, t) = F (x)G(t)

2. Einsetzen in ut = (1 + t)uxx

a) F (x)Ġ(t) = (1 + t)F ′′(x)G(t)

b) Ġ
c2G

= F ′′
F

= k, k ∈ R, k = const

3. Separation: F ′′ = Fk und Ġ = (1 + t)Gk

4. Fallunterscheidung:

a) k = 0: u(x, t) = 0 ⇒ triviale Lösung

b) k > 0: F (x) = Ae
√

kx + Be−
√

kx ⇒ triviale Lösung

c) k < 0: Set k = −p2

F (x) = A sin (px) + B cos (px)

G(t) = Ce−p2
∫
(1+t)dt = Ce

−p2(t+ t2

2
)

5. Randbedingungen u(0, t) = u(L, t) = 0:

a) u(0, t) = F (0)G(t) = 0 ⇒ F (0) = 0 ⇒ B = 0

b) u(L, t) = F (L)G(t) = 0 ⇒ F (L) = 0 ⇒ p = nπ
L

c) G(t) = Ce
−(nπ

L
)2(t+ t2

2
)
= Gn

6. Zusammensetzen mit Bn = AC:

un(x, t) = FnGn = Bn sin (nπ
L

x)e
−(nπ

L
)2(t+ t2

2
)

7. Insert the boundary conditions:

u(x, 0) =
∞∑

n=1
Bn sin (nπ

L
x) =

∞∑
n=1

π2

(8+n)2
sin (nπ

L
x)

8. Compare the coefficient: ⇒ Bn = π2

(8+n)2

9. The solution is: u(x, t) =
∞∑

n=1

π2

((8+n)2)
sin (nπ

L
x)e

−(nπ
L

)2(t+ t2

2
)

14 MC-Questions

• Find the Laplace transfrom of f(x) =

{
k, a ⩽ t ⩽ b
0 otherwise

⇒ L{f(x)} = k
b∫
a

e−stdt = k
s
(e−sa − e−sb)

• Find the Laplace transfrom of f(x) =

 t, 0 ⩽ t ⩽ 1
t − 2 1 ⩽ t ⩽ 2
0 otherwise

⇒ L{f(x)} =
1∫
0
te−stdt +

2∫
1
(t − 2)e−stdt =

(1−e−s)2

s2

• TO BE DONE!
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