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Laplace Transformation

Definitionen
Sei f:[0,00] = R,t — f(¢):

Inverse Laplace Transformation:

f(t) =2 H(F(s))
Linearitat
Fiir a,b € R und Funktionen f, g gilt:

ZL(af(t) +bg(t)) = aZ(f(t)) + 6L (g(t))
Beispiele
Sei f(t) = 2t + €', dann ist

L) =L@ t41¢) =22 + L) = 5 +

Sei F(s) = %

gy o2 L 12y 1.
SeiF(Jz):#Jrc7 a,b,ce R
_a _ alb a/b
F(s)_bs+c_s+c/b_s—(—c/b)
— — 5 — 1 a _c
=2 ' (P =2 (—t _)=2g! ) = LBt
B=2" ) = ) =5

s-shifting (Verschiebung im Bildbereich)
Sei Z(f)(s) = F(s), dann gilt:

L f(t)) = F(s —a)
LT von Ableitungen

Sei f € O™~ ! (f ist n — 1-mal stetig diferenzierbar) und
f(n) stiickweise stetig, dann gilt:
n—1
L(FM)(s) =" Z(f)s) = Y _s" - fU(0)
§=0
fir allen > 1
Z(f) =sZ(f) = f(0)
ZL(f") =2 2(f) - sf(0) — f'(0)
s

2(f") = "2 (f) ~ 5"V f(0) — 572 (0) — .. — [ (0)

LT von Intergralen
Sei f stiickweise stetig, beschrinkt. Dann gilt:

z (/Ot f(x)dx) = F(s)- é

t-shifting, Heaviside function

1 ift
Ifa>0, u(t—a):= 1 -
0 ift<a
e—as
Ll —a) = &

u(t —a)

‘
‘u

u(t —a) —u(t —b)

‘ a b

L(f(t - ault - a)) = e~ F(s)

u(t —a) —2u(t —b) +u(t —c)

L(f@u(t —a)) =e " L(f(t +a))
Dirac’s delta function
Fiir a € [0, 00) gilt:

5(t—a) = {zo :;Z
TSt a)dt = 1
0

Beispiele
Sei f(t) = e* - cos(wt) = a = 2 (t-shifting)

s c _ s—2
P A SOl Py

Sei die DGL ¢/ —¢' +y =0, y(0)=0,%'(0) =1

L(cos(wt)) =

LW -y +y=20)=0=2\")- L)+ ZLy)
s 2(y) — sy(0) — ' (0) —(s.Z(y) — y(0)) + L(y) =0
7 i
1 4 i

Sei f(t) = t?, dann ist f(t—a) = (t—a)?, betrachte u(t—a) f(t—a)
2

oiﬂ(u(t —a)f(t— a)) =e “ZL(f) = 67'”8—3
Sei F(s) = e = e 1 %

S

V)

~—~
=2 (t3)

_ 1, 213 Le—2)® t>2
LR =2 (e 5) =40
(F) (e 654) 0 t<2

Convolution (Faltung)

(f*9)(t) = / ()g(t - 7)dr

Eigenschaften:

L fxg=gxf

2. fx(g+h)=fxg+fxh
3. fx(gxh)=(f*g)*h

4. fx0=0xf=0

5 fx1#f

6. f = f ist nicht zwingend > 0

| Z(fx9)=2(f)- Z(9)]
Ableitung der LT
Sei f stiickweise stetig und beschriankt, dann gilt:

2((1) = ~2'() =~ 2 ())

LN F(s)) = —t£(t)
Integral der LT
f(®)

Existiert ferner lim ==, so gilt:
t—0+

8% <fff)> = /:O L(f)(0)do

Losen von DGL mit LT

1. DGL finden und LT anwenden (Z(y) =Y)
= Anfangsbedingungen einsetzen
y' +ay +by=r(t)
(s?Y — sy(0) — 4/ (0)) + a(sY —y(0)) +bY = R(s)

2. Nach Y losen
(s> +as+ b)Y = R(s) + sy(0) + y'(0) + ay(0)

3. Inverse LT von .Z(y) berechnen
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Falls Anfangsbedingungen so gegeben y(a),y'(a),...:
e Stubstituieren: t = +a

o ' +ay +by=rt)=7" +ajf +bj=r(l+a)

7(0) = y(a),7'(0) =y (a), ...
e Normal 16sen = Y — g(t)

e Riicksubstituieren: =t — a; () — y(t)

Partialbruchzerlegung
1. Nullstellen des Nenners finden — n;

2. A 4 B

r—I1

+ o

T—I2

T—x;
Bz+C

= Komplexe NS z; & z; von 2 + p;x + ¢;: T

3. Briiche so erweitern, dass alles wieder auf einem Bruch-
strich Platz hat.

4. Bestimmen der Konstanten A, B, C, ... durch Koeffizien-

tenvergleich
Beispiele

= bfsin(T)(t —T7)dT

Sei t x sin(t)

= / (t-sin(r) — 7 - sin(r))dr = —t cos(r) — sin(T) + T cos(T)|(t)

= —t cos(t) — sin(t) + t cos(t) +t =t — sin(t)

Seiy' +y=6(t—7) +u(t—2m)sin(t), y(0)=1
LHS:  Z)+ZLy) =sZL(y)—1+ZL(y) = L(y)(s+1) -
RHS: =e ™+ e““ﬁ
y=27N e S i pre (s + 1;(3 o s+11))

1
= u(t —ﬂ)ef(tfﬂ') +u(t— 2#)5 (sin(t —2m) — cos(t —2m) +ei<t72")) +et

=e ' tut—m)eTe !

+ u(t — 271')%(52’71(:‘,) — cos(t) + €Te ")

Finde ¥ (%(1‘)), schreibe f(t) = sin(t)

sin(t) — lim cos(t)
t t—0 1

Priife: lim =1
t—0

Dann folgt: & (

= arctan(o) |S

[g(t)

" (n=0,1,2, ..

sin(kt)
sin?(kt)
cos(kt)

cos?(kt)

eat

In(at)
sinh(kt)
cosh(kt)

eat _ bt

a—b

aet —bet
a—b

sin(t)

t

Transformationen

)

) = ?ﬁ(sin)(a}da = /00021

<= g — arctan(s)

n!

st

_k__

s24+k2
2k>

s(s2+4k?)

S5 _

s2+k2

s2+2k>
s(s2+4k?)

1
—a

=3 (n(3) +)

s2 k2

w

e

1
(s—a)(s—b)
=D

d
1Y

te?t ﬁ
tmeat #
—t1(t) F(s)
25 () P
(—0)" £ (1) F(s)
[ E()
%f(t) ZfOF(u)du
1—e 9t Gta)
e sin(kt) (sfa)%
e cos(kt) (sfiﬁﬁ
e sinh(kt) (sfa,)%lﬂ
ecosh(kt) (s—(fz;i?a—)k?
tsin(kt) %
tcos(kt) %
tsin(t)cos(t) (stﬁ)2
tsinh(kt) %
teosh(kt) %
sin(at) - f(t) 2+ (F(s—ia) — F(s+ia))
cos(at) - £(t) 1. (F(s —ia) + F(s +ia))
sinh(at) - f(¢) 1. (F(s—a)—F(s+a))
cosh(at) - £(t) L. (F(s—a)+ F(s+a))
Ve -
e emavs
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Periode

Eine Funktion f(z) ist periodisch, wenn a) f fiir geniigend
viele € R definiert ist und b) ein p € R, p > 0 existiert, so
dass f(x) = f(x + p) definiert sind. p heisst dann Periode.

Fourier-Reihe

Damit die Fourier Reihe gegen f(x) konvergiert, muss f(z)
auf dem ganzen Intervall definiert sein und fiir jede Unste-
tigkeit x¢ im Intervall muss das Dirichlet Theorem gelten.
Konstanten ag, a,, b, € R und Periode p = 2L.

oo
= E ancos

—l—b sm(Lx)]

. L
a0 = 57 / f(z)dz
.y
. L
nm
an = 7 f(x)cos (Tx> dz
>
. L
by, = 7 f(x)sin (T:z:) dx
-L
Dirichlet Theorem
Bei Unstetigkeiten f(x~) # f(2%) konvergiert die Fourier
Reihe zu: 1
5 (f(2g) + f(zd)) = f(xo)
Beispiele

Berechnen die Fourier-Reihe der 2m-periodischen Funktion
f(z) = — x definiert auf (—m, )

2r=p=2L —L=m

1 1 z?
a0 = 5 (ﬂ—x)dxf%@r:r—?)i

an = % ](ﬂ'—m) cos (%x) dr =

™

1 /w cos(nx)dr =0
™

-

l/77003(719:)0@
™

-

[ o) cos () o = = 2eoslom

n

= f(z)=n+ Z 2 cos(nm) coi(mr) sin(nz)

n=1

-
Sei f 2-periodisch {6 ) @ O<ez<d
ey —-1l<xz<0
AN =ra)=1 ;  f-1")=f(-17)=1
f07) =0, f(07)=2=f(0)=50+2)=1

gerade (even) Funktionen

Ein Funktion f ist gerade, wenn fiir alle  im Definitions-
bereich gilt:
f(x) = f(=2)

Fourier-Reihe fiir gerade Funktion:

z) =ap+ Z [ancos (Fa)]
n=1

L
2
an Z/f cos
0

A(2) - cos(wx)dw

)dx

Zusatz: f(a-z) =1

ungerade (odd) Funktionen

Ein Funktion f ist ungerade, wenn fiir alle z im Definiti-
onsbereich gilt:

f(@) = —f(-x)

Fourier-Reihe fiir ungerade Funktion:

n=1

f(x)sin (%x) dx

2
ag = a, =0, bn:z

St~

Expansion
Sei f definiert auf dem Intervall (0, L)

copy-paste expansion
f(x+2L) = f(z) fir allez € R

o[~
N W

even expansion

f(z) = f(—=) fir alle x € R
| L !
| s £
= |

odd expansion
f(z) = —(f(—)) fiir alle z € (R)

—

Komplexe Fourier-Reihe

Sei f 2L—periodisch, dann ist die komplexe Fourier-Reihe
gegeben als:

ag=C¢o ; An==Cp+C_p ; by=ri(ch —c_p)

e +e7 = 2cos(x); e — 7 = 2sin(x)

Erginzung: e*® = cos(x) +1i - sin(z)
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Minimum square error 1 7 F (meﬂm?) (w) = iw R
—— ; 3/2
Der minimale quadratische Fehler eines trigonometrischen Blw) = T / fw)sinf{wv) d (2a)*
Polynomes N-ten Grades auf dem Intervall [—m, 7] ist: —oo F1 (et r_ -
. iwe gt
. Gerade (even) Funktion ( b)
N 3 S ilt: R —iax
E* = / fA(x)dr — (Za?) + 3 (a2 + bi)) Ist f gerade, so gilt: flwt+a)=e fw)
“n =t =— /f(v)cos(wv) dv B(w)=0 Inverse Fourier Transformation
. Die inverse Fourier Transformation von ¢ ist:
Beispiele
Erweitere 2z auf (0, 1) zu einer geraden 2-periodischen Funktion f(z) = /A(w)cos (wz) dw 1
—1 _ iwt
und finde die Fourier-Reihe. Sei f, := {22: z€(0.1) 0 F9)(t) = /on g(w)e™ duw
—2z ze€(-1,0) Ungerade (odd) Funktion .
. Es gilt:
1 Ist f ungerade, so gilt: oo FYUF()=f
2
bp=0 ; ap= /2$d$ =1 Aw)=0 ; B(w) = f/f(v)sin(wv) dv Beispiele
T
0 00 0 Sei f(z) = e ” x€(0,1)
A ; - x) = /B w)sin(wz) dw 0 sonst
an = 2/2xc08(n7r:c)d:c =4 (mism(mr:r)) - / sin(mnz) dx /(@) (@)sin(wz)
J ™ o nm 0 1 oo 1 /
. . S — 7iwzd — —r _ —iwx
\ sin(mn) +4COS(7Tm;) 4008(7”) 1 ( -1 ;o'urler Tr'ansformatlon ' . . ' fw) Wors /_oo f(z)e 3 Wor /e e
= g, 252 2ol 22 ei Funktion f absolut integrabel, dann ist die Fourier 0
— Transformation von f: 1
=0 1 o0 1 —(+iw)e g 1 e Gtz b o=(+iw)
R o e S ~op f=7 w:—/fte’i“’tdt - Qﬁ/e YT oA tiw) |, 1tiw
flz) = l—l—; 2 @h=1) 5cos((2k—1)7x) (n=2k-1) (/) (w) N (t) ) 0
B Eigenschaften: -
. 142 —-1<z<0
Absolut integrabel 1. Flaf+ Bg) = aF(f) + BF(g) Sei @)= 41—z 0<w<l
Eine Funktion f ist absolut integrabel, wenn gilt: 9. Sei f stetig anf ganz R und ) Er_noo Fl@) = 0= xlgrolo sowie | 0 sonst
7 /! absolut integrabel, so gilt: f(z) ist gerade, also B(w) =0
[ 1r@ldo < - s .
F(f') =iwF(f) ;/f cos( f;/lfvcoswv v
. 0 0
Gosuerginteeral 3. Sei f, g stiickweise stetig sowie beschrankt und absolut
Sei f stiickweise stetig in jedem endlichen Interval, absolut integrabel, so ist: 2 (1 - v)sin(wv) 2 : sin(wv) 9 1
integrabel und mit Links- und Rechtsableitungen an jeder = o T / dv = ﬁCOS(WU)
Unstetigkeit. Dann ist sein Fourier-Integral: F(f+g)=V2rnF(f) Flg) o ’
2
7 = ﬁ(l — cos(w))
/ Jeos(wzx) + B(w)sin(wz)) dw -
0
0 F(uy) = &ﬂ(w,t) flx) = / WZQ (1 — cos(w))cos(wzx)dw
[ee] 0
1 2 _ 42
T / f(v)cos(wv) dv F (tPue) = £°F (us)
i Fla-y(@))(w) =iF (Y (2))(w)
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Eine partielle DGL (PDE) ist eine Gleichung, in welcher eine
Funktion u sowie einige partielle Ableitung von u involviert
sind.

e Linear: Sie sind linear, falls « und die partielle Ableitung
mit Grad 1 erscheinen.

e Homogen: Sie sind homogen, wenn sie linear ist und
wenn jeder Term u oder eine partielle Ableitung enthélt.

e Ordung: Die Ordnung einer PDE ist die maximale Ord-
nung aller involvierten Ableitung.

Wichtige PDEs
e Eindimensionale Wellengleichung:

Pu 5 0u

o2~ o2
(linear, 2.0rdnung, homogen, hyperbolisch)
e Eindimensionale Wirmegleichung:

ou_ 0%
ot ¢ Oz

(linear, 2.0rdnung, homogen, parabolisch)
e Zweidimensionale Laplacegleichung:

Fu P
0x? = oy?
(linear, 2.0rdnung, homogen, elliptisch)

e Zweidimensionale Poissongleichung:

0%u 0%
o) + 673/2 = f(z,y)

(linear, 2.0rdnung, inhomogen, elliptisch)

e Zweidimensionale Wellengleichung:

2
Ou _ 2 (0% 0%
o2 Ox2 Oy?

(linear, 2.0rdnung, homogen, hyperbolisch)

e Zweidimensionale Warmegleichung

ou 2 (82 52
o= (5 5)

(linear, 2.0rdnung, homogen, parabolisch)

e Dreidimensionale Laplacegleichung

Pu o oy _
0x2 Oy 022

(linear, 2.0rdnung, homogen, elliptisch)

Lineare PDE 2.0rdnung
Eine lineare PDE 2.0rdnung kann man in die Form

Atgg + 2Bugy + Cuyy = F(2,y, U, Uy, Uy)
Eine lineare PDE 2.0rdnung heisst
e hyperbolisch, falls AC — B? <0
e parabolisch, falls AC — B? =0

e elliptisch, falls AC — B? >0
Beispiele
Sei u(z,y) = wsin(z + 2y), zeige: u 165t u + Uge = Tuy,
uy = sin(z + 2y) + xcos(x + 2y)
Ugz = cos(x + 2y) + cos(z + 2y) — xsin(z + 2y)
Uy = 2xcos(x + 2y)

L 2xcos(x +2y) _ uy

= U+ Upe = 2c08(x +2Yy) = —————=£ =
T

Eindimensionale Wellengleichung
Fiir eine eindimensionale Wellengleichung der Form
Ut = g, und den Randbedingungen, z € [0, L]
u(0,t) =u(L,t) =0
u(z,0) = f(x)
ut(x’ 0) = g(.’l?)

finden wir eine allgemeine Losung:

u(x,t) = Z (Bncos(Ant) + Bpsin(Ant)) sm(%x) (1)

n=1

cnm
L

An =
flx) = ni_o:ansm(nLﬂx)

g(x) = Z B;"L/\nsm(nL—ﬂ-x)
n=1

L
B, = g/]"(a:)sm(%m)dac

0

h

L
2 nT
B = (2T
" T /g(m)sm( T x)dx
0

Vorgehen 1
e Berechne )\, mit

e Bestimme B,, mit
wenn das nicht funktioniert, benutze

e Bestimme B} mit
wenn das nicht funktioniert, benutze @

e Setze alle in ein

Vorgehen 2: Separation der Variabeln
Separation der Variablen

u(z,t) = F(x)G(t)

uy = FG; Upe = F'G  — FG = AF'G
i_iﬂ_k. F'=kF
G- TF " \G—ao

Randbedingungen finden:
u(0,t) = F(0)G(t) =0V¢t>0=F(0)=0

w(L,t) = F(L)G(t) =0Vt >0= F(L)=0

= u(x,t) = F(z)G(t)
Lose mit
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Allgemeine Losung:

F'z) G _
Flz) — G(t)
AreVFe 4 Aye=Vhe k>0
F(x) = { Ajcos(y/|k|z) + Assin(y/|klz) k<0
Ajx + Ay k=
BieVF 4 Byem Vit k<0
G(t) = 4 Bycos(\/[k[t) + Basin(\/|k[t) k>0
Byt + By k=0
Beispiele

Lose fir L = Ut = Mgy

u(0,t) =u(L,t) =0

u(z,0) = sin(x)

ue(z,0) =0
c:2undmit:)\n:2n
Mit (B) finden wir nichts, also mit

B, = %/sin(w)sin(nx) = % /(cos((l —n)x) — cos((1 +n)x))dx
0 0

=0, furn>2
0

% (sin(gl_—nn)x) B sin(§1++nn)x))

Mit (3) folgt

=B =1

Z Bpsin (—m) = Bisin(z)

Aus sehen wir direkt, dass B, =0

f(x) = sin(

= u(z,t) = Bicos(Ant)sin (%x) = cos(2t)sin(x)

Finde eine Losung u(xz,t) der PDF %ux + u; = 0. Mit dem
Ansatz u(z, t) = F(x)G(t) folgt

%F/(x)G(t) + F()G(t) = 0

Pl GO B
Va,t: 2F(:E) = —Wt) = konst = \
1 dF dF
2F(z) dz A= = 2Mde
= F(a}) = 62/\9501 G(t) — 026—/\15
u(z,t) = F(z)G(t) = e Che M = 02—

Eindimensionale Wellengleichung - D’Alembert

Sei uy = c®uy, mit Nebenbedingung u(x,0) = f(x) und
ut(xvo) = g(I), T e (_ OO), t>0.
Die Alembert-Losung ist gegeben als
1 1 x+ct
u(e.t) = 5(fa+et) + @) + 5 [ gls)ds
x—ct

Normalform
Mit geeigneter Substitutionen kann eine PDE zweiter Ord-
nung in Normalform gebracht werden, d.h.:

Uy = F (0, W, Uy Ugyy Uny) , hyperbolisch
Uy = F (0, W, Uy Uy, Uy , parabolisch
Upy F Uy = F (0, 0, Uy Uy, Uy ) , elliptisch

Vorgehen
Gegeben PDE zweiter Ordnung in {z,y}

e Bestimme A,B,C und die zwei Losungen der charakte-
ristischen Gleichung A(y')? — 2By’ +C =0

e Fasse ¢y = g—g als Steigung auf, integriere entsprechend
und 16se fiir die neue Integrationskonstanten C7, Cy

e Substituiere v = C1, w = Csy und schreibe F' sowie die
Ableitungen der urspriinglichen Gleichung in v und w

e Setze alles in die PDE ein und erhalte die Normalform

e Integriere entsprechend und substituiere zuriick, um die
allgemeine Losung zu erhalten

hyperbolisch: v = p(z,y) w = P(x,y)
parablisch: v=uz w = Y(z,y)
elliptisch: v = %[tp(a},y) + Y(z,y)] w = %[‘P(L y) — Y(z,y)]

Beispiele
Sel Ut = Uge mit u(z,0) = z%“ und u¢(x,0) = —1
Die D’Alembertsche Losung ist mit ¢ = 1 dann

T+t

1 1 1 1
t) == = —1)d
u(x,t) 5 ((m_’_t)Q_’_l-l- (at—t)2—|—1>+2 /( )ds
z—t
T2\ (40241 (x—1)2+1
Bringe ugq +2ugy = —4€? in Normalform und gib die allgemeine
Losung an
A=B=1, C=0— charakteristische Gleichung (3')°—2y =0

Loésungen der char. Gleichung: y; = 0 und y5 = 2

Falll:y =0—dy=0dz=y=C
Fall2:y =2 dy=2dr=>y=20+Cy = Co =y —2x

v=Cir=yund w=Cy=y—2x

Vorbereitung: v, = 0; vy = 1; we = —2; wy =1
du  dudv n du dw n 9
Uy = 77 = 7 7~ T 7 T UV T U Wy = —2Uw
dr dvdr dwdx
Ugx = _QUwUUm - 2uwwwm - 4uww
Ugy = _QUUM:Uy - Qwawy = —2Uwv — Yww

F = —4e¥ = —4¢€"

Uww + 2(—2Uwy — 2Upw) = —4e” = Uy = e’ (Normalform)
(v, w) // Uodwdv = //e dwdv = /[w e’ + ¢(v)]dv
=w-e" +(v) + Y(w)

= u(z,y) = (y — 22)e’ + p(y) + ¥(y — 22)
| —

min. 2x stetig diff’bar

Wairmeleitungsgleichung (Heat equation)

Vorgehen 1:

Sei uy = c*uy, mit Randbediungungen u(0,t) = u(L,t) = 0
und u(z,0) = f(x) auf z € [0, L]. Via Fourier-Reihe erhal-
ten wir die Losung:

= nmw 2
= E B, sin(—x)e !
L
n=1
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)dx

L
2
B, =7 / f(x)sin(
0
= Manchmal kann man B, auch iiber Koeffizientenver-
gleich bestimmen!

Vorgehen 2:
Sei u; = c®uy, mit Randbedingungen u,(0,t) =
0 und u(z,0) = f(x) nur auf z € (0, L)

e Nimm den Ansatz u(z,t) = F(x)G(t), separiere F' und
G, bestimme die Konditionen der Randbedingungen (der
ODE fiir F und G) durch Betrachten von u,.

ug(L,t) =

e Lose die ODEs fiir F' und G, setze sie zu u,, zusammen

e Verwende Superposition und schreibe

o0
= Z Up(2,1)
n=0

e Benutze weitere Randbedingungen und vergleiche Koef-
fizienten in v mit denjenigen der Fourier-Reihe der 2L-
periodischen geraden Fortsetzung von f

Allgemeine Losung

oo
Z ancos(nx)e
n=0

Zeitunabhangige n-dim Warmeleitungsgleichung

Die zeitunabhéingige n-dimensionale Warmeleitungsgleichung
w; = c2Au = c?V2u kann auf die n-dimensionale Laplace-
Gleichung Au = 0 reduziert werden. Fiir n = 2,
Randbedingungen «(0,y) = u(a,y) = u(z, ) = 0 und
u(z,b) = f(x) mit (z,y) € [0,a][0,d] prechen wir vom
Dirichlet-Problem.

Dessen Losung mit Separation und Superposition ist:

—c?n?t

u(z,y) = Z Ansin(%x)sinh(%y)

n=1

2 i . nT
= ey S () /f(:z:)sm(;x)dm
0

= Manchmal kann man A, auch iiber Koeffizientenver-
gleich bestimmen!

Beispiele
Sei uy = uze auf z € [0,27] mit uy(0,t) = wux(mt) =
0, u(z,0)=zaufO0<z<m

" = \F, G =)\G

Mit v = F' - G erhalten wir , ,
F'(0)=F'(n)=0

e Fiir A > 0 ist die allgemeine Lésung F'(z) = AeV>® 4 Be=VAx
Randbedingungen ergeben: A = B = 0 — uninteressant

e Fiir A = 0 erhalten wird F(z) = 0 — uninteressant

e Fiir A < 0 ist die allg. Losung F(z) = Acos(px) + Bsin(pz)
wobei p = v/—=M\.
Mit F’(0) = —Apsin(0) + Bpcos(0) = 0 finden wir B = 0 und
mit F'(7) = —Apsin(pr) =0=p=p, =n
Unterdessen G = —p>G und somit G(t) = C - e
5 G(t) = Cp - e 0t

—pzt

- e_pn
2

o uy(z,t) = F,-Gn = Ancos(pn)Gnefp%t =: Dycos(nz)e """
und u =Y up
n=0
e Weiter gilt u(z,0) = Y. Dpcos(nz) = z. Koeffizienten der

n=0
2m-periodischen Funktion:

n=2m

2 /a:cos(mc)dx = %((—1)”_1) _ {0_4

0

T4 = 1 —om
> u(@t) =5 = 23 Grpyeos((@m £ Daje

Wirmeleitungsgleichung eines unendlichen Gebietes

Sei uy = c*uy, mit u(x,0) = f(z) auf einem unendlichen
Gebiet (z € R, ¢t > 0). Dann ist die Losung:
Vorgehen mit Fourier-Integral

/ p)cos(px) + B(p )sin(px))e_c2p2tdp
0

Aw) = [ s)costos
BG) =+ [ f)sin(p)ds

Bemerkung: Achte auf gerade/ungerade Funktionen

Vorgehen mit Fourier-Transformation
Sei uy = ugy mit F(ug,) = —w?F(u) = —w?i und
Fluy) = %]—" (u) = 4y kénnen wir die Gleichung transfor-
mieren:

i = —2wra
dann diese ODE fiir 4 16sen, die transformierte Anfangsbe-
dingung einsetzen und u = F () bestimmen.
Bemerkung: F ist immer in Bezug auf z.

Beispiele
2 0<z<
Sel Uy = Uze mit u(z,0) = r=7
0 sonst

™

1 . ™
A(p) = 7/2008(])1))(1’[) = 2 sin(pv) = —sin(pm)
™ A p 0 P
0
1 2 — 2
— /25m pv)d —cos(pv) |” = —(1 — cos(mp)
™ p 0 P

0

= ) = 2 / sin(pm)cos(px) + (1 — cos(pm)sin(px) e_thdp
0

3

p

’132
V2e T

—4w?t

a(w, 0)6_4W2t, nun

Sei uy = 4uz, und u(z,0) = f(x) =
Gy = —4w?4 und die allg. Losung: & = C - e

Mlt der Anfangbbedmgung folgt u =

i(w,0) = f = -t , somit ist u = e~ (144 it der For-
mel
/ e—(ak2+bk+c)dk _ ﬁe%—c
a
folgt dann
1 g2
w=F'(a) = eiti6t
2(1 + 4t)
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Dirichlet auf dem Kreis

Fiir die Laplace-Gleichung Au = 0 auf der geschlossenen
Kreisscheibe D mit Radius R und einer Randbedingung...

u(R,0) = f(0) auf 9D finden wir die Losung

= Ay + Z r"(Ancos(nf) + Bpsin(nd))

n=1

u(r, 0)

Wir bestimmen A, und B, mit Koeflizientenvergleich

oder sonst mit:
1
e / F(€)de

1 ™
A, = o /f(f)cos(n{)df
§)sin(ng)dg
ur(R,0) = f(0) auf 0D gilt die Losung
u(r,0) = Ao + Z r"(Ancos(nb) + Bysin(nb))
n=1
mit

A= i [ H(©eostnie

1 T

und Ag ist eine nicht ndher bestimmbare Konstante.
Bemerkung;:

o Koordinatentransformation

x = rcos(6) q r=y/a?+y?
un
y = rsin(f)

0 = arctan (%)
e Die Laplace-Gleichung

Uy + Uyy =0

wird zu

1 1
Upy + — Uoo + -u, =0
T T

Beispiele

Sei D = {(x,y) € R? | 2 +y*> < 1}. Finde die Lésung der
Laplacegleichung mit u(z, y) = 222 + y auf dem Rand (0D)
u(z,y) = 22° +y = 2r’cos*(0) + rsin(f) = 2c0s” (0) 4 sin(6)

= (cos(0) + 1)sin(0)
u(1,0) = f(0) =1+ cos(0) + sin(0)
= Z (Ancos(nb) + Bpsin(nb))
n=0
— Ap =1, By =1, Ay =1 alle andern A,,,B,, =0

u(r,0) = 1 + rsin(d) + r*cos(26)

Finde die Losung der Laplacegleichung auf dem Kreis D
mit R = 2 und u,(2,0) = cos(30) auf 0D. Es gilt u(r,0) =

Ao+ > r"(Ancos(nb) + By sin(nd)), also:
n=1

ur(r,0) = Z "Y(A,cos(nb) + Bpsin(nd))

oo

Z '(Ancos(n) + Bnsin(nb)) = cos(36)

— B, =0, n =3 = cos(30) = 3-2%1A3c05(30) = A3 =
1—12, A, sonst =0

L —7r3cos(36)

u(r,0) = Ao+ 75

Ao +

Ap ist nicht bestimmbar

Poisson-Integral-Form

Sei Au = 0 und u(R,8) = f(6) auf dem Kreis mit Radius R.
Dann ist die Losung mittels Poisson-Integral-Form gegeben
als:

or | K0 R ) ()

R? — 2

K =
(r,0, R, ) R? — 2rRcos(0 — @) + 12

K(r,0, R, p) ist der Poisson-Integral-Kern.

Harmonische Funktionen
Eine Funktion, die die Laplace-Gleichungs Au = 0 auf D
erfiillt, heisst harmonisch auf D.

Maximumsprinzip: Nimmt auf dem D die harmonische
Funktion u ihr Maximum im Innern von D an, so ist sie
konstant.

Somit geniigt es, fiir eine harmonische Funktion auf D ihr
Maximum nur auf dem Rand 0D zu suchen.

Ist w harmonisch auf der Kreissscheibe mit Radius R, so
gilt der Mittelwertsatz insbesondere in folgender Form:

27
£(0,0) = ﬁ/f(R,e)de
0

Beispiele
Sei u(1,0) = f(0) = cos(30) auf dem Rand der abgeschlosse-
nen Einheitskreisscheibe. Finde den Funktionswert von w im Ur-
sprung, ohne die Losung u explizit zu berechen:
Es gilt K(0,60, R, ¢) = 1. Poisson-Formel:

u(0,0) =u(0,0) = 5 [ K(0.6.1,9)1(p)dy

™ D

-

™

— / cos(3p)dyp = 6—sm(3g0) =0

-

Finde das Maximum von f(z,y) = x + y auf der Einheits-
kreisscheibe.

f(r,0) = r(cos(f) + sin(f)) — harmonisch, Suche auf Rand:

F(1,0) = cos(0) + sin(0)
Ort des Maximums: 2 f(1,0) = cos(6) — sin(

1, %), respektive (%,

s}

)=0—=0=7%

Das Maximum ist bei ( ) und der Funk-

tionswert ist \/5 .

S
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Umwandlungen
Gegeben: n € IN

sin(mn) =0 ;

cos(En) = (T) (-1)2 = {(_1)j7 n=2j
o (14 (=) otz 0, n=2j
sm(an) = (T) (=1 - {(_1)j, n=2j+1

sin («) sin (n) = 3 (cos (1 — ) 2) — cos (n +1)))
cos (z) cos (nz) = % (cos ((n + 1) &) + cos (n — 1) z)
sin ((n +1) g) — +cos (”—2”)
cos <(n 1) g) — Fsin (%ﬂ)
cos(w)? — sin(x)? = cos(2a)
cos*(2) = 5 + eos(22)

(—1)" + (=1)™" = "™ 4+ e = 3c0s(rn)
(=)™ = (=1)7" = & — e” " = 2isin(mn)
82

D2

%

822

even - odd

even - even = odd - odd = even

even - odd = odd

L L
/even = Z/even
-L 0

L
/ odd =0
L

Jede Funktion ist aufteilbar in even & odd Teil:

F = feven + foda = (f<r>+2f<fz> + f(w)fo(fz))

Vorgeldste Integrale

/sinZ(nx)dx = / [—%cos@nm) + %} dx

1 1 1
=-3 /cos(2nz)dz + / §dz = —Esin@nw) + g

sin(kx)sin(nx)dx = lcos(lc:t: —nz) — lcos(lc:r: + nz)| dz
2 2
1 |:szn(k:t: — nx) _ sin(kz + nm)]

5 k—n k+n

/cos2(nx)dx = / [%cos@nw) + %} dz

N | =

an

1 1 .
/cos(2nz)dz + / Edz = —sin(2nz) +

x
2

/tanz(nx)dx = / [3602(na:) - 1] dx

sin(nz) 1
= —z = —tan(nz) — x
n cos(nx) n

/cos(kx)cos(nx)dx = / [%cos(kw —nz) + %cos(kz + na;)] dx

1 [sin(kz — nx)
T2 k—mn

sin(kz + nx)
k+n

/x sin(nx) = —%cos(nm) + % /cos(nx)dac

sin(nz) — nz cos(nx)

1
= —Ecos(nz) + —sin(nz) =
n n?

n2

/cos(kx)cos2(nx)dx = / % [cos(2nx) + 1] cos(kx)dx

- %/ [cos(k:m)cos(Qna;)da:+/cos(k:w)} da

1 1 1 1

=3 / 5cos(km — 2nz) + Ecos(km + 2nz)| dz + 5 /cos(km)da:
_ 1 [sin(z(k + 2n))

! k+2n

sin(z(k — 2n))
k —2n

1
] + ﬁsin(kw)

/x cos(nx) = %szn(nz) - % /sin(nw)dz

nz sin(nz) + cos(nz)

T 1
= —sin(nx) + — cos(nz) =
n n

n2

/x sin® (nx)dx = / g [—cos(2nzx) + 1] dx

1 1
= - /J;dw - = /z cos(2nz)dx
2 2

z2 1 T 1
= — — — | —sin(2nz) — / —sin(2nx)
4 2 | 2n 2n
2
1
= % - ﬁsin(?nz) - wcos(?nz)

/sin(kx)sinz(nx)dx = / % [1 = cos(2nz)] sin(kz)dz

_ L [—/sin(km)cos@nx)dm+/sin(km)dw}

2
1 1 . 1 . 1 .
=3 / [5szn(km — 2nz) + iszn(kx + 2nw):| dz + 5 / sin(kz)dz
1 [cos(kx 4+ 2nz)  cos(kx — 2nz) 1
=—- — —cos(kx)
4 k+2n k —2n 2k

/x cos?(nx)dx = / g [cos(2nzx) + 1] dz

—1 d 1/ (2nz)d
—2/:&£+2 x cos(2nz)dx

2

4 2n
_ z? r 1
=T + Rszn(Qnm) + @003(27&)

T 1 [z 1
= 4+ = |:—s7,n(2nx) — / —51n(2nm)dm:|
2 2n

/sin(kx)cos2(nx)dx = / % [cos(2nx) + 1] sin(kz)dx

1 . .
=3 / [sin(kz)cos(2nz) + sin(kz)] dz

1 1 1 1

== / [7sin(ka: —2nz) + —sin(kx + 2nw):| de + = / sin(kz)dz
2 2 2 2

_ —1 [cos(z(k + 2n))

T4 k+2n

cos(z(k — 2n))
k—2n

] - icos(km)

/sin(kx)cos(nx) = % /[sin(ac(k —n)) + sin(z(k + n))] dz

= % [/ sin(zk — zn)dz + / sin(zk + nz)d:v:|

1 [cos(zk —=xn)  cos(zk + zn)
T2 k—n k+n

)

% [1 — cos(2nx)] cos(kxz)dx

/ cos(kx)sin? (nx)dx =

1
=3 / [—cos(kz)cos(2nz) + cos(kx)] dz

1 1 1 1

== / [7cos(ka: —2nz) + —cos(kx + 2nw):| de + = /cos(ka:)d:v
2 2 2 2

_ —1 [sin(z(k + 2n))

T4 k+2n

sin(z(k — 2n))
k—2n

1
:| + %sin(kz)
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Allegmein Integral

L 0 firn#m
/cos(n ) 03(?)(13}2 L firn=m
-L 2L firn=m=0

L
. /nTx ., mnx _JO0 firn#m
/SW(T) - sin( T Ydx = {L fitr 1= m % 0

L
L
/ sm(%) . cos(w)dac =0Vnm
-L
Nach Integral:
27 2m
sin(nx) . = 0 ; cos(nx) . = 0
2m 2
zsin(nx) .= 0 ; xcos(nx) . = 2r #0
Ableitungen
1 1
1 ! = 1 _—=
(log, |a])" = (logg €) — = ——
(a®®) = (clna)a®™
r_ _ 2
(tanz)' = P 1+ tan“x
1
(arcsinz) = ——
V1—a?
1
(arccosz) = ———=
V1—2?
1
(arctanz) = 522
Integraltafel
Integrale (/- -, etc...)
(ax + b)" 1
b)"dox = ———F— -1
Jta+vyar = CEEE )
1 1
/ dx = —In|az + b|
ar +b a
b n+2 b b n+1
[atar+vyas = ST MO

10 Benno Kaeslin, Linard Furck, Sandro Christen, Nartus Fuchs, Andre Jauch
1 1
/x n(x)dx = 5 - 2?(In(z) — 5)

ar+b ar bp—a
/ dr = — + p2q1n|pa:+q|
pT +4q p p

1
/7a2+x2dx =

1 1 a+x
/az—xde_%1n|a—x|

Integrale (sin(ax), cos(az), tan(ax))

x
— t —
~arc an(a)

sin(2ax)

. x
/sm(ax) dox = 5T 1
/x -sin(ax)dz = sin(a

z) - cos(az)

[ V)

a a
2gp = T 4 S0(207)
/Cos(am) do = 2 + 4a
/96 - cos(ax)dr = 008(2 x)  x-sin(ax)
a a
2
/Sin(az) -cos(ax)dr = _Coséiam)
a

e.’IJ

/sin(x) cefdr = ?(sin(x) — cos(z))
/cos(x) cefdx = %(Sin(x) + cos(z))

/x2~sin(ax)dx = —[—a®z? cos(ax)+2-cos(ax)+2azx sin(azx)]

2,..2

x®-cos(ax)dx = —[a“z” sin(ax) —2-sin(ax)+2ax cos(ax)]

et
1

/tan(ax)dx = ——-In| cos(ax) |
a

/arcsin(ac)d:n =z -arcsin(z) + V1 — 22

/arccos(a:)da: =z -arccos(x) — V1 — a2
1 2
arctan(z)dz = x - arctan(z) — 3 In(1 + z*)

Integrale (e®* und In(z))

—1
/x-e"’”’dm: (aa; ) - e

a2

/eiﬂda:: 2m fﬁrj::O
0 firj#0

Integrale Fota

[ Lsde = tinjaz +b| + C

ax+b
ax? s+l
[(azP+b)*xP~ dx = %—ka s#—-1,a#0, p#£0
[(az? +b)~taP~ dr = Llnlaz? + 0|+ C, a#0, p#0
J ety = a2 — adzbeipler + d| + C
[ sz da = Larctan (£) +C

[ srkonde = dinl 58] + €
[ Va® ¥ a2de = £vaZ + 22 + Sin(a + Va2 + 2%) + C
f\/mdx—f\/ﬁ—l—
[ Ve = a2de = £v/a? —a® — Sin|z + Va? — a2 + C
| 7 de = In(z + Ve +2%) + C

[ 7=dz = In|z + Va2 —a?| + C

arcsml I +C

fmdx—arcsm‘ ‘—i-C

[ errdr = Ee’“ +C

[a*de = i —ak" + C

in(a)

[ e*sin(ax + b)dx = (k sin(axz + b) — a cos(ax + b)) + C

2+k2

[ e cos(azx + b)dx = a;'”% (k cos(ax +b) + a sin(ax + b)) + C

[in|z|dz = z(In|z| — 1) + C

[ loga|z|dz = x(loga|x| — logae) + C

k

kalnxdx:ijll (lnx k+1)+C’ k# -1

[z tnzde=4(Inx)>+C
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[ tan x dz = —In|cos z| + C

[ sin*z dz = 3(x — sinx cos x) + C

N

[ cos*z dx = §(z + sin x cos x) + C

N

[tan?z dz =tanx —x +C

[ Sidx = ln|tcm%| +C

sin T

[ da:zln|tan(%—|—§)’—|—0

cos T

[ 2-dx = In|sin z| + C

tan x

[ sin"z dz = —Lsin" "'z cos x+ 2L [ sin" 2z dx, n>2

n n

[ cos"x dx = Lgin x cos™ lx + ”Tfl [ cos" 2z dx, n>2

farcsin T dr = x arcsin x + m—f— C
farccos zdr=1xarccost — V1 —x22+C
[arctan x dz = x arctan x — in(1+ 2%) + C
[ sinh x dz = cosh x + C

[ cosh x dz = sinh x + C

[ tanh x dz = In cosh x + C

[ arsinh x dx = x arsinh x — Vaz+14+C
[arcosh x dx = x arcosh x — V/a%? =1+ C
[artanh x dz = artanh x + $In(1 — 2?) + C

oo

[t tde =5, a>0
J sin(2?)dz = OfCOS(wz)dl” =3V3

— |
e rdr = 51, a>0

—ax? 1
e dxzi\/i, a>0

a

Trigonometrische Identitdten

72:1+tan2a
COS“ v

1 2
TZl—i—COt (0%
SI- o«

sin(90° £ a) = cosa
sin(180° £ o) = Fsina
cos(90° £ ) = Fsina
cos(180° £ a) = —cosa
sin(« + ) = sin cos 8 + cos asin 8

cos(a+ ) = cosacos f F sin asin 8

tan a & tan 8

tan(o+ ) = ———
an(a % f) 1 F tanatan g

sin(2«) = 2sin « cos «

cos(2a) = cos’> a —sin®a = 2cos’a — 1 =1 — 2sin «

2tan «
tan(2a) = Fp—

sin(3a) = 3sina — 4sin® a

cos(3a) = 4cos® a — 3cosa

3t — tan?®
tan(Sa) _ an « an” «

1—3tan’«
gin2 & 1—cosa
2 2
o2 & — 1+ cosa
2 2
fan2 & — 1—cosa

2 l+4cosa

a 1-—cosa sin v
tan — = - =
2 sin o 1+ cosa
+
sina:l:sin5:2sina 5cosa:Fﬁ
2 2
cosa+cosﬁ=2cosa+ﬁcosa;5
COSO&*COSﬂZ*QSiHa Bsinagﬁ
. . 1
sinasin 8 = §(cos(a — B) —cos(a+ f3))
1
cosacos f = i(cos(oz —B) 4 cos(a+ B))
. 1 . .
sinacos 8 = i(sm(a — B) +sin(a+ 3))

Euler-Beziehungen

1 . .
sin(x) = ?(e”c —e )
i

1 . ,

cos(zx) = i(e” +e ')
T — e~

,L'(ei:c + efiac)

T

tan(z) =

1
sinh(z) = i(em —e %)
1 _
cosh(z) = i(el +e™ )
e — 77

tanh(x) = e

sinh(0) =0, cosh(0) =1

= {1fiir k=0,42,--- —1  fiir k==41,43,---

e = cos(x) 4 i - sin(x)



Analysis ITI — 27. September 2016

12 Benno Kaeslin, Linard Furck, Sandro Christen, Nartus Fuchs, Andre Jauch

Logarithmen

Iny|-C =y

—Injr|=In}r

In(1) =log(1l) =0

Geometrie

4
Kugelvolumen V = §7r7"3

Kugeloberfliiche A = 4772

Periodizitat
eV7 ist nicht periodisch.
\@iw

e ist periodisch.

Partialbruchzerlegung - Erganzung

PBZ bei doppelter Nullstelle

52 As+ B C

=
(s24+1)(s—1) S2+1+8—1

oder

s—5 N A L B
(s—2)2  s—2 (s—2)2

Dann Koeffizientenvergleich

Komplexe Zahlen

Normalform: z=x+ 1y
Polarform: z =r(cos(p) + i sin(p)) = cis(p)
r= A
¢ = arccos (£) = arcsin (%) = tan (£)
Exponntialform: 2 =17 et

et ¥ = cos(p) + i sin(y)

Operationen

Normalform
21+ 2o (w1 +x2) +i(y1 + y2)
2122 (172 — y1y2) + i(z1y2 + T2y1)

-1 _1 T s Y
=z Zhy? T R
z1 T1T2+Y1Y2 4 g Z2U1—=T1ys
2 z3+y3 z3+y3
Polarform
2129 T1T2€Z(<Pl+§92)
Sl 1 r—le—iv

z

z1 ﬂei(W1—W2)

z2 T2
Zn7 nez rietne (DE MOIVRE)
Betrige
r=|z| >0 |z| = Va2 + y?

_ 2| _ 1zl

2wl =z [w] 5] =15

|2+ w| < [2] + [w]

z=a+bi=re'®

Ton eF

w ) Lo

Zweidimensionale Wellengleichung
Gegeben:

Utt = € (Ung + Uyy)
(x,y) €10,a] x [0,0], t>0
u(0,x,t) = u(a,y,t) = u(x,0,t) = u(x,b,t) =0
u(z,y,0) = f(z,y), w(z,y,0)=g(zy)

Allgemeine Lésung:

u(x,y,t) = i [Amncos()\mnt)sin (%x) sin (%y)—l—

m,n=1

Brunsin(Amnt))sin (%x) sin ("T”y) ]

a b
Apn = % //f(a?,y) sin (?l‘) sin (n—;y) dydz
0 0

Z BriAkisin (ﬂm) sin (;Ty) =g(z,y)
a

k=1

a b

B = abfmn //g(x,y) sin (?m) sin (%y) dydzx
0

0
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Fota S.97-99

Trigonometrie

0o |z T V.3 V3
o = A A A A i .| T |0-Stellen
0° | 300 | 45° | 60° | 90° | 180
: 1 \/5/ 3/
sina| O A 9 ‘/_2 | 0 |27 k-m
2
cosa 1 ‘EA \/_4 % 0 -1 |27 |—+k-7
tana| 0O ‘/_% 1 B - 0 7 k-7
cota| — [ B 1 ‘/_% o | - |~ %+k'ﬂ'
cos(x) = (" +e7®)  cosh(z) = 1(e +e7%)
sin(z) = 5 (™ —e™™)  sinh(z) = 3(e* — e ")

e?® = cos(2x) +isin(2x) e % = cos(2x) — isin(2x)

_ 2cos(x)
sec(x) ~ cos(2z)+1
Koordinatentransformation
kartesisch zylindrisch sphérisch
z
2 s X
r=\}x +y“+z
- . / 7. 2
E RENETR T P
4 & ) Y 19=arctani
il )8 @ =arctan— e
y
o a2 y/=amtan!—
17 x
x
z
~< s, Y
N | 2 2
xX=pcos®p | == S %"’ r=dp +z
Y=L I8 6 =arctan?
Z=Z " z
; y v=e¢
pcosd
x  peine
EaAN .
x=rsinfcosy p=rsiné 4
y=rsinfsiny =y S Nd T
z=rcos@ z=rcosé@ () ¥
v/
x \

Zylinderkoordinaten

dx = cosp - dp — psing -dp  dy = sing - dp + pcosy - dp
dA=p-dp-dy dV =p-dp-dy-dz
Sphirischekoordinaten

dA =72 -s5in@-dy-dd dV =r%-sinf-di-db-dr
0<O<7m 0<vyv<2rm

Ellipsenkoordinaten

x=a-rcos(p) y="b-rsing z=0

dA = abr dr dp

Ableitungsregeln Fota S.63-65
Produktregel

(f() - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - ¢'(x)

Quotientenregel
f(z) f'(x) g(x)—f(z)-g'(x)
(g = =@

Verallgemeinerte Kettenregel

FI(t) = fa(x(t),y(8)) - () + fy (2(t), y(1)) - y(t)

Integralregeln Fota S.70-72

Integral mit Fkt. als Grenze
S fw) - du = f(g(2)) - g'(a)
Partielle Integration

Ju vde=u-v— [u-v'de [u-vdr=u-v— [u-vdx

Substitutionsregel
S Fu(@) (@) - do = [10) f(2) - d
Vektoranalysis Fota S.102-105

Skalarprodukt

,wobel z=u(x)

a by
@ b= as | - | b2 | =a1-by+as-by+asz-bs
as bs
Vektorprodukt
ay b1 a2-b3—a3'b2
c‘ixl?: a2 X b2 = a3-bl—a1~b3
as b3 a-by—az-by

Differentialoperatoren
grad(f) = (3L (x,y,2), L (2,y,2), 5L (2,9, 2))

div() = (G (.. 2) + 5 (@, 2) + 52(29,2))
= o) o) e) e) 2] 9
rol() = (G = G5, 5 — 5 5~ 5

Partialbruchzerlegung

A) einfache Nullstelle: = f‘w
0)

B) doppelte Nullstelle: 24— + —2-
C) komplexe Nullstelle:

Ax+B
(z.B.:z?+1)

_ A B c
=@t e T D

Beispiel :

z
3+ —z—1

_ A(z+1)-(z—1)+B-(z+1)* (= 1)+C-(z+1)?
- (z+1)2-(z+1)-(z—1)

—A—-B+C=0
—B+3C=1
A+B+3C=0
B+C=0

=A=1p=—1c=1

Tipp: (1 +2%) = (1 +2)(1 —z + 2?)

Asymptoten Fota S.66

A) limg 00 % = % oder 22 = Bernoulli-L Hopital

B) A(x)=max+b — m= limm_,oo(@)
— b =limy o0 (f(2) — mz)
C) Allgemein: lim,_,o(f(z) — A(z)) =0
1.Hochste Nennerordnung kiirzen, lim, o, bilden
= a; = ... —konstante Terme fallen weg!
2.Gefundenen Term von Ursprungsfkt. abziehen
— Zidhler wird um eine Ordnung kleiner
3.lim,_, , bilden, Nennerordnung kiirzen
= a2 = ...
4Ax)=a—1+as+ ..

Bernoulli-L’Hopital Fota S.61

Falls lim,_, o % — 9 oder lim, o % _—
— beide Fkt. miissen gegen 0 oder oo gehen!
/
lim —f( ) I(:v)
T—>00 g(x) z—00 ¢ (1;)

Folgen Fota S.38-41 + S.51-54

Satz: Ist eine Folge monoton wachsend und beschrénkt, so
ist sie konvergent

Konvergente Folge: besitzt einen Grenzwert.

Eine Folge ohne Grenzwert ist divergent.

Konkav: f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —1)f(y)

Konvex: f(tx 4+ (1 —t)y) > tf(z) + (1 —t)f(y)

t € [0, 1], strikt wenn < durch < ersetzt wird.
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Grenzwerte Fota S.61-62
A) Wurzel: erweitern nach 3. Binom. Formel

B) Betriige: links- und rechtss. Grenzw. separieren

C) e” >> z* >> \/r >> In(z)

. BLA1L
limg 0 5753

A) Hochste Potenz kiirzen
= niedrigere Potenz gegen 0

B) Gehen Zihler und Nenner gegen oo oder 0
= Regel von Bernoulli-L'Hopital (evtl. menrtach)

C) Partialbruchzerlegung

: (z=20) . blal
limy 00 (x—z0) bla2

— Nenner-Nst. ausklammern
iy, = 701 +
D) I durch y substituieren — lim, ,oc = limy_,o
= Bernoulli-L’Hopital anwendbar
F) Sandwichsatz: Folgen a,,, b,, ¢,
mit a, <b, <c,

limg oo @ = limy ooy, =1 — limy_yoo by, =1

Wichtige Grenzwerte

1imz—>0 %(w) =1 lim, —0 cos(z)=1 _ 0

z =
lim, 0 arctan(z) _ 1 lim lfcis(z) — 1
li arcsgicn(x) -1 z—0 ; z2 )
Mg 0 —7 — 0 lim, o %@C) -1
hmx—m = —22223;3 =3 hmz—)j:% tar;(z) - Too
limg 0 = sin(z) a hmz_mo(l + %)z EX:
hmz—>oo n S’LTL(%) = hmx—>oo(]- + g)n — e®
lim, o ¢ ln(a) lim, o 2% - lnq’(x) =0
ltn, o ) — 1 limng o0 2262 = 0
hma:—>oo \/_ =1 hmac—>oo e:E—b = 400
limy o0 ¢/ = 1 N
hmw—)oo ;—m =0

Ableitungen Fota S.63-65

Ableitung der Umkehrfunktion (Inverse)

_ -1 _ 1
g=1"(x) =9 = 75an
Ableitung von Kurve in Parameterdarstellung
y =14 . y! = L=y
T ) i3

Ableitung in Polarkoordinaten
— Aus z(t) und y(¢) wird r(¢)

z(p) =7(9) - cos(¢)
g _ H)sin()+r(d)cos(d)
Y =% = #(@)cos(d)—r(d)sin(4)

y(¢) = r(¢) - sin(¢)

Partielle Ableitungen

Richtunsableitung

— #dnderungsgrad der Fkt. in geg. Richtung 7
Dr = % . g’/‘ald(f(l‘,y, Z))

Definition: D, , f(0,0) = lim,_,o f(ha, hv)

£(0,0)

Satz von Schwarz

Wenn f,, und f,, stetig, dann gilt fu, = fyz

Satz vom Maximum
Bereich A abgeschlossen und beschrankt, f stetig auf A
= J mind. eine Max/Minstelle (zo,y0) € A

Hesse-Matrix

2f  9f
( ng fﬁ?ﬁy positiv def = lok. Min,
0z 0y oy?

negativ def = lok. Max, nicht def = Sattelpkt.
Laplace Operator

Af = fwaa + {yy + ffz
Af = fpp + ;fp =+ p_2f<p<p =+ fzz
Af = frr+ 2fr + 52 fo0 + 75c0t(0) fo + oammay fow

Integrale Fota S.70-74

Hauptsatz der Integralrechnung

& Jo f()dt = f(2)

Leibnizsche Regel

Bedingung: f(z,t) stetig im Intervall

A J2 pl,tydt = fo, (0()) (@)
v(z)

Sty (fz)(w ,t)dt

& SO F()dt =

Uneigentliche Integrale

fx uz)) -/ (2) +

f(g(z)) - ¢'(x) = Nur im Spezial fall

A) Uneigentliches Integral 1. Ordnung:
—Integral bis co
[ f(@)de =limeyo0 [ f(z)da

B) Uneigentliches Integral 2. Ordnung:
—>Polstellen oder Definitionsliicken

fo L —=dx = lim, 0 fal \/Lgdx

Ansitze fiir Integrale

A) Substitution

B) Partielle Integration

C) Partialbruchzerlegung

D) Probieren mit Hilfe von Ableitung
)
)

E C,(‘;)) dz = In(f(x)) + C

F) Wurzelintegrale:
1) Quadratisch Erginzen, s.d. k(1 — u?) oder k(u® £ 1)
2) Sub: vu? +1 = u = sinh(t); Vu?—1= u= cosh(t)

1—u? = u=sin(t)

Substitutionen

Integral Subst Bemerkungen
flaz +b) t=ax+0b
flg(@))g (x) g(z) =t J f(t)dt
f(z,vax +b) = tQG’b t>0
f(x,va? — z?) z = asin(t) va? — x? = acos(t)
f(x,va? + z?) z = asinh(t) va? + x? = acosh(t)
flx,vVx? — a?) z = acosh(t) Va2 — a? = asinh(t)
f(sin(z),cos(x))  t=tan(Z) sin(z) = 135
cos(x) = L‘_i
dr = fﬁtt?
; . : 7_
f(e®, sinh,cosh) t=c¢e sinh(z) = t22t1
cosh(z) = St

% I S e O O

b T2 1l | | 2] S
sin = 2 0 0 0 0
sin® = i 3 & =13 &
sin® 85v2 12 14 tg |0 |0 |0
cos % 1 0 0 V2 2 0
cos” = i 3 & Hr| 2 &
cos® 6—\5/5 % 0 0 3% % 0
sin - cos 1 1 0 0 0 0 0
sin? - cos 6—12 % 0 0 3% % 0
sin - cos® 4_15/5 % % 0 0 0 0
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Wichtige Integrale
[ £ a4y = n|f(z)| + C

f(w)
J (@) fe)dz = 3(f*(z)) + C
ax+b)"t1
f(a:c+b) dz = ((niiierC
+b n+2 b b n+1
Jz(az +b)"dz = (a(i+2))a2 — (‘(J:L”L))az C
_ 1 b
f (axib)" dr = T (n—2)a2(az+b)n—2 + (n—1)a2(az+b)n—1 +C
(az40)*+3  2b(az+t)t? | b2 (axtb)n
fm ar +b)"dx = szL+3)a3 - ((:112)(13 (C:cﬂ)aB
[ mdm = %ln|:v +a|l+C
[ simpde = >=Injaz® + b + C
fixz —dr = ln\m+a| +C
f md:c = Larctan(Z)+C
_ 1
f (xzfaQ)" dx = 72(n71)(a2+z2)"*1 + c
x _ 1
/ (aLzZ)n dr = sr—yr—ye=t +C

[ 1215 dx =
f \/ﬁ dz = arcsin(z) + C

[ \/:jd:v = arccos(z) + C

[ +2zdz = artanh(z) = log(\/m) +C|z] <1
=log(z + V22 +1)+C

loglx + Va2 —1)+C,1 <2

2+y2 +C

[ \/xlzﬁda: = arsinh(z)
f \/:Td:c = arcosh(z) =
[ SmQ(x)dx = —cot(z) + C
[ sin®(z)dx = & (cos(3x) — 9cos(z)) + C

[ sm4( dz = 45 (12z — 8sin(2x) + sin(4z)) + C
[ cos®(z)dz = 5 (9sin(z) + sin(3z)) + C
[ cos*(z)dz = 25 (122 + 8sin(2z) + sin(4z)) + C

[ sin2 (2z)dx =
cos? (2z)dzx = sin(z)cos(z) + C
fsm(ac)c

[ sin®(z)cos(

—1cos(2z) +C

\QJ m\m

z)dr = —3cos’z + C

z)dz = Lsin®(z) + C

fsm(a:)cos (z)dx = —%cos®(z) + C
[ sin®(x) sin(4z)) + C

cos®(z)dz = 25 (4w —
[ sin™(az) - cos(azr)dr = % +C
cos" 1 (ax)
(n+1)a c

@ + In(cos(z)) + C

[ sin(az) - cos™ (az)dx = —

[ tan®(z)dz =

Fota S.72 - 74 + S. 65

+C

[ tan*(z)dz = x + Ltan(z)(sec’(z) —4) + C
[ cot(z)dz = log(sin(z)) + C

[ coth(z)dz = log(sinh(z)) + C

f cos(ax) do =

sin™ (ax)

1
T (n—D)a-sin™—1(ax) +C

z—In(a+e®
f elera de = (a : +C
f ezl_ad-r — ln(eza—a)—x +C
[ 2+xd:c =lin(z)—In(z+1)+C
2a7‘ctan(m
f 1 de — \/dac—b2 +C
ax2+bz+c \/m

fﬂf'@azdl‘f(ax_l)' az+O

f1’2 . eaacdx (a x 72az+2) eaac

fﬁdw: L~ lnptg-e|+C

[ igemdr = o - lnlp+q- e

fer- sm(bm)dw = m[a -sin(bx) + b - cos(bx)] + C
[ €™ - cos(bx)dz = %[a -cos(bx) + b - sin(bx)] + C

fx~ez2dx:%-ez2+0
[ Unen™ o )™

x+1
o)
f oo 1+z2 de=m

Satz von Stokes

A= [[rot(d) -7t dO — (7t normiert!!)(zB. : dO = dz - dy)

Differentialoperatoren

grad(f) =V f(z,y,2) = (5£(x,y,2), $(2,v,2), §L(x,y,2))
div(0) = (52 (z,y,2) + G2 (2,9, 2) + 52 (2,9, 2))

896 U1 8?,,-113—82-1}2
rot(v) = By | X | v2 0 -v1 — Oy - V3

8z U3 8x~112—8y-’l)1

Zusammensetzungen von Differentialoperatoren

div(grad(f)) = foa + fyy + f22 = Af — vLaplace-Operator
rot(grad(f)) = (0, 0,0)
div(rot(v)) =

(
div(f - rot(v) = grad(f) rot(¥)
rot(rot(v) = grad(div(v)) — (Avy, Ave, Avs)
div = 0 = Quellfrei, rot = 0 = Wirbelfrei.
div = rot = 0 = Harmonisch

Differentialgleichungen Fota S.81-82

lineare homogene DGL 1.0rdnung
Form: F(z,y,y,y", .. ,y )

simpel: ¢/ (z) = f(z) —
separiebar: y'(z) =

= [ f(z)dx] + C
i —>fh )dy = [[ f(z)dz] +C
y' = p(x) -y (immer separlerbar).
1. Substitution g’ = g—g
2. Separieren — % ~dy = p(x) - dx
3. Integrieren — [ %dy = [/ p(z)dx] + C
— Achtung Riicksubstitution!
Sub : u(z) = ax + by(z) + ¢

Substitutionen:

A) (@) = f(az + by(z) + 0)
=u'(z)=a+b- f(u)

B) y'(@) = f(1): Sub:u(e)=*

—y=u(z)
=y'(z) = u(z) + = - u'(z)
C) y'(z) = (y(z) + f(x))*:  Sub:u(x) =y(x)+ f(z)
=y'(z) =/ (z) — f'(2);y(2) = u(z) — f(z)

Tipp: DGL-Form: v’ -y + u - y" = (uy)’ — Integral
lineare inhomogene DGL 1.0Ordnung
y' =p@)-y+q(x)
1. Losen der homogenen DGL wie oben
=y =y +ay=0
2. Finde partikuldre Losung mit:
A) Ansatz von Tabelle — 3.1
B) Ansatz von Lagrange — 4.1
3.1 Ansatz ableiten — 3/
3.2 y und %’ in Anfangsgleichung einsetzen
3.3 Konstanten bestimmen — 5.
5. y = yn + yp — Randbedingungen

Storfunktion Ansatz fiir yp
Konstante Yo =A

lin. Fkt. Yo =Ax+B

quadr. Fkt. Yp = Ax? +Bx+C

Polynom n-Grades Vp = A +Bx+ Cx?* + ... + Zx"

Asin(wzx) yp = Csin(wx) + Dcos(wx)

Bceos(wx)

Csin(wz) + Dcos(wx)

A yp = C-eP* oder falls b= —a
yp = Cx - P

Ansatz von Lagrange

4.1 Homogene Losung finden: y(z) = C - ...

4.2 Konstante C als verénderliche Fkt.:
C=C(z) = ylx)=C(z) - ...
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4.3 Ableiten: y'(z) = C'(x) - ...  — Produktregel!
4.4 Einsetzen in die inhomogene DGL
4.5 Losen nach C(z) — meist partielle Integration

4.6. Losung fiir C(z) in Losung von yp, einsetzen — 5.

Exakte DGL

Beschreiben Niveaulinien einer Funktion

O(z,y) + ¥(z,y) -y =0

Bedingung:

e (x,y) =V, (x,y)V(x,y) € Def. Bereich

e Def. Bereich muss einfach zusammenh. sein. Losen:
J ez, y)dz + aly) = [ V(z,y)dy + B(z) = u(z,y)

— a(y) und B(z) durch Koeff.vergl. finden

u(z,y) + C = 0 — nach y lésen = y;,

Bernoulli DGL

y' () +g(z) y(x) = h(z) y"

1. Substitution: v = y' ™"

2.=>u =(01-n)y "

3. Ansatz in DGL einsetzen, nach v’ auflésen
4. yp, 16sen — Riicksubstitution

Homogene DGL 2.0rdnung
y"+a~y’—|—b~y:0
1. Setze y = e**
2.2 XN +ad+b=0 —
3. Lose das char. Polynom:
A # X =y = CreM® + C2e™ (M, X2 € R)
B)M =X =c=y=Cre” 4 Crze®™ (c € R)
C)A1,2 = d £ iw — komplex konjugiert
=y = e (Cysin(wz) + Cacos(wz))
=y = ¥ (Cre™?® 4 Coe™™7)
4. Falls kein Storterm vorhanden ist — Randbedingungen

char. Polynom

Inhomogene DGL 2.0rdnung

y//+(1,~y/+bvy:
1. Losen der homogenen DGL wie oben
2. Finde partikuldre Losung mit:
A) Ansatz von Tabelle — 3.1
B) Ansatz von Lagrange — 4.1
3.1 Ansatz ableiten — 3, 3"
3.2 ¥,y und y” in Anfangsgleichung einsetzen
3.3 Konstanten bestimmen — 5.
5. ¥y = yn + yp — Randbedingungen

Storfunktion

Ansatz fiir yp

Polynom n-Grades

b#0 ¥Yp = Qn(x)
$£05=0 yp=xQu(x)
a=0;b=0 yp=x?Qn(x)

c ist keine Lsg. yp = Ae®
c ist einfache Lsg. yp = Axe®™

c ist doppelte Lsg. yp, = Ax%e™

Asin(wx) iw ist keine Lsg. des char. Poly.:
Bceos(wz) yp = Csin(wx) + Dcos(wx)
lin-Komb. iw ist eine Lsg. des char. Poly.:

¥p = x(Csin(wx) + Dcos(wx))
;%2 yp = A - Inx|

Summe von Storfkt.

Yp =¥p1 +¥yp2+ ...

Produkt von Storfkt.

Yp = ¥Ypl " Yp2 - -
— ! Funktioniert nicht immer !

Ansatz von Lagrange fiir DGL 2.0Ordnung

4.1 Homogene Losung finden: y(z) = C - ...

4.2 Konstante C7, Cy als verinderliche Fkt.:
C = C1($), Coy = CQ(.T)

4.3 DGL = y(z) = C1(x)u(z) + Ca(z)v(z)

4.4 Wir treffen folgende Annahme:

Cilu+Chv =0
Ciu' + Chv' =
4.5y = Cru' + Cy'

Yy’ = Cu + Cru” + Cyv' + Cov”

4.6 Lose fiir Cf und CY :

r . _g(z)w
Cl — uwv—uv’

! g(z)-u
02 - wv—uv’

4.7 C; und Co durch Integration finden (Integrationskon-

stante weglassen) — 5.

DGL n-ter Ordnung

Yy + ano1y" T+t ey + agy = g(x)
1. Kommen nur Ableitungen von y vor?
1.1 Substituiere 3’ mit v = Grad der DGL =n — 1

2. Setze y = "

3. Finde charakteristisches Polynom fiir y,:
AN+ ap N4+ +aAt+a=0
A) Alle Lsg. sind reell und Ay # Ao + ...

=y = C1eM?; yy

— Aoz,
—026 2T

= y(x) =y +yo + ... = C1eM® + Coe2® 4 ..

B) A = « ist eine r-fache Lsg. des char. Poly.:
/\1:>\2:...=>\T:Oz
=y = e ya =we; sy =3 e

r—1_ ax

= y(x) = (C1 + Coz + C32? + ... + Cra" 1)e™®
C) A1 2 = a L iw eine einfach konj. komplexe Lsg.:
= y1 = e sin(wz); y2 = e cos(wr)
= y(z) = e*(Crsin(wz) + Cacos(wx))
D) r-fache konj. komplexe Lsg.:
= Ersetze Konstanten C und Cy durch
Cy(z) und Cy(z) vom Grad r
= y(z) = e (C1(z)sin(wz) + Ca2(x)cos(wx))
4. Finde partikulire Losung mit Tabelle (# Lagrange)
4.1 Ansatz ableiten — 3/, ¢, ..., y™
4.2y ,y", ...,y in Anfangsgleichung einsetzen
4.3 Konstanten bestimmen
5. y = yn + yp — Randbedingungen

Tipp: Char. Poly.: A> + A+ A3+ A2+ A +1=0
—mit (A — 1) multiplizieren
= ergibt zusdtz. Nullst. fir A =1 — De Moivre

(Fota S.18)

Storfunktion Ansatz fiir y,

Polynom n-Grades yp = A +Bx+ Cx* + ...

m - e’ c ist keine Lsg. yp = Ae®
c ist einfache Lsg. yp = Axe®™
c ist r-fache Lsg. yp = Ax"e®™
Asin(wx) iw ist keine Lsg. des char. Poly.:
Beos(wz) y¥p = Csin(wx) + Dcos(wx)
lin-Komb. iw ist eine Lsg. des char. Poly.:

¥p = x(Csin(wx) + Dcos(wx))

Summe von Storfkt. Yp = Yp1 +¥Yp2 + ...

Produkt von Storfkt. Yp = Ypl " Yp2 - -

— ! Funktioniert nicht immer !

Eulersche DGL n-ter Ordnung
apy™ + L=lyn=l Gyl S0y = )
1. Setze y = x®
2. Finde das Indexpolynom:
o tas(a—2)(a—1a+aa(a—1)+aa+ay=0
3. Finde Nullstellen des Indexpolynoms
4.1 Ist « eine k-fache reelle Nullstelle:
ry = 2% 29 — In(x) - 2%, ..., 15 — (In(z))F~1. 2
4.2 Ist a = a +ib,& = a — ib, b # 0 ein Paar konj.
kompl. k-facher Nullstellen:
z1 — z%os(b - Inx) i x2 — x%sin(b - Inx)

x3 — (Inz)z“cos(b - Inx) ;x4 — (Inx)zsin(b - Inx)

zr_1 — (Inx)**z%cos(b - Inx); x1, — (Inz)**z%sin(b - Inz)
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S5.yp(x) =A-x1+B-axs+ ...+ 7z,

DGL Systeme
f1, f2, .-, fn von x unabhéngig = autonom
DGL System: (t) = fi(w,y)

P a0 = fa(ey)

— f2(zy)
fi(z,y)

.T(t) = aul’(t) + algy(t) + b1 _ far a2
. — A=
y(t) = a21x(t) + a22y(t) + b2
> 7o ()
=:2=A-Z+0b, 2=
(y(t)>
e Stérterm b= 0 — System homogen

e Ordnung: Summe der Ordnungen des Systemes
e DGL abhingig voneinander — gekoppelt, sonst entkoppelt

Phasenportrait: y' = ¥

Losen iiber char. Polynom:
1. Bestimme Eigenwerte (A — AI) =0

A) M1 # X2 (reel) = x(t) = Crett! 4 Che?!

B) A1 = )Xo = A(reel) = z(t) = (C1 + Cat)e™M

C) M2 = a+ib= z(t) = e*(Cisin(bt) + Cacos(bt))
2. Wenn b # 0 = finde allg. Lésung von z(t)
3. f2 in f1 einsetzen = y(t)...

— gut fiir homogene DGL

Losen iiber Entkoppelung des Systems: —gut fir inhom. DGL
1. Bestimme Eigenwerte: (A — AI) =0
2. Bestimme Eigenvektoren — ist A halbeinfach? v = av)
A)A ist halbeinfach (= diagonalisierbar) — 3.1
B)A ist nicht halbeinfach — 4.1
3.T'AT =D
3.1 Hat A doppelte Eigenwerte? Ja = 4.1
322=Tz—y =T7 -2 =T 'AT2z - 2 = Dz
3.3 Lose 2’ =Dz — 2 =..
34y=Tz
4.: A nicht diagonalisierbar und/oder EW doppelt

41 |:x(t)—a'x+b-y

T— az_>y_ T—at

—y= -

yt)=c-x+d-y
4.2 Einsetzen: 3'/ =c-z+d(E22)
1 +d d b, _
4.3 = E.’E e T+ =Dy = O
4.4 DGL auﬂosen und allg Loésung in System einsetzen
und auflésen

Gleichgewichtspunkte

Dort wo ac(t) = 0 — keine dnderung in x und y
y(t) 0

Durchlaufsinn:

Richtung, welche sich mit steigendem ¢ die Kurve bewegt:

> 0 — immer ~ (positive Steigung)
9 < 0 — immer \\ (negative Steigung)
Nicht lineare Systeme miissen linearisiert werden!
Fiir Durchlaufsinn:
Falls £ < 0 und ¢ > 0 — Intuition oder einfach probieren

Potenzreihen Fota S.79

oo o an(z — o)™ — Entwicklungspkt. zo; Koeff. an
Konvergenzradius: » = limy o0 |a o | = ZZO:O an(z — z0)"
Vz mit |z — zo| < r — konv., Yz mit |v — xo| > r — div.
Finde Taylorrelhe
f(z) = f(zo) + r (1“)(3: —:L‘o) +..4+ L (IO)(x—wo)”

Integral? = 1.Ableitung: - [* f(t)dt = f(x)
Finde erste k Koeffizienten der Potenzrelhenentw.

A) Terme héher als " streichen

B) Integral: = Terme hher x"~* streichen

C) Quadrat? Ausrechnen, zu hohe Terme streichen
Finde komplette Potenzreihenentw. um xp = a

A) Taylorentwicklung: Ableiten, einsetzen,...

B) Funktion in bekannte Reihe umformen

C) Ableitung/Integral als Reihe darstellbar?

D) Partialbruchzerlegung

E) Funktion als Summe/Produkt bekannter Reihen

Funktion = Y >° janz" — Koef.-Vergleich
F) Funktion ungerade? — ao, az, a4,.... =0
G) Bruch? = Nenner auf linke Seite, Koeff.-Vergl.

Bsp: In(z) = Y22, ax(z — 1)* bei 2o = 1
1. Ersetze x durch xo, schreibe Summe aus
In(zo) = ao + a1(xo — 1)1 + az(zo — 1%+ ..
2. Setze x¢ ein, finde ag
0=ay-140+...40=0a90=0
3. Leite beide Seiten ab
% :a1-1+a2'2(m071)+a3-3(x071)2+...
4. Setze x¢ ein , finde a1
T=a+0+.=>a=1
5. Leite weiter ab, finde mehrere a,,
ap=0; a1 =1; a2 = —%; as = %,
6. Finde Bildungsschema der a,,
ar =000 >
— Achtun;z Telllosung nicht vergessen: an = 0
Potenzreihenentwicklung
Alle Reihen um —1 < z < 1 oder f|a| <z <lal
Geometrlsche Reihe: 1% => 0 2" =14z +a®+ad+ ..
1+ac =3 (= 1)" "=1—g4+az? -2+ ..
=30 W =1+a+ a2t + 2%+ .
H% =32 (D" =1—2 + 2% — 2% + ..

(@) =t ittt )

Integrale/Ableitungen der geom. Reihe:

ﬁ =32 J(n+1)z™ =1+2x+ 32> +42° + 52" + ...
G = D (1) Dt = % S 4 e
In(l—a2)=-2 2 = (242 +ﬁ+...)
In(l+z)= [/ 1+tdt fo(ni)ln —x—%—i—??...
To® = Ym0 3% : (1 +n)(2+n)) =1+ 3z + 622 +102° + ...
ﬁ =2 nmo 233 (=

D"(14n)(2+4n)=1-3z+ 62> F ...
Binomische Reihe:
T = S (D) (e e =1 - 20+ 327 — 42 & .
1
oo 5 n 2 3 4
Vitz= n=0 (;)m :1+%$_§$ +Tlﬁl’ —%x +

—r=1—520— 532" — 5550 — 55g% —
Vi-z=1-3 217"~ 3a5% — 3iesT
Weitere Reihen(z € R):

n 2 3
e =300 A = 1 4 (ca) + - 4 2 4

n!

. n g2ntl 23 5

sin(x) = > 00 (—1) G =T H HEH T
2n 2 4

cos(x) = Efzo(—l)”—én)! =1-5+%5F-

_ 2t 2 23 4, 25 ¢
= 57T — [ —l—am F...

)
cos*(z) =1 — ix2 + %m‘l - %—?mﬁ +...

o0 1Y ant1 % 1.3, 1.5
n=0 @nt+1)1 T TR -

>
cosh(z) =32, ﬁx% =1+ L2’ + ' + G2+ ...
n—1
nz) =02, C - =(z—1) - Lz -1 +..
—-0<ax<2
Vereinfachungen:
1o 1 _1_ 1 _1 z—1\q(z—1\2
w12 = 5eoD — s eon = s (5F)1F) )
L 4 14 1

(z—3)2 = dex xz—3 ~ dz
In(z) =In(z+1-1)

z—1

3=
=in(l+(z-1))
e =e-e

B n 1-2:3-...-(2n—3)-(2n—1
Jo? cos(x )*rde = 746 - (2n22()-2n L.

T . n 1.2:3-...-(2n—3)-(2n—1
f02 sin(z)*"dx = 2»4-6~4(.4-(2n22()-2n L.
(a —b5) (a—b)( +a36+azb2+ab3+b4)
d®+a'+aP+a’+a+l=(a+1(a"+a*+1)=(a+1)(a®
a+1)(a*—a+1)

[SERNIE]

Fota S.18-19

Potenzieren (Nur in Trig./Exp.-Form sinnvoll)

Komplexe Zahlen

2" =r-cis(e)” =r" - cis(n - @)
‘Wurzel ziehegrl%

1r
Yz= - Tm T = T cis(2t2hmy;

k=1{0,1,...,n — 1} — bilden ein regelmissiges n-Eck
Natiirlicher Logarithmus

In(z) ist unendlich vieldeutig

Hauptwert: In(z) = In(r) + i

Allgemein: In(z) = In(r) + i(¢ + 2km)k € Z
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Graphen Transformation 3D-Parameter( ) cosh(a) — cosh(b) = 23inh(aT+b)3inh(agb)
x x(to to ___ sinh(akb)
® z ® F <y> ( (to)> +r gmd< to)) ’;mh(ga)kf tanh(b) = R @ cosh®)
o o > =(to) rodukte
Lf(z) =2° P e - - sinh(a)sinh(b) = - [cosh(a + b) — cosh(a — b)]
2.f(x) = —a® f t \\ g - (y) = ( ) cosh(a)cosh(b) = % - [cosh(a + b) + cosh(a — b))
(Smickelung an v Achse) z f(@0,y0) sinh(a)cosh(b) = 3 - [sinh(a + b) + sinh(a — b)]
L ® 20 @ . e = (fz(x0,%0), fy(%o,yo0), — tanh(a)tanh(b) = %
?\'}is(i?eb:ng j_'AZShse) " } Fehlerfunktion: ¢(z) = f(x) — [f ($0) (z — x0) + f(z0)] sin(az)sin(bz) = [cos((a —b)x) — cos((a + b)x)]
(@) = (14 2)° PO Approximationen fiir kleine Werte von (:c) <<1 cos(ax)cos(bx) = 1[005((a —b)z) + cos((a+ b)z)]
Jx) = z o ; i _
4f(@) = (1 +a)° / ; T (4t x4 i 1 —(ta)'~l-a sin(az)cos(br) = 3[sin((a + b)z) + sin((a — b)z)]
s S T L 14 )_% o1 1 Potenzen
?th(oc) = zl; ) i =t FETa? sinh®(a) = % - (cosh(2a) — 1)
o s - sinh®(a) = % - (sinh(3a) — 3sinh(a))
6.f(z) = 0.5(z>) Additionstheoreme . sinh*(a) = % - (cosh(4a) — 4cosh(2a) + 3)
(Stauchung y-Achse) Allgemeines cosh®(a) = - (cosh(2a) + 1)
7.f(z) = (22)° cos(—x) = cos(x); cos(x £ §) = Fsin(x) coshi(a) % - (cosh(3a) + 3cosh(a))
(Stauchung x-Achse) cos(a) = sin(% £a); tan(a) £ tan(b) = c::&()if:()b) cosh™(a) = g - (cosh(4a) + 4cosh(2a) + 3)
8.f(x) = (0.5z)* cos(a) — sin(a) = V2 - sin(T — a) = v2 - cos(% +a) Formel von Moivre
(Dehnung x-Achse) Cot (cosh(a) & sinh(a))™ = cosh(na) + sinh(na), n > 2
‘ ; 1+ cot?(z) = %); cot(a £ b) = % Inverse der Trigonometrischen Funktionen
_ _ _ cot?(a)—1 cos(arcsin(z)) = V1 —x2  sin(arccos(x)) = V1 — 22
: cot(2a) = cot”(a)=1
Drehmatrizen Fota S.112 R 2cot(a) sin(arctan(x)) = \/7 cos(arctan(z)) = \/127+1
Drehrichtung nach rechte-Hand Regel 2 1
1 0 0 sin(%) = £4/3 - (1 — cos(a)); cos(%) = +4,/% - (1 + cos(a)) tan(arccos(x)) = 27" - (1 - x)14
(0 cos(p) —sin(ap)) — Drehung um x-Achse Potenzen tan(arcsin(z)) =z - (1 2_ x) 4
0 sin(p)  cos() sin®(a) = 3 - (1 — cos(2a)); sin®(a) = % - (3sin(a) — sin(3a)) arsinh(z) = In(z + r )
cos(p) 0  sin(p) 4 i * arcosh(z) = In(z + vVa? —
® ® sin*(a) = g - (cos(4a) — 4cos(2a) + 3) 1 1tz
0 1 0 — Drehung um y-Achse 2 ¢ 3 1 artanh(z) = 5 - l ($22), |x| <1
) cos*(a) = 5 - (1 + cos(2a)); cos®(a) = 7 - (3cos(a) — cos(3a)) h Lo
—sin(p) 0 cos(p) 42 1 Loos(2a) 4. 3 4 arcoth(z) = 5 - In(355), |z| > 1
cos(p) —sin(p) 0 cos”(a) = 5 - (cos(4a) — 4cos(2a) sinh(2 - arcsinh(z)) = Qx\/xQ 1
sin(p)  cos(p) 0] — Drehung um z-Achse Hyperbolische Funktionen Fota S.60 | sinh(arcosh(z)) = Va2 — 1; x>0
0 0 1 Allgemeines cosh(arsinh(z)) = Va2 + 1
cos(p) - sin(p) —sin(p) cos(p) - sin(p) coth(z) = cosh(z)
. . . . sinh(x)
sin(g) -sin(p) cos(y) sin(g) - sin(p) L renneyrann)
7Sin(p) 0 COS(p) ta’nh(a + b) = coth(axb) = 1+tanh(a)tanh(b)
— beliebige Achse durch (0,0,0) 2a und 3a
Fehlerrechnung Fota S.64 Alles gleich wie fiir sin und cos  (Fota S.99),
Voraussetzung: h ist sehr klein — sin=sinh, cos=cosh, tan=tanh
f(zo+ h) = f'(x0) - h+ f(zo) + Rest 2
_ f(zo+h)—f(z0)
: — el. f (IO) = limg h sznh(%) _ cosh(za)717 x> 0, COSh(%) _ cosh(2a)+1
. o !
. . sinh(g) = —/ 5>—, <0
Tangente an f(z) im Punkt (zo, yo)(lin. Ersatzfkt.): 2
y(@) = (@) = F'(z0)( — 20) + vo Summen "
Tangentialebene im Punkt (zo,yo) : sinh(a) + sinh(b) = QSZnh(T)COSh( )
Hw,9) = £ (0, v0) + fo((x0, y0)(x — 70)) + sinh(a) — sinh(b) = 2eosh(“32)sinh(*3")
Ty(o,y0)(y —yo)) = 2 cosh(a) + cosh(b) = 2cosh(*£%)cosh(52)




