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Heutiges Programm

B Recap

m King's Way
m Rod Cutting
m Wrap-Up



1. Recap




Repetition der Vorlesung

Rekursive Probleme wie die Fibonacci-Folge konnen mit Memoisierung
oder Dynamic Programming schneller gelost werden, weil unnotige
Wiederholungen vermieden werden.

1) (0) £1b(6)



Memoisierung

Bel der Memoisierung werden Losungen von Teilproblemen in einer
Tabelle gespeichert. So konnen fruhere Ergebnisse wiederverwendet
werden, statt sie bel jedem rekursiven Aufruf neu zu berechnen.

llo‘:o OQO‘»-'“




Dynamic Programming - Tabellierung

Bel der Bottom-Up Dynamic Programmierung werden Tellprobleme ab
dem Basisfall gelost und Ergebnisse gespeichert, um doppelte
Berechnungen zu vermeiden.

T&y\\or‘\ u€




Memoisierung != Dynamic Programming

B Memoisierung

B Ansatz?

Lost nur die notwendigen
Tellprobleme.

B Dynamic Programming
B Ansatz?

Lost alle Teilprobleme im Voraus,
auch wenn einige davon am
Ende nicht benotigt werden.



Memoisierung != Dynamic Programming

B Memoisierung B Dynamic Programming

B Ansatz? B Ansatz?
Lost nur die notwendigen Lost alle Teilprobleme im Voraus,
Teilprobleme. auch wenn einige davon am
Ende nicht benotigt werden.
M Rekursion? B Rekursion?
Wird mit Rekursion Wird typischerweise iterativ
Implementiert, dabel wird eine Implementiert.

Tabelle bel jedem Aufruf
mitgegeben.
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Memoisierung != Dynamic Programming

B Memoisierung B Dynamic Programming

B Ansatz? B Ansatz?
Lost nur die notwendigen Lost alle Teilprobleme im Voraus,
Teilprobleme. auch wenn einige davon am

Ende nicht benotigt werden.

M Rekursion? B Rekursion?
Wird mit Rekursion Wird typischerweise iterativ
Implementiert, dabel wird eine Implementiert.
Tabelle bel jedem Aufruf
mitgegeben.

M Berechnungsrichtung? W Berechnungsrichtung?

Top-down. Bottom-Up.

12



2. King’'s Way




Problemstellung: King's Way

B Gegeben: Ein Schachbrett a, auf dem der Konig auf dem Feld [0,0]
startet. Jedes Feld enthalt eine nicht-negative Belohnung (0 oder

mehr).
2 1 3 0 1
a = 0 1 0 1 1
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Problemstellung: King's Way

B Gegeben: Ein Schachbrett a, auf dem der Konig auf dem Feld [0,0]
startet. Jedes Feld enthalt eine nicht-negative Belohnung (0 oder
mehr).

B An jeder Position [i,j] hat der Konig drel mogliche Zuge, solange er
das Schachbrett nicht verlasst.

[(—1j+1]| 4
2 1 3 0 1 /
i, Lj+1
q = 0 1 0 1 1 g L] ] — [i,] + 1] 2
0 1 0 0 0 \ [(i+1,j+1]| 3
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Problemstellung: King's Way

B Input: Ein Schachbrett, dargestellt als 2D-Array der Grosse n X m,
wobei jedes Feld eine nicht-negative Ganzzahl (> 0) enthalt, die die
Jjewellige Belohnung angibt.

16



Problemstellung: King's Way

B Input: Ein Schachbrett, dargestellt als 2D-Array der Grosse n X m,
wobei jedes Feld eine nicht-negative Ganzzahl (> 0) enthalt, die die

Jjewellige Belohnung angibt.

m Ziel: Der Konig startet auf Feld [0,0] und kann sich in drei Richtungen
bewegen: Nordost, Ost und Sudost. Ziel ist es, den optimalen Pfad zu
finden, um die Summe der Belohnungen auf dem Weg zur rechten
Selte des Schachbretts zu maximieren.

17




Problemstellung: King's Way

B Input: Ein Schachbrett, dargestellt als 2D-Array der Grosse n X m,
wobei jedes Feld eine nicht-negative Ganzzahl (> 0) enthalt, die die
Jjewellige Belohnung angibt.

m Ziel: Der Konig startet auf Feld [0,0] und kann sich in drei Richtungen
bewegen: Nordost, Ost und Sudost. Ziel ist es, den optimalen Pfad zu
finden, um die Summe der Belohnungen auf dem Weg zur rechten
Selte des Schachbretts zu maximieren.

B Qutput: Die maximale Belohnung, die der Konig auf seinem Weg zur
rechten Seite des Schachbretts einsammeln kann.

18



Problemstellung: King's Way Beispiel

Was ist die maximale Belohnung, die der Konig einsammeln kann?
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Problemstellung: King's Way Beispiel

Der Konig kann maximal 7 Belohnungen einsammeln.
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Gierige Losung

m Nur die sofortige
Belohnung zu nehmen,
kann zu suboptimalen

Wiy e mie w1 Entscheidungen fuhren, da

\ /’ \ dadurch grossere
i\ ¢

\ Belohnungen weiter vorne

() —fee ¢ | ¢ verpasst werden.

XQ o B Daher mussen wir alle
“ moglichen Pfade
bewerten, um den global
optimalen Pfad zu finden.

22



Uberlappende Teilprobleme

Da mehrere Pfade zum selben Feld fuhren konnen, wird das
Tellproblem mehrfach gelost, was zu uberflussigen Berechnungen fuhrt.

¥

—tp =i

L

¥ ¥

e | K
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Wieso ist DP so nutzlich?

m Brute Force: Das Vergleichen aller Pfade hat eine exponentielle
Laufzeitkomplexitat von 0(3™*™), was Ineffizient ist.

®m Dynamic Programming zerlegt das Problem in kleinere Teilprobleme
und speichert deren Losungen zur Wiederverwendung.

m Zeitkomplexitat: O(n x m) da die Anzahl der Felder mit dem
Aufwand pro Feld 0(1) multipliziert wird.

m Effizienz: Dynamic Programming vermeidet redundante
Berechnungen und ist dadurch deutlich effizienter.

27



Die dreil Schritte von DP

1) ldentifiziere die Teilprobleme und analysiere, wie sie sich
uberschneiden.

28



Die dreil Schritte von DP

1) ldentifiziere die Teilprobleme und analysiere, wie sie sich
uberschneiden.

2) Definiere die Rekurrenz, indem du die Schritte zwischen
Tellproblemen beschreibst und die besten Entscheidungen

bertcksichtigst.
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Die dreil Schritte von DP

1) ldentifiziere die Teilprobleme und analysiere, wie sie sich
uberschneiden.

2) Definiere die Rekurrenz, indem du die Schritte zwischen
Tellproblemen beschreibst und die besten Entscheidungen
bertcksichtigst.

3) Implementiere die Losung mit einer geeigneten Datenstruktur und
der richtigen Relhenfolge des Ausfullens.

k-D TGW cud P\‘ob(&,’ N SizeaQ 0@\(&. Sure 7 Iy
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Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Welche Teilprobleme gibt es?

31



Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Welche Teilprobleme gibt es?

Fur jedes Feld [i,j] auf dem Schachbrett (i < n,j < m) steht S[i, j] fur
die maximale Belohnung, die der Konig einsammeln kann, wenn er von
diesem Feld bis zur letzten Spalte j = m — 1 zieht, unter
Berucksichtigung aller moglichen Zuge.

32



Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Welche Teilprobleme gibt es?

Fur jedes Feld [i,j] auf dem Schachbrett (i < n,j < m) steht S[i, j] fur
die maximale Belohnung, die der Konig einsammeln kann, wenn er von
diesem Feld bis zur letzten Spalte j = m — 1 zieht, unter
Berucksichtigung aller moglichen Zuge.

B Welche Optionen hat der Konig an der Position [i, j]?
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Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Welche Teilprobleme gibt es?

Fur jedes Feld [i,j] auf dem Schachbrett (i < n,j < m) steht S[i, j] fur
die maximale Belohnung, die der Konig einsammeln kann, wenn er von
diesem Feld bis zur letzten Spalte j = m — 1 zieht, unter
Berucksichtigung aller moglichen Zuge.

B Welche Optionen hat der Konig an der Position [i, j]?
® Zug nach Nordosten [i —1,j + 1]
W Zug nach Osten [i,j + 1]
M Zug nach Sudosten [i +1,j + 1]

34



Randbedingungen

Kann der Konig immer nach Nordost oder Sudost ziehen?

35



Randbedingungen

Kann der Konig immer nach Nordost oder Sudost ziehen?

Nein, die Randbedingungen mussen beachtet werden!
B Oberste Zeile (i = 0): Der Konig kann nicht nach Nordost ziehen.
B Unterste Zeile (i = n — 1): Der Konig kann nicht nach Sudost ziehen.

36



Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Welche Teilprobleme gibt es?

Fur jedes Feld [i,j] auf dem Schachbrett (i < n,j < m) steht S[i, j] fur
die maximale Belohnung, die der Konig einsammeln kann, wenn er von
diesem Feld bis zur letzten Spalte j = m — 1 zieht, unter
Berucksichtigung aller moglichen Zuge.

B Welche Optionen hat der Konig an der Position [i, j]?
B Zug nach Nordosten [i —1,j +1],ifi >0
W Zug nach Osten [i,j + 1]
W Zug nach Sudosten [i+1,j+1],ifi>0

38



Gibt es noch weitere Einschrankungen fur den Konig auf dem Brett?

39



Gibt es noch weitere Einschrankungen fur den Konig auf dem Brett?

Ja, eine weitere wichtige Einschrankung ist, dass der Konig anhalten
muss, wenn er die rechteste Spalte erreicht (j =m — 1), da keine
weiteren Zuge mehr moglich sind. Dies ist der Basisfall: Der Konig kann
sich nicht weiterbewegen, daher gilt S|i,j] = ali, j].

40



Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Eine Spalte - Der Konig erhalt einfach die Belohnung des
jeweiligen Feldes (Basisfall).
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Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Eine Spalte - Der Konig erhalt einfach die Belohnung des
jeweiligen Feldes (Basisfall).

m /wel Spalten = Der Konig hat drel mogliche Zuge:
Nordosten, Osten und Sudosten, und wahlt den Zug mit
der hochsten Belohnung.
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Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

m Eine Spalte - Der Konig erhalt einfach die Belohnung des
jeweiligen Feldes (Basisfall).

m /wel Spalten = Der Konig hat drel mogliche Zuge:
Nordosten, Osten und Sudosten, und wahlt den Zug mit
der hochsten Belohnung. |

m Vollstandiges Schachbrett - Die Entscheidung des Konigs
an jedem Feld hangt von den Werten in der nachsten
Spalte ab — er wahlt die Option mit dem grossten i
moglichen Gewinn.

43



Schritt 2: Definiere die rekursive Formel

S[i, j] stellt die maximale Belohnung dar, die der Konig sammeln kann,
wenn er beim Feld [i, j] startet und optimal bis zur rechten Spalte zieht.

ES

( ali,jl j=m-—1

ali,jl+ max(S[i —1,j +11,S[i,j+ 1) i=n—1,j<m

ali,j] + max(S[i,j +1],S[i +1,j + 1] i=0j<m
S[i—1,j + 1]

ali,j] + max{ S[i,j+1] 0<i<n-—1,j<m
S[i+1,j+1]

Sli, j] =+

44



Schritt 3: Losung implementieren

B Welche Datenstruktur wird fur das King's Way Problem benotigt?
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Schritt 3: Losung implementieren

B Welche Datenstruktur wird fur das King's Way Problem benotigt?

Eine Matrix S der Grosse n x m, wobei S[i, j] die maximale Belohnung
speichert, die eingesammelt werden kann, wenn man bel [i,j] startet,

furallei <nundj <m.

46



Schritt 3: Losung implementieren

B Welche Datenstruktur wird fur das King's Way Problem benotigt?

Eine Matrix S der Grosse n x m, wobei S[i, j] die maximale Belohnung
speichert, die eingesammelt werden kann, wenn man bel [i,j] startet,
furallei <nundj <m.

m Von welchen Teilproblemen hangt die Berechnung von S[i, j] ab?
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Schritt 3: Losung implementieren

B Welche Datenstruktur wird fur das King's Way Problem benotigt?

Eine Matrix S der Grosse n x m, wobei S[i, j] die maximale Belohnung
speichert, die eingesammelt werden kann, wenn man bel [i,j] startet,
furallei <nundj <m.

m Von welchen Teilproblemen hangt die Berechnung von S[i, j] ab?
Von S[i,j+ 1], S[i,—1j+ 1]wenni>0undS[i,+1j+1]Jwenni<n-—1
- also unter Berucksichtigung der Randfalle.

[
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Schritt 3: Losung implementieren

B Welche Datenstruktur wird fur das King's Way Problem benotigt?

Eine Matrix S der Grosse n x m, wobei S[i, j] die maximale Belohnung
speichert, die eingesammelt werden kann, wenn man bel [i,j] startet,
furallei <nundj <m.

m Von welchen Teilproblemen hangt die Berechnung von S[i, j] ab?
Von S[i,j+ 1], S[i,—1j+ 1]wenni>0undS[i,+1j+1]Jwenni<n-—1
- also unter Berucksichtigung der Randfalle.

m In welche Richtung sollte die Datenstruktur ausgefullt werden?
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Schritt 3: Losung implementieren

B Welche Datenstruktur wird fur das King's Way Problem benotigt?

Eine Matrix S der Grosse n x m, wobei S[i, j] die maximale Belohnung
speichert, die eingesammelt werden kann, wenn man bel [i,j] startet,
furallei <nundj <m.

m Von welchen Teilproblemen hangt die Berechnung von S[i, j] ab?
Von S[i,j+ 1], S[i,—1j+ 1]wenni>0undS[i,+1j+1]Jwenni<n-—1
- also unter Berucksichtigung der Randfalle.

m In welche Richtung sollte die Datenstruktur ausgefullt werden?

Von rechts nach links, Spalte fUr Spalte. Die Rethenfolge der Zeilen
Innerhalb einer Spalte Ist dabel nicht wichtig.

= Bd“bn U(J
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Wahrend dem Ausfullen der Datenstruktur mussen Randbedingungen
sorgfaltig berucksichtigt werden.

51



Wahrend dem Ausfullen der Datenstruktur mussen Randbedingungen
sorgfaltig berucksichtigt werden.

m Grosse der DP-Tabelle: Wir verwenden eine DP-Tabelle in derselben
Grosse wie das Schachbrett, um die optimale Losung fur jedes Feld
ZU speichern.

52



Wahrend dem Ausfullen der Datenstruktur mussen Randbedingungen
sorgfaltig berucksichtigt werden.

m Grosse der DP-Tabelle: Wir verwenden eine DP-Tabelle in derselben
Grosse wie das Schachbrett, um die optimale Losung fur jedes Feld
ZU speichern.

® Richtung des Durchlaufs: Die Tabelle muss so durchlaufen werden,
dass alle abhangigen Tellprobleme bereits gelost sind, bevor das
aktuelle Feld berechnet wird.

53



Randbedingungen:

® Beij =m — 1 (letzte Spalte) kann der Konig nicht mehr weiter. Dies
Ist der Basisfall.
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Randbedingungen:

® Beij =m — 1 (letzte Spalte) kann der Konig nicht mehr weiter. Dies
Ist der Basisfall.

m Wenn i = 0 (oberste Zeile) kann der Konig nicht nach Nordost ziehen.

L
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Randbedingungen:

® Beij =m — 1 (letzte Spalte) kann der Konig nicht mehr weiter. Dies
Ist der Basisfall.

m Wenn i = 0 (oberste Zeile) kann der Konig nicht nach Nordost ziehen.

m Wenni=n-—1 (unterste Zeile), kann der Konig nicht nach Stdost
ziehen. - _

—
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Randbedingungen:

® Beij =m — 1 (letzte Spalte) kann der Konig nicht mehr weiter. Dies
Ist der Basisfall.

m Wenn i = 0 (oberste Zeile) kann der Konig nicht nach Nordost ziehen.
m Wenni=n-—1 (unterste Zeile), kann der Konig nicht nach Stdost
ziehen.

m An diesen Randpositionen sind nicht alle drei Zugoptionen (Ost,
Nordost, Stidost) gultig - es dirfen nur die zulassigen Bewegungen
berucksichtigt werden.

57



Daten Struktur

Durch die rekursive Formulierung haben wir die Abhangigkeiten
definiert, die fur die Berechnung der Losung des Konigswegs an der

Position [i,

j] erforderlich sind. Qand ik
W(&C«"AS
: — ]_
ali,j] + max(S[i —1,j + 1],S[i,j + 1)) l—n—1]<m
ali,j] + max(S[i,j +1],S[i +1,j + 1 i=0,j<m
l—1]+1
ali,j] + max< S[i,j +1] 0<l<n—1]<m
\ l+1]+1

58



Die Rekursive Losung in der Tabelle

m Sel S[i,j] die maximale Belohnung, die der Konig ab diesem Feld aus
erhalten kann.

59



Die Rekursive Losung in der Tabelle

m Sel S[i,j] die maximale Belohnung, die der Konig ab diesem Feld aus
erhalten kann.

- Sobald die gesamte Tabelle berechnet wurde, kann der Konig auf
jedes beliebige Feld gesetzt werden, und es ist sofort ersichtlich, welche
maximale Belohnung von diesem Startpunkt aus erreicht werden kann.

60



Randbedingungen

i mj=m-1 ali,jl
l Bi=0<m ali,jl + max (=
S = mi=n—-1j<m alij]l+ max (= /)
sonst

B afi,jl + max (/=N
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Die endgultige Losung ist S|0,0], links oben in der DP-Tabelle.

[
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Beispiel: Wie fullt man die DP-Tabelle aus?

K ¢
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Beispiel: Wie fullt man die DP-Tabelle aus?

$ 0|8 | 8| 5| 5| 4| 2|1
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%% 0|6 | 6| 5| 5| 4] 22




Python Implementierung: Maximum Belohnung

import numpy as np

def bestway(a):

a = np.array(a) # Falls a noch kein numpy array ist
n,m = a.shape —®
S = np.zeros((n,m))
™
for j in range(m-1, -1, -1):
for i in range(n):
if J = m-1:
S[i,j] = ali,j]
else: e
northeast = S[i-1,3j+1] if 1 > 0 else -1
east = S[i,j+1] -
southeast = S[i+l,j+1l] if i < n - 1 else -1
S[i,j] = a[i,]j] + max(northeast, east, southeast)

return S[0,0]

65



3. Rod Cutting




Problemstellung
Linge i o |1]2]3
Preispli)] | 0| 1|58

= Input:
B Eine Stange der Lange n, die wir zerschneiden.
M Eine Preisliste p fur Stangen von unterschiedlicher Lange.
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Problemstellung
Linge i o |1]2]3
Preispli)] | 0| 1|58

® Input:
B Eine Stange der Lange n, die wir zerschneiden.
M Eine Preisliste p fur Stangen von unterschiedlicher Lange.

m Ziel: Die Stange so zerschneiden, dass die Schnittsticke zusammen
fur den hochstmoglichen Preis verkauft werden konnen.
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Problemstellung
Linge i o |1]2]3
Preispli)] | 0| 1|58

® Input:
B Eine Stange der Lange n, die wir zerschneiden.
M Eine Preisliste p fur Stangen von unterschiedlicher Lange.

m Ziel: Die Stange so zerschneiden, dass die Schnittsticke zusammen
fur den hochstmoglichen Preis verkauft werden konnen.

®m Qutput: Der maximale Wert S[n], der durch das Verschneiden der
Stange erlangt werden kann.

70



Fur eine Stange der Lange 4 gibt es 8 Moglichkeiten, sie zu schneiden:

Lange i | o
Preis p[i] | 0

1] 2]3]4
15|89

(b) (0 (d)
aaaa C0CCCO CCO0CCO CCCOCO

$9 $1 S8 $5 $5 S8 $1

(e) (f) (g) (h)
@EE® GcGEEaE (C0C0COo @ES@E @
S1 $1 S5 S1 S5 $1 S5 S1 $1 S1 ST $1 ST

Wobei (c) mit S5 + S5 = $10 den hochsten Ertrag liefert.



Problemstellung

m Problem: Fir einen Stab der Lange n gibt es 2™~ Optionen.
- Um diese zu verstehen, fangen wir bel den kleinsten Langen an.
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Die dreil Schritte von DP

1) Identifiziere die Teilprobleme und analysiere, wie sie sich
uberschneiden.
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Die dreil Schritte von DP

1) Identifiziere die Teilprobleme und analysiere, wie sie sich
uberschneiden.

2) Definiere die Rekurrenz, indem du die Schritte zwischen
Tellproblemen beschreibst und die besten Entscheidungen

berucksichtigst.
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Die dreil Schritte von DP

1) Identifiziere die Teilprobleme und analysiere, wie sie sich
uberschneiden.

2) Definiere die Rekurrenz, indem du die Schritte zwischen
Tellproblemen beschreibst und die besten Entscheidungen
berucksichtigst.

3) Implementiere die Losung mit einer geeigneten Datenstruktur und
der richtigen Relhenfolge des Ausfullens.
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Optimale Substruktur

B Fur Stangen der Lange 0 und 1 haben wir jeweils nur eine Option.

Lange Optionen Optimaler Preis

[ )

p[1]

't(;@;s\as\e,
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Optimale Substruktur

B FuUr eine Stange der Lange 2 haben wir bereits mehrere Optionen.

Lange Optionen Preis-Optionen

- p|2]
LU0

B Die bessere Option von beiden bestimmt den optimalen Preis.

Lange Optionen Optimaler Preis

78



Optimale Substruktur

m Der Preis fur die 3er Stange hangt vom Preis der 2er Stange ab.

- Folgend hangt der optimale Preis der 3er Stange vom optimalen
Preis der 2er Stange ab.

Lange

Optionen

Optimaler Preis

max <
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Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

B Welche Tellprobleme gibt es?
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Schritt 1: Identifiziere die Teilprobleme

B Welche Tellprobleme gibt es?

Sli] bezeichnet den optimalen Preis, den man fur eine Stange der Lange
i erzielen kann.
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Schritt 2: Definiere die rekursive Formel

m Der optimale Preis einer Stange der Lange i setzt sich zusammen aus
dem Preis des Schnittstucks der Lange k und dem Preis vom
Reststuck der Lange i — k.

Sli] = plk] + S[i — k]

)
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Schritt 2: Definiere die rekursive Formel

m Der optimale Preis einer Stange der Lange i setzt sich zusammen aus
dem Preis des Schnittstucks der Lange k und dem Preis vom
Reststuck der Lange i — k.

Sli] = plk] + S[i — k]

B Da nicht bekannt ist, bel welcher Lange k der optimale Schnitt liegt,
mussen alle Optionen gepruft und die Beste gewahlt werden.
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Schritt 2: Definiere die rekursive Formel

m Der optimale Preis einer Stange der Lange i setzt sich zusammen aus
dem Preis des Schnittstucks der Lange k und dem Preis vom
Reststuck der Lange i — k.

Sli]l = plk] + S[i — k]
B Da nicht bekannt ist, bel welcher Lange k der optimale Schnitt liegt,

mussen alle Optionen gepruft und die Beste gewahlt werden.

0 ifi=20

Sli] = {max{p[k] +Sli—k]:k €[1,i+1]} ifi =0
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Schritt 2: Definiere die rekursive Formel

m Der optimale Preis einer Stange der Lange i setzt sich zusammen aus
dem Preis des Schnittstucks der Lange k und dem Preis vom
Reststuck der Lange i — k.

Sli] = plk] + S[i — k]

B Da nicht bekannt ist, bel welcher Lange k der optimale Schnitt liegt,
mussen alle Optionen gepruft und die Beste gewahlt werden.

. 0 ifi =0
Sli] = {max{p[k]+5[i—k]=k el[L,i+1]} ifi#0

B Beachte, dass diese Formel nur gilt, wenn p fur jede Lange von 0 bis
i elnen Preis angibt. Andernfalls wird i — k irgendwann negativ, was

ZU einem ungultigen Zugriff fuhrt.  #
P 85




Rekursiver Algorithmus

def max value(p, n):

#Base case
if n == 0;:
return O

#Optimaler Preis

options = [p[k] + max value(p, n-k) for k in range(l, n+l)]
return max (options)
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Uberlappende Teilprobleme

V7

Anhand des Beispiels fur eine Stange der Lange 4. &

Schnittlange k:

e @ @ @ @
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Uberlappende Teilprobleme

m Die Teilprobleme werden mehrfach berechnet! Das resultiert in einer
exponentiellen asymptotischen Laufzeit von 02" 1).



Dynamic Programming

B Gegeben sind ein Rekursives Problem mit Uberlappenden
Tellproblemen.
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Dynamic Programming

B Gegeben sind ein Rekursives Problem mit Uberlappenden
Tellproblemen.

- Somit kann Rod Cutting durch Dynamic Programming optimiert
werden.
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Memoisierung

B Wie bereits gezeigt, speichern wir die Subprobleme nach dem ersten
Losen. Ab da konnen wir direkt auf die Losung zugreifen und
vermelden mehrfaches Berechnen des Subproblems.

m Dies reduziert die asymptotische Laufzeit von 0(2"1) auf 0(n?).

9N



Schritt 3: Losung Implementieren

B Bestimme eine geeignete Datenstruktur:
W Ein1D-Array der Langen + 1
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Schritt 3: Losung Implementieren

B Bestimme eine geeignete Datenstruktur:
W Ein1D-Array der Langen + 1

m Ermittle die Abhangigkeiten:
B Um S[i] zu berechnen, mussen zuerst S[i — 1], ..., S[i — k] bekannt sein.
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Schritt 3: Losung Implementieren

B Bestimme eine geeignete Datenstruktur:
W Ein1D-Array der Langen + 1

m Ermittle die Abhangigkeiten:
B Um S[i] zu berechnen, mussen zuerst S[i — 1], ..., S[i — k] bekannt sein.
B Letztendlich hangt alles von S[0] ab — dem Basisfall.
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Schritt 3: Losung Implementieren

B Bestimme eine geeignete Datenstruktur:
W Ein1D-Array der Langen + 1

m Ermittle die Abhangigkeiten:
B Um S[i] zu berechnen, mussen zuerst S[i — 1], ..., S[i — k] bekannt sein.
B Letztendlich hangt alles von S[0] ab — dem Basisfall.

B Bestimme die richtige Berechnungsreihenfolge:

M Aus den Abhangigkeiten ergibt sich, dass wir bei i = 0 starten und das
Array von links nach rechts ausfullen.

_\_h e ——

—\
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Zur Erinnerung: Rekursiver Algorithmus

def max value(p, n):

(aLL>
#Base case
if n = 0:

return 0

#Optimaler Preis

options = [p[k] + max value(p, n-k) for k in range(l, n+l)]
return max (options)
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Memoisierung

- In rot die Anderungen am naiv-rekursiven Algorithmus.
o

def max value memo(p, n, memo = None):

# Datenstruktur erstellen, falls nicht gegeben
if memo is None: A—

= memo = dict()

l # Subproblem nur berechnen, falls es noch nicht berechnet wurde
_bif n not in memo:

if n = 0: ‘
memo [0] 0
else:

options = [p[k] + max value memo(p, n-k, memo) for k in range(l, n+l)]

memo [n] = max(options) # Resultat speichern

|y return memo[n]

{ d%“

‘—‘-‘DTOF oeown .



Memoisierung

def max value memo(p, n, memo = None):
# Datenstruktur erstellen, falls nicht gegeben
if memo is None:
memo = dict()

#Subproblem nur berechnen, falls es noch nicht berechnet wurde
if n not in memo:

if n=20:
memo [0]
else:

I
o

options = [p[k] + max value memo(p, n-k, memo) for k in range(l, n+l)]
memo [n] max (options)

return memo[n]
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Dynamic Programming: Theorie

m Der optimale Preis vom 3er Stuck S[3] hangt vom optimalen Preis des
2er Stucks S[2], des 1er Stucks S[1], und des Basisfalls S[0] ab.

® 006 ®
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Dynamic Programming: Theorie

m Der optimale Preis vom 3er Stuck S[3] hangt vom optimalen Preis des
2er Stucks S[2], des 1er Stucks S[1], und des Basisfalls S[0] ab.

m S[2] hangt von S[1] und S[0] ab.

® 006 ®
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Dynamic Programming: Theorie

m Der optimale Preis vom 3er Stuck S[3] hangt vom optimalen Preis des
2er Stucks S[2], des 1er Stucks S[1], und des Basisfalls S[0] ab.

m S[2] hangt von S[1] und S[0] ab.
m S[1] hangt nur von S[0] ab.

® 006 ®
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Dynamic Programming: Theorie

m Der optimale Preis vom 3er Stuck S[3] hangt vom optimalen Preis des
2er Stucks S[2], des 1er Stucks S[1], und des Basisfalls S[0] ab.

m S[2] hangt von S[1] und S[0] ab.
m S[1] hangt nur von S[0] ab.

® 006 ®

B Weil S[0] = 0 bereits bekannt ist, beginnen wir bel S[1] und
berechnen Schritt fur Schritt die Resultate bis S[n].
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Dynamic Programming: Theorie

m Der optimale Preis vom 3er Stuck S[3] hangt vom optimalen Preis des
2er Stucks S[2], des 1er Stucks S[1], und des Basisfalls S[0] ab.

m S[2] hangt von S[1] und S[0] ab.
m S[1] hangt nur von S[0] ab.

® 006 ®

B Weil S[0] = 0 bereits bekannt ist, beginnen wir bel S[1] und
berechnen Schritt fur Schritt die Resultate bis S[n].

m Dafur benutzen wir eine geeignete Datenstruktur, z.B. eine Liste der
Lange n.
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Dynamic Programming

def max value dp(p, n):

#Datenstruktur erstellen D %0%’\ M“

S = np.zeros (n+l) (( [0,0,0 :°r°"'j Q)

#Basisfall implementieren
S[0] = 0 # Uberfliissig aufgrund np.zeros

#Datenstruktur in geeignete Richtung ausfiillen
for i in range(l, n+l):
options = [p[k] + S[n-k] for k in range(l, i+l)]

S[i] = max(options)

return S[n]

- Auf die Richtung des Ausfullens & Indizes (n oder n + 1) achten!
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4, Wrap-Up




Wrap-Up: Dynamic Programming

Allgemeines Vorgehen bel Dynamic Programming:

1. Datenstruktur initialisieren
Basisfall implementieren
Datenstruktur ausfullen
Resultat zuruckgeben

W N
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Wrap-Up: King's Way

1. Datenstruktur initialisieren:
B 2D Matrix

S = np.zeros((n,m))
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Wrap-Up: King’'s Way

1. Datenstruktur initialisieren:
B 2D Matrix

S = np.zeros((n,m))

2. Basisfall implementieren: S[:,m] = a[:,m]
B Rechte Spalte
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Wrap-Up: King’'s Way

1.

2.

3.

Datenstruktur initialisieren:

B 2D Matrix

Basisfall implementieren:
B Rechte Spalte

Datenstruktur ausfullen:
B Von rechts nach links

S = np.zeros((n,m))

S[:,m] = a[:,m]

for j in [..]1:
for i in
optl

opt2

opt3

nn n —

]
[...
[
[

. .

. . (X
. .
el b d
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Wrap-Up: King’'s Way

1. Datenstruktur initialisieren:
B 2D Matrix

S = np.zeros((n,m))

2. Basisfall implementieren: S[:,m] = a[:,m]
B Rechte Spalte

for j in [..]1:
3. Datenstruktur ausfullen: for i in [.]:
B Von rechts nach links optl = [.]
opt2 = [..]
opt3 = [..]

4. Resultat zuruckgeben return S[0,0]
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Wrap-Up: Rod Cotting

1. Datenstruktur initialisieren:
® 1D Array

S = np.zeros (n+l)
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Wrap-Up: Rod Cotting

1. Datenstruktur initialisieren:
® 1D Array

S = np.zeros (n+l)

2. Basisfall implementieren: S[0] = 0 # Uberfliissig durch np.zeros
B Stange der Lange 0
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Wrap-Up: Rod Cotting

1.

2.

3.

Datenstruktur initialisieren:
® 1D Array

Basisfall implementieren:
B Stange der Lange 0

Datenstruktur ausfullen:
B Variable Anzahl an Optionen

S = np.zeros (n+l)

S[0] = 0 # Uberfliissig durch np.zeros

for i in [..]:
options = [“opt for k in cuts”]
data[i]

max (options)
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Wrap-Up: Rod Cotting

1. Datenstruktur initialisieren:
® 1D Array

S = np.zeros (n+l)

2. Basisfall implementieren: S[0] = 0 # Uberfliissig durch np.zeros
B Stange der Lange 0

for i in [..]:

3. Datenstruktur ausfullen: options = [“opt for k in cuts”]
B Variable Anzahl an Optionen data[i]

max (options)

4. Resultat zuruckgeben return S[n]

M4



5. Hausaufgaben




Ubung 8: Dynamic Programming |

Auf https://expert.ethz.ch/enrolled/SS25/mavt2/exercises

Ubung 8: DP |

m Tribonaccl

m Catalan Numbers

m Blocks

m Task Scheduling v2.0

Abgabedatum: Montag 28.04.2025, 20:00 CET

KEINE HARDCODIERUNG
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