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1. Bubblesort







> m Vergleiche jedes Paar
— benachbarter Elemente
4 der Reihe nach. Wenn

das erste groRer ist,
tausche sie aus.



> m Vergleiche jedes Paar
— benachbarter Elemente
[5]<[8] der Reihe nach. Wenn

4 das erste groRer ist,
T tausche sie aus.



> m Vergleiche jedes Paar
— benachbarter Elemente
[5]<[8] der Reihe nach. Wenn
das erste groRer ist,
! > tausche sie aus.

o



[5]>[2] m Vergleiche jedes Paar
— benachbarter Elemente
[5]<[8] der Reihe nach. Wenn

das erste groRer ist,
!> tausche sie aus.
[8]>[1]



[5]>[2] m Vergleiche jedes Paar
E 3

benachbarter Elemente
der Reihe nach. Wenn
das erste groRer ist,

tausche sie aus.
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> m Vergleiche jedes Paar
— benachbarter Elemente
[5]<[8] der Reihe nach. Wenn
das erste groRer ist,
! > tausche sie aus.
m Nach einer Iteration
18]> (Iteration 0) befindet sich
das grolste Element am
Ende der Liste.
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do 50(\_ ] Schl.eife,. bis die Liste
sortiert ist.




m Schleife, bis die Liste

2 1<
4 T sortiert ist.
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[2]<[5] m Schleife, bis die Liste
sortiert ist.

o



[2]<[5] m Schleife, bis die Liste
sortiert ist.
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m Schleife, bis die Liste
sortiert ist.
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[2]<[5] m Schleife, bis die Liste
sortiert ist.

m Schleifeninvariante:
Nach Iteration ¢ sind

> Elemente 1i[-(i+1):]
sortiert und an der

richtigen Stelle.
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2. Sortieren durch Einfugen




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste

5 2 8 4 1 konnen wir einfach jedes
Element an der korrekten
Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste
5 2 8 4 1 konnen wir einfach jedes
l Element an der korrekten

Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste
2 8 4 1 konnen wir einfach jedes

Element an der korrekten
hl Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste

8 4 1 konnen wir einfach jedes
Element an der korrekten
l Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste

4 1 konnen wir einfach jedes
| Element an der korrekten
J, Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste

1 konnen wir einfach jedes
| Element an der korrekten
J, Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste
konnen wir einfach jedes
Element an der korrekten
Stelle einsortieren.




Insertion Sort: Konzept

m Mit einer zweiten Liste
konnen wir einfach jedes
Element an der korrekten
Stelle einsortieren.

m Problem: Benotigt n
. . . . . zusatzlichen
Speicherplatz.
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Insertion Sort

Sortierter Teil Unsortierte Daten

<z |, >x | x,

Wir konnen den
u Speicherplatz, der in
der ursprunglichen Liste

rove here frei wird verwenden,




Insertion Sort

Sortierter Teil Unsortierte Daten

<z | >x |

Wir konnen den
Speicherplatz, der in
der ursprunglichen Liste

frei wird verwenden.
Sortierter Teil Unsortierte Daten
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Sortieren durch Einfugen



Sortieren durch Einfugen

m Schleifeninvariante: ??
§ (i=1)
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Sortieren durch Einfugen
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m Schleifeninvariante: Vor Iteration i
sind Elemente in 1i[:1i] sortiert.
(Fur Selection Sort: Vor iteration i
enthalt 1i[:4] die 7 niedrigsten
Elemente von 11 in sortierter
Reihenfolge.)

m Bei lteration ¢, das i-te Element an

der korrekten Position in die
sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.



Sortieren durch Einfugen

m Schleifeninvariante: Vor Iteration 4

sind Elemente in 1i[:i] sortiert.

(Fur Selection Sort: Vor iteration 4
Y 2 , enthalt 1i[:4] die 7 niedrigsten
! (i=1) Elemente von 1i in sortierter
. Reihenfolge.)
2] [s1: @ [&) [ (=2 "
: m Bei Iteration ¢, das ¢-te Element an

T der korrekten Position in die
alle Weanss als G sortierte Teilliste 1i[:i] einflgen.

m Wiederholen bis alles sortiert ist

(i =n).



Sortieren durch Einfugen

m Schleifeninvariante: Vor Iteration i
sind Elemente in 1i[:1i] sortiert.
(Fur Selection Sort: Vor iteration 4
3 : , enthalt 1i[:4] die 7 niedrigsten
! (i=1) Elemente von 1i in sortierter
\ Reihenfolge.)
: (i=2) °
! m Bei lteration ¢, das i-te Element an
E (i =3) der korrekten Position in die
)

sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.

m Wiederholen bis alles sortiert ist

g>u (i = n).



Sortieren durch Einfugen

[ | Sghleifeninvariante: Vor Iteraﬁion i
(Fir Setoction Sort Vor teration
5= (=1)  Homentevon 1t msoorr
i (= 2) Reihenfolge.)

m Bei lteration ¢, das i-te Element an
¥ ' der k ition in di
) 5 ' 1 i—3 er korrekten Position in die
. ( ) sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.
u . . . .
m Wiederholen bis alles sortiert ist

S(,Ja(; ‘-\AN‘O\AJ\-\ (i = n).



Sortieren durch Einfugen

[ | Sghleifeninvariante: Vor Iteraﬁon i
(Fir Setoction Sort Vor teration
5= (=1)  Homentevon 1t msoorr
i (= 2) Reihenfolge.)

m Bei lteration ¢, das i-te Element an

E (i = 3) der korrekten Position in die

sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.

i (i =4) m Wiederholen bis alles sortiert ist
M (i = n).



Sortieren durch Einfugen

T
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m Schleifeninvariante: Vor Iteration i
sind Elemente in 1i[:1i] sortiert.
(Fur Selection Sort: Vor iteration i
enthalt 1i[:4] die 7 niedrigsten
1) Elemente von 11 in sortierter
Reihenfolge.)

m Bei lteration ¢, das i-te Element an
3) der korrekten Position in die
sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.

4) m Wiederholen bis alles sortiert ist

(i =n).



Sortieren durch Einfugen

[ | Sghleifeninvariante: Vor Iteraﬁon i
(Fir Setoction Sort Vor teration
5= (=1)  Homentevon 1t msoorr
E (= 2) Reihenfolge.)

m Bei lteration ¢, das i-te Element an

. . . (i = 3) der korrekten Position in die

sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.

. . i (i =4) m Wiederholen bis alles sortiert ist
(i =n).
(i =5)




Sortieren durch Einfugen

[ | Sghleifeninvariante: Vor Iteraﬁon i
(Fir Setoction Sort Vor teration
5= (=1)  Homentevon 1t msoorr
E (= 2) Reihenfolge.)

m Bei lteration ¢, das i-te Element an

. . . (i = 3) der korrekten Position in die

sortierte Teilliste 1i[:1] einfugen.

. . E (i =4) m Wiederholen bis alles sortiert ist
' (i = n).
(i =5)

m Frage: Wie kann man die Insertion
durchfuhren?




Einfugen durch Austauschen
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m Betrachten wir Iteration
7= 4.

m Setze Variable j = i.



Einfugen durch Austauschen
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m Betrachten wir Iteration

=4 lodale, selrit

m Setze Variable j = i.

m Vergleiche 1i[j] und
1i[j-1] und tausche, falls
1i[j-1] > 1i[j].



Einfugen durch Austauschen

Az . ,
B (-9
(=1

(8] (=3

Betrachten wir Iteration
7= 4.

Setze Variable j = 4.

Vergleiche 1i[j] und
1i[j-1] und tausche, falls
1i[j-1] > 1i[j].

Wiederhole bis j = 0 or
1i[j-11 <1i[j].



Einfugen durch Austauschen

2] [4] [5] [8]:@ (=9 o
! m Betrachten wir Iteration
G=1 =t
\ m Setze Variable j = i.
: (j=3) N
' m Vergleiche 1i[j] und
I (j=2) 1i[j-1] und tausche, falls

1i[j-1] > 1 [5].

m Wiederhole bis j =0 or
1i[j-1] < 1i[j].



Einfugen durch Austauschen

2] [4«] [5] [8]:@ (=4 N
! m Betrachten wir Iteration
(j=4) =4

m Setze Variable j = i.

(2] [4] [5lfA):[8] (=3 o

! m Vergleiche 1i[j] und

\ _ 1i[j-11 und tausche, falls
5li) -y  Nbudoy

: J= m Wiederhole bis j =0 or
BHERCEY j

1i[5-11 < 1i[5].



Einfugen durch Austauschen

T

1
2] (4] [5] (8]0 G=9 . .

! m Betrachten wir Iteration
(j=4) =4

m Setze Variable j = i.

1i[5-11 < 1i[5].

2] [4] [sk-fA1:[8] (=3 —

! m Vergleiche 1i[j] und

: _ 1i[j-11 und tausche, falls
E (1=1) m Wiederhole bis j = 0 or
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Implementierung von Insertion Sort

CodeExpert In-Class Aufgake-insertion Sort Laufzeit
Auf https://expert.ethZ.ch{enrolled/SS25/mavt2/codeExamples
Danach werden wir folgendes diskutieren: Aatoet

m Was ist das worst-case Szenario fur das Sortieren einer Liste mit
Insertion Sort?

m Was ist die © Laufzeitkomplexitat von Insertion Sort in diesem Fall?

m Was ist das best-case Szenario fur das Sortieren einer Liste mit
Insertion Sort?

m Was ist die © Laufzeitkomplexitat von Insertion Sort in diesem Fall?

10



Implementierung von Insertion Sort

CodeExpert In-Class Aufgabe: Insertion Sort Laufzeit
Auf https://expert.ethz.ch/enrolled/SS25/mavt2/codeExamples

Danach werden wir folgendes diskutieren:

m Was ist das worst-case Szenario fur das Sortieren einer Liste mit
Insertion Sort?
= Falsch herum sortiert

m Was ist die © Laufzeitkomplexitat von Insertion Sort in diesem Fall?
= O(n?)

m Was ist das best-case Szenario fur das Sortieren einer Liste mit
Insertion Sort?
= Bereits richtig sortiert

m Was ist die © Laufzeitkomplexitat von Insertion Sort in diesem Fall?
= O(n)



3. Wiederholung Theorie




Asymptotisches Verhalten

m Was sind ©(g(n)), ©(g(n)), O(g(n))?



Asymptotisches Verhalten

m Was sind ©(g(n)), ©(g(n)), O(g(n))?
=» Mengen von Funktionen!



Asymptotisches Verhalten

A R A
m Was sind Q(g(n)), ©(g(n)), O(g(n))? @

=» Mengen von Funktionen!
Wiederholung, Mengen A, B: K

Ac

Teilmenge ACB
echte Teilmenge A ¢ B /Bmé B]

C;A—ﬂB 12

Schnittmenge ANB



Asymptotisches Verhalten

Gegeben Funktion f: N — R.
Definition:

O@) ={fN=>R|Fc>0,ne NVR>ng:0< f(n)<c-g
Qg)={f N=>R|Fe>0,n e NVYn>ny:0<c-g(n) < f(n)
O(g) = O(9) NQg)

— shord cwWwes @ 2F

Intuition:

f € O(g): (Laufzeit) f wachst asymptotisch nicht mehr als g. Algorithmus mit
Laufzeit f ist nicht schlechter als einer mit g. all A [ o) cege

f € Q(g): (Laufzeit) f wachst asymptotisch nicht weniger als g. Algorithmus mit
Laufzeit f ist nicht besser als einer mitg. laes/ case—

f € O(g): f wachst asymptotisch gleich schnell wie g. Algorithmus mit Laufzeit f
ist gleich gut wie einer mitg.  — exmcf



Asymptotisches Verhalten

Einige nutzliche Formeln: ZF



Asymptotisches Verhalten

Einige nutzliche Formeln:

n—1
len
=0
- (n+1)
. n-(n+
2 1= 2



Asymptotisches Verhalten

Einige nutzliche Formeln:

- n—1
len
. - Zi +1)
Z n-\n+l)
. - _ (n+1)2n+1)
Y= zcw\fi'ﬂ;

=0

(das muss man nicht auswendig wissen)



4. Asymptotische Laufzeit




Asymptotische Laufzeiten mit ©

CodeExpert In-Class Aufgabe: Nicht-rekursive Snippets Laufzeiten

Auf https://expert.ethz.ch/enrolled/SS25/mavt2/codeExamples

16



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Sni et 00 not on Codekexper! . .
PPELD. (roton cosetspers m Wie oft wird op() aufgerufen?

# pre: n is an integer
def run(n):

n
for m in range(0, n): — i 2 (4) = nn=n?
1 for k in range(0, n): k=0 ko
lop()
n
A~

0t



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Sni et 00 not on Codekexper! . .
PPELD. (roton cosetspers m Wie oft wird op() aufgerufen?

# pre: n is an integer B Antwort:
def run(n):
for m in range(0, n): n-n € 0(n?
for k in range(0, n):
opQ)



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 1. m Wie oft wird op() aufgerufen?

# pre: n is an integer
def run(n):

n_ M
for m in range(0, n): _ 2
for k in range(0, m): i(i A= 0
0 l Op() M=so ! us
0=n
-4 l’l-‘-‘ "—4 jZF




Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 1. m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort:

# pre: n is an integer —1 m—
def run(n): Z 1
for m in range(0, n): =0 k=0
for k in range(0, m):

opQ)

—_

3

3



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 1. m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort:

# pre: n is an integer —1 m— n—1
def run(n): Z 1= Z m
for m in range(0, n): =0 k=0 =0
for k in range(0, m):

opQ)

—_

3

3
3



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 1. m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort:

# pre: n is an integer —1m—1 n—1
def run(n): Z 1= Z m
for m in range(0, n): =0 k=0 m=
for k in range(0, m): (n — 1) -n
opQ) 2

3

3



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 1. m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort:

# pre: n is an integer —1m—1 n—1
def run(n): Z 1= Z m
for m in range(0, n): =0 k=0 m=
for k in range(0, m): (n — 1) -n
opQ) 2

3

3



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?

Snippet 2. BcAmeU
# pre: n is a positive integer 0 S
def run(n): ?DM\ >4
count = 0 : L
while n // (2 ** count) >= 1: nz22~2
op(O)
count += 1 cowmbk
2 £N // [fi

— simc(n(l«.’ Log, Lo, = [03

{ Lo
Diwvsica 3‘“ (rwﬂslm) Lé&“ Ccount £ [jon)



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?

Snippet 2 m Antwort: O(logn).

# pre: n is a positive integer
def run(n):
count = 0
while n // (2 ** count) >= 1:
op(O)
count += 1



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort: O(logn).

Snippet 2.

m op() wird so lange aufgerufen, wie
# pre: n is a positive integer n/2%°Unt > 1, d.h. solange
def run(n): count <logn

count = 0

while n // (2 ** count) >= 1:
op(O)
count += 1



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort: O(logn).

Snippet 2.
m op() wird so lange aufgerufen, wie
# pre: n is a positive integer n/2%°Unt > 1, d.h. solange
def run(n): count <logn
count = 0 . .
while n // (2 %% count) >= 1: B Beachten Sie, dass count die Anzahl
0pO) der Iterationen in der Schleife
count += 1 verfolgt.



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort: O(logn).

Snippet 2.
m op() wird so lange aufgerufen, wie
# pre: n is a positive integer n/2%°Unt > 1, d.h. solange
def run(n): count <logn
count = 0 . .
while n // (2 %% count) >= 1: B Beachten Sie, dass count die Anzahl
0pO) der Iterationen in der Schleife
count += 1 verfolgt.

m Daher wird op() zwischen [logn|
und [logn] mal aufgerufen.



ol | LIL [ [

Snippet 3.
def run(n): 4—4 = Wie oft wird op() aufgerufen?
1=0 [ Y P =
r=n
while 1 < r: C-£ = (aa =N |ude 0=
°P0 Jedte. iks 3.:— Welbrert inknall 2 42144
s A e IR R TS rens
if h(m):
N n
l=m+1 "524 n_’ _i = == e %ﬂl* = "(IE« ,'ﬂklu&")
else: 4 2 i, Eacle
r=m-1 Nn= 2c ——’wula/ﬁl(n)
# n is an integer — O(fojn)

# h returns a bool



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 3.
m Wie oft wird op() aufgerufen?
m Antwort: O(logn).

def run(n):

1=0
r=n
while 1 < r:
opQ)
m=(Q+1r)//2
if h(m):
l=m+ 1
else:
r=m-1

# n is an integer

# h returns a bool 20



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 3.
m Wie oft wird op() aufgerufen?

def run(n):
1=0 m Antwort: O(logn).
r =n
while 1 < r: m Ahnlich wie bei Snippet 2, wenn man
opQ) den Wert von r — [ betrachtet.
m=(+71)// 2
if h(m):
l=m+ 1
else:
r=m-1

# n is an integer
# h returns a bool 20



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 3.
def run(n): m Wie oft wird op() aufgerufen?
1=0 m Antwort: O(logn).

r=n
m Ahnlich wie bei Snippet 2, wenn man

while 1 < r:
op() den Wert von r — [ betrachtet.
m=(1+r1r)// 2 )
if h(m): m Am Anfang haben wirr — 1 = n.
l1=m+1
else:

r=m-1

# n is an integer
# h returns a bool 20



Asymptotische Laufzeiten mit ©

Snippet 3.
def run(n): m Wie oft wird op() aufgerufen?
1=0 m Antwort: O(logn).
r =n -
while 1 < r: m Ahnlich wie bei Snippet 2, wenn man
op() den Wert von r — [ betrachtet.
m=(1+r1)// 2 .
if h(m): m Am Anfang haben wirr — 1 =n.
l=m+1 m Bei jeder Iteration wird [ oder r auf
else: den Mittelwert m = (I + r)/2 gesetzt.

r=m-1
m Bei der Iteration ¢ gilt also immer,

# n is an integer dassn/2¢—1<r—1<n/2¢
# h returns a bool 20



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?

Snippet 4.

# pre: n is an integer
def run(n):
for m in range(0, n):

for k in range(0, m*m):

I op(O)
M=o pt

N

n3

3
]
>

n-A

N~o Kk

o

n
. 21‘2:

i=0

k3 2

42,.2 . p =

n-4
£

M=o

n-(n+1)(2n+1) _ @(ns)

n44)(2n:7)
u =0(n3)

-

21



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?
Snippet 4. m Antwort:

# pre: n is an integer Z Z 1

def run(n):
for m in range(0, n):
for k in range(0, m*m):
op(O)

21



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?

Snippet 4. m Antwort:
n—1m2-1 n—1
# pre: n is an integer Z Z 1= Z m2

def run(n):
for m in range(0, n):
for k in range(0, m*m):
op(O)

21



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?
Snippet 4. m Antwort:

# pre: n is an integer Z Z 1_Zm

def run(m): m—0 k=0
for m in range(0, n): (n —1)-n-2n-1)
for k in range(0, m*m): = 6
op(O)

21



Asymptotische Laufzeiten mit ©

m Wie oft wird op() aufgerufen?

Snippet 4. m Antwort:
# pre: n is an integer 1= m2
def run(m): nzo I;) Z
for m in range(0, n): (n —1)-n-(2n—1)

for k in range(0, m*m): =

6
op() e O(n)

21



5. Hausaufgaben




Ubung 5: Algorithmen und Effizienz

Auf https://expert.ethz.ch/enrolled/SS25/mavt2/exercises

Ubung 5: Algorithmen und Effizienz

m Asymptotische Laufzeit

m Langstes gemeinsames Prafix

m Dutch Flag (Die niederlandische Flagge)
m k-kleinstes Element

Abgabedatum: Montag 31.03.2024, 20:00 CET

KEINE HARDCODIERUNG

23



Fragen?



6. Herleitungen

Einige Formeln mit Herleitung
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Summen

n-(n+1)

@
Il
o
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Summen

n-(n+1)

7=
~.
I

[\

@
Il
o

Warum?

26



Summen

z”:i _n-(n+1)
=0 2

Warum?

Intuition

14 ...4+100=(1+100) 4+ (2+99) + (34 98) + ... + (50 + 51)

26



Summen

z”:i:n~(n+1)

1=0 2

Warum?
Intuition

14 ...4+100=(1+100) 4+ (2+99) + (34 98) + ... + (50 + 51)

Formaler?

26



Summen

27



Summen
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Summen

28



Summen

"o, n(n+1)2n+1)

9
2= 6

28



Summen

é}lz _ n(n + 1)6(2n +1)

Das muss man nicht auswendig wissen. Aber man sollte wissen,
dass es ein Polynom dritten Grades in n ist

28



Summen

Wie kommt man darauf?

29



Summen

Wie kommt man darauf? Interessanter Trick: Einerseits

n

n n n—1
Zi?’ Z@—l Zz?’ Zi3:
=1 =0 =0

1=0

29



Summen

Wie kommt man darauf? Interessanter Trick: Einerseits

n

n n n—1
Zig Z@—l Zz?’ Zi3:
=1 =0 =0

1=0

andererseits

(i—1)°

= i?—(i—-1P°=>3--3-i+1

=1 i=1

N
|
g
I
b
]
NE

29
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