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Vorwort

Das vorliegende Ubungsbuch enthilt eine umfangreiche Sammlung von Aufgaben mit
Losungen zu den Lehrinhalten in den bisher erschienenen Biichern Grundlagen der
Elektrotechnik 1 (Erfahrungssdtze, Bauelemente, Gleichstromschaltungen) und Grund-
lagen der Elektrotechnik 2 (Periodische und nicht periodische Signalformen) sowie im
Gesamtband Elektrotechnik. Die inhaltliche Aufteilung in elf Kapitel entspricht dem
Autfbau der genannten Biicher.

Jedes Kapitel enthdlt fiinf Abschnitte. Einer jeweils vorangestellten Formelsamm-
lung folgt ein Abschnitt mit leichten Verstandnisaufgaben, die nachdem das entspre-
chende Kapitel durchgearbeitet wurde, ohne weitere Voraussetzungen geldst werden
konnen. In den letzten drei Abschnitten steht die rechnerische Bearbeitung der
gestellten Probleme im Vordergrund, wobei die Aufgaben ihrem Schwierigkeitsgrad
gemdl gestaffelt sind. Wahrend die Aufgaben bei Level 3 eher praxisorientiert und
daher fast zwangsldaufig auch umfangreicher sind, handelt es sich bei den Aufgaben in
den Abschnitten Level 1 und Level 2 vielfach um Klausuraufgaben, mit deren Hilfe
eine zielgerichtete Vorbereitung auf anstehende Priifungen moéglich ist.

Hinweise zur Handhabung des Buches

Der Notation in den genannten Biichern folgend werden auch in diesem Ubungsbuch
die Bezeichnungen fiir die Koordinaten steil gesetzt. Verwechslungen wie z.B. zwi-
schen der Zylinderkoordinate p und der Raumladungsdichte p konnen damit vermie-
den werden.

Bei manchen Rechnungen wird auf Formeln aus den Lehrbiichern zuriickgegriffen.
Der Hinweis (1.36) tiber einem Gleichheitszeichen in einer Formel bedeutet z.B., dass
hier auf die Formel (1.36) aus Kapitel 1 des Lehrbuchs Bezug genommen wird. Diese
Nummern stimmen mit den aktuellen Auflagen der Lehrbiicher tiberein. Im Falle alterer
Auflagen kann es bei einigen Kapiteln zu Abweichungen kommen. Bei den Formelnum-
mern im Ubungsbuch wird die Kapitelnummer nicht vorangestellt, sodass auch hier
keine Verwechslungen moglich sind.

Hinweis fiir Studierende

Die Vorgehensweise bei der Bearbeitung der Ubungsaufgaben hat mafgeblichen Einfluss
auf die spétere Fahigkeit, Aufgaben (insbesondere auch Klausuraufgaben) eigenstiandig
und erfolgreich zu 16sen. Das einfache Nachlesen in den Lésungen ist zwar bequem,
offenbart aber nicht die Wissensliicken und bietet daher keine geeignete Vorbereitung fiir
den Ernstfall. Die Aufgaben sollten im eigenen Interesse ohne Zuhilfenahme der Lésung
bearbeitet werden, auch wenn es anfangs Miihe bereitet und erhohten Zeitaufwand
bedeutet. Die Autoren hoffen jedenfalls, dass moglichst viele Studierende diese Chancen
ergreifen und dem erfolgreichen Studienabschluss einen Schritt ndher kommen.

Erlangen Manfred Albach
Janina Fischer



Vorwort zur 2. Auflage

Vorwort zur 2. Auflage

Neben einigen kleineren Korrekturen wurden bei dieser 2. Auflage, verursacht durch
inhaltliche Erweiterungen in den bisher erschienenen Biichern Grundlagen der Elekt-
rotechnik 1 (Erfahrungssdtze, Bauelemente, Gleichstromschaltungen) und Grundla-
gen der Elektrotechnik 2 (Periodische und nicht periodische Signalformen) sowie in
dem Gesamtband Elektrotechnik, zusitzliche Aufgaben in das Ubungsbuch aufgenom-
men.

Sofern auf Formeln in den genannten Biichern Bezug genommen wird, sind die
angegebenen Nummern in diesem Ubungsbuch in Ubereinstimmung mit den folgen-
den aktuellen Auflagen:

Elektrotechnik 1 (4. Auflage), Elektrotechnik 2 (3. Auflage), Elektrotechnik (2. Auf-
lage). Anderungen gegeniiber dlteren Auflagen betreffen ausschlieflich Formelnum-
mern in den Kapiteln 3 und 8.

Erlangen M. Albach
J. Fischer
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Das elektrostatische Feld

1.1 Verstandnisaufgaben

1. In einem von der Oberfliche A eingeschlossenen Volumen befinden sich eine
Punktladung -Q sowie eine auf einer Fliche mit dem Fldcheninhalt o> homogen
verteilte Flachenladung o. Welcher Fluss tritt durch die Oberfliche des Volumens
nach aufen?

PZ
2. Fiir die Punkte P; und P, gilt J E-ds = 0. Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen:
Pl
trifft kann trifft
immer zu zutreffen nicht zu
Die Punkte P, und P, sind identisch. O O O
Das Potential in beiden Punkten ist gleich. O O O
P, und P, liegen auf der gleichen Aquipotential-
- O | O
flache.
Es ist kein elektrisches Feld vorhanden. O O O

3. Ein Wiirfel der Kantenldnge a liegt parallel zu den Achsen des kartesischen
Koordinatensystems. Er umfasst den Bereich 0 <x<a, 0 <y <aund 0 < z < a. Auf
seiner Oberflache wird die elektrische Feldstédrke

. [6E,+8E, _ y>al2
6.E,—6,E,  y=<al2

gemessen. Die Dielektrizitdtskonstante sei g. Wie grof ist die Gesamtladung des
Wiirfels?

4. Sie haben ermittelt, dass das tiber die geschlossene Oberfldche A eines Volumens
V berechnete Integral der elektrischen Flussdichte verschwindet. Uberpriifen Sie
die folgenden Aussagen:

trifft kann trifft
immer zu zutreffen nicht zu

Im Volumen V sind keine Ladungen vorhanden. | | O
An jedem Punkt der Oberfldche A ist die elek- O O O
trische Feldstdrke null.

Die Summe aller Ladungen im Volumen V ist O O O

null.




1.1 Verstandnisaufgaben

5. Die folgende Abbildung zeigt in der xy-Ebene (z = 0) das Feldbild zweier
Ladungsanordnungen, und zwar von einer im Koordinatenursprung angebrachten
Punktladung Q sowie einer entlang der z-Achse verlaufenden unendlich langen
Linienladung A.

Uberpriifen Sie in beiden Fillen, ob die Dichte der Feldlinien dem Betrag der Feld-
stiarke entspricht.

6. Eine metallische Kugel vom Radius a trdgt eine Ladung 2Q. Innerhalb dieser
Kugel befinden sich entsprechend der Abbildung drei nebeneinander liegende
kugelférmige, luftgefiillte Hohlrdume der Radien b < a/3. Im Mittelpunkt des rech-
ten Hohlraums befindet sich eine Punktladung -Q, im Mittelpunkt des linken
Hohlraums befindet sich eine Punktladung +Q.

Welche Fliachenladungsdichten o, bis g, stellen sich an den Trennfldchen A, bis A,
zwischen Metall und Luft ein?

Wir betrachten jetzt den Mittelpunkt der groBen Kugel als Ursprung des Kugel-
koordinatensystems. Welche elektrische Feldstirke E liegt auBerhalb der Kugel,
d.h. im Bereich r > a vor?




1 Das elektrostatische Feld

7. Die Platten eines Kondensators tragen die Ladungen Q. Wie dndern sich die
nachstehend angegebenen GréBen, wenn zwischen die Platten ein Dielektrikum
mit ¢, > 1 eingefiigt wird?

wird bleibt wird
kleiner gleich grofer
Die Spannung O O O
Die Ladung O | O
Die Kapazitat O O O
Die Feldstirke O O O
Die Flussdichte O O O
Die gespeicherte Energie O a O

8. Zwischen den Platten eines Plattenkondensators wird ein homogenes elektri-
sches Feld angenommen. Die Koordinaten der Punkte P;(x;y; ebenso wie der
Betrag der elektrischen Feldstédrke E sind bekannt.

NONONO)

[0)

YYVY l

0

»
>
X

QU

1. Skizzieren Sie grafisch die Verldufe der elektrischen Feldstdrke sowie des elek-
trostatischen Potentials innerhalb des Plattenkondensators als Funktion der
Koordinate x.

2. Berechnen Sie das elektrostatische Potential im Plattenkondensator an den
Punkten P, bis P,. An der Stelle x = 0 gelte ¢,(0) = ¢.

3. Bestimmen Sie die Spannungen Uy; und U,, zwischen den jeweiligen Punkten.




1.1 Verstandnisaufgaben

9. Welchen Wert hat die Gesamtkapazitét C,,, des nachstehenden Netzwerks?

(o2

a
Il
]

(o ——

(e

10. Gegeben sei ein idealer Plattenkondensator. Die Platten haben einen Abstand

d = 3 mm. Zwischen den Platten befindet sich entweder Luft oder ein Isolations-

material wie z.B. Hartpapier (Pertinax). Die Durchschlagsfestigkeit von Luft betrdgt

Eaxr = 30 kV/cm, die von Pertinax E,;, p = 5 kV/mm.

1. Was wird unter einem idealen Plattenkondensator verstanden?

2. Welche maximale Spannung U,,,,; darf an den Kondensator angelegt werden,
wenn sich zwischen den Platten Luft befindet?

3. Welche maximale Spannung U, p darf an den Kondensator angelegt werden,
wenn Pertinax als Isolierstoff verwendet wird?

11. Gegeben ist das nachstehende Netzwerk mit den beiden Kondensatoren.

Sind die beiden Kondensatoren in Reihe oder parallel geschaltet?

12. Gegeben sind fiinf Kondensatornetzwerke. Jeder Kondensator hat dieselbe
Kapazitit C.

i 1

L L

5
s o

Ordnen Sie die Netzwerke nach steigender Gesamtkapazitat.

—AHH




Das elektrostatische Feld

zur Aufgabe 1:

Der Fluss entspricht der eingeschlossenen Gesamtladung: ¥ = ca?-Q.

zur Aufgabe 2:

trifft kann trifft
immer zu zutreffen nicht zu

Die Punkte P, und P, sind identisch. | X O
Das Potential in beiden Punkten ist gleich. X | O
P, und P, liegen auf der gleichen Aquipotential-

.. O X O
flache.
Es ist kein elektrisches Feld vorhanden. O X O

zur Aufgabe 3:

In den Ebenen z = 0 und z = a tritt kein Fluss durch die Oberfldche. Die x-Kompo-
nente der Feldstdrke tritt bei x = 0 in den Wiirfel ein und bei x = @ wieder aus dem
Wiirfel heraus, liefert also insgesamt keinen Beitrag zum Fluss durch die Wiirfelober-
flache. Zur Flussberechnung gentigt die Betrachtung der Ebenen y = 0 und y = a. Mit

der Flichennormalen -é, in der Ebene y = 0 und +é, in der Ebene y = a gilt

Q= {jD-dA=g¢, j j.(féyEo)-(féydxdz) +e j aj(éyEO)-(éydxdz) =2¢,E,a”

z=0x=0 z=0x=0

zur Aufgabe 4:

trifft kann trifft
immer zu zutreffen nicht zu

Im Volumen V sind keine Ladungen vorhan-

den. = X =
An jedem Punkt der Oberfldche A ist die elek- O X O
trische Feldstdrke null.

Die Summe aller Ladungen im Volumen V ist . O O

null.




1.1 Verstandnisaufgaben

zur Aufgabe 5:

Fir die Feldstdarke der Punktladung gilt

E=¢, Qz - |fl|=E~lz.
4meyT r
Der Betrag der Feldstdrke nimmt also mit dem Quadrat des Abstandes von der Punkt-
ladung ab. Zeichnen wir nun einen Kreis um die Punktladung mit dem Radius r, dann
wird der Kreisumfang bei n Feldlinien in n gleiche Teile von der GroBe 271/n geteilt,
d.h., der Abstand zwischen den Feldlinien wéchst mit zunehmendem Abstand r von
der Punktladung linear mit r. Die Feldliniendichte in der Abbildung ist somit propor-
tional zu 1/r. Dagegen ist die Feldstirke der Punktladung proportional zu 1/r".
Fiir die Feldstédrke der Linienladung gilt nach Gl. (1.39) bzw. nach Aufgabe 1.12

Foe _*

- |]?J|=E~l

P 2me,p P

In diesem Fall sind sowohl der Betrag der Feldstdrke als auch die Feldliniendichte
in der Abbildung proportional zu 1/p.

Schlussfolgerung

Beim Feldbild der Linienladung A ist die Dichte der dargestellten Feldlinien
proportional zum Betrag der Feldstirke, und zwar unabhéngig vom Abstand zur
Ladung. Beim Feldbild der Punktladung gilt dieser Zusammenhang nicht. Hier
klingt die Feldstarke betragsméBig mit wachsendem Abstand von der Ladung Q
viel schneller ab.

zur Aufgabe 6:

In Analogie zur Gl. (1.56) gilt
Q Q 2Q

-, 0-2=0’ 0‘3:+ y U4=+ .
47 b? 47 b? 4na?

g, =

Das Feld entspricht dem Feld einer im Kugelmittelpunkt angebrachten Gesamtladung:

= 2
4me,r




Das elektrostatische Feld

zur Aufgabe 7:

wird bleibt wird
kleiner gleich grofer
Die Spannung X O O
Die Ladung O X O
Die Kapazitit a a X
Die Feldstirke X O O
Die Flussdichte O X O
Die gespeicherte Energie X a O
zur Teilaufgabe 8.1:
E(X) A P(x)
0 g x 0 d X

Im homogenen Feld ist die Feldstédrke konstant, im vorliegenden Fall also unabhén-
gig von der Koordinate x. Da die Feldstdrke in Richtung abnehmenden Potentials
zeigt, erhalten wir den im rechten Bild dargestellten Potentialverlauf. Zwei Bemer-
kungen sind an dieser Stelle notwendig:

B Wegen der konstanten Feldstdrke d@ndert sich das Potential linear mit der Koor-
dinate x.

B Da durch die Feldstdrke nur die Potentialdnderung festgelegt ist, kann zu der
Kurve ¢,(x) eine beliebige Konstante addiert werden. Erst durch Vorgabe des
Potentials an einer beliebigen Stelle, z.B. ¢,(0) = ¢, ist der Gesamtverlauf ein-
deutig bestimmt.

zur Teilaufgabe 8.2:

0

Xy
Por—Pe0 = [ErdS=—[E+dS=—[&,F-6,dx =-Fx;, > 0= g Bx,
P, 0

e

o

Analog: Pe2 = (OEO_EXZ’ Pe3 = ¢e0_EX3’ Pea = @eO_EXAL'

zur Teilaufgabe 8.3:

Ups = Peo — Pes = EX4
Uzs = Pep = Pes = (‘Peo - EXZ)_(‘Peo - EX4) = E(X4 _Xz)




1.1 Verstandnisaufgaben

zur Aufgabe 9:

zur Teilaufgabe 10.1:

Idealisierte Verhiltnisse beim Plattenkondensator bedeuten, dass

B die Flachenladungen auf den einander gegeniiberliegenden Fldachen der beiden
Platten jeweils homogen verteilt sind,

B das elektrische Feld zwischen den Platten senkrecht zu diesen verlduft und
ebenfalls homogen ist,

B das elektrische Feld aullerhalb des Plattenkondensators verschwindet,

B die Abmessungen der Plattenflichen groB gegeniiber dem Plattenabstand sein
miissen.

zur Teilaufgabe 10.2:

kv
UmHX,L = EmllX,L d= 3053111111 =9kV

zur Teilaufgabe 10.3:

kv
Umax,P = Emax,P d=5—3mm =15kV

mm
zur Aufgabe 11:

Ausgehend von dem Netzwerk kann diese Entscheidung nicht getroffen werden. Dazu
ist eine weitere Information nétig, ndmlich beziiglich welcher Anschlussklemmen das
Netzwerk zu betrachten ist. Zur Verdeutlichung zeigt die nachstehende Abbildung
zwei Moglichkeiten.

o =l =|v -Eﬁllm

2 Cl

1

(e

Beziiglich der eingetragenen Anschlussklemmen liegen die beiden Kondensatoren
im linken Teilbild parallel. Wird also eine Spannung U an die Klemmen angelegt,
dann liegt diese Spannung an beiden Kondensatoren an. Die Ladungen betragen
dann Q, = C,Uund Q, = C,U. Im rechten Teilbild liegen die beiden Kondensatoren
in Reihe. Wird eine Spannung U an die Anschlussklemmen angelegt, dann haben
beide Kondensatoren die gleiche Ladung Q. Die Spannung verteilt sich auf die bei-
den Kondensatoren, wobei die Einzelspannungen aus den Beziehungen U = U,+U,
und Q = C,U, = C,U, berechnet werden kénnen.




Das elektrostatische Feld

zur Aufgabe 12:

Der Index bei den folgenden Kapazitdten bezieht sich auf das jeweilige Netzwerk.

. 1 2
Ca = le Cb = ZC! CC = C SC =§C! Cd Z_C’ Ce =_C
2 C+3C 4 3 3

Damit folgt: C; < C, < C, < C, < G,

1.2 Level 1

Aufgabe 1.1 | Punktladung an beliebiger Position

Eine Punktladung Q, befindet sich in der Ebene z = 0 an der Stellex = a, y = b.

YA .
E(r;)
P
r
Q
b
F, 0

r,

0 a Vx

Abbildung 1: Punktladung an beliebiger Position

1. Skizzieren Sie stichpunktartig die Vorgehensweise, um die elektrische Feldstarke aus-
gehend von der Punktladung @, im allgemeinen Raumpunkt P(x,y,z) zu berechnen.

2. Bestimmen Sie die elektrische Feldstdarke im allgemeinen Raumpunkt P(x,y,z).

zur Teilaufgabe 1:

Zur Berechnung der elektrischen Feldstdrke werden folgende Schritte durchgefiihrt:
B Das Problem wird in kartesischen Koordinaten geldst.

B Die Feldstirke einer Punktladung im Ursprung wird in kartesischen Koordinaten
bestimmt.

B Die Verschiebung der Punktladung an die beliebige Position xq, yq, zq erfordert
eine Koordinatentransformation, erkennbar beim Ubergang von Gl. (2) zu Gl. (3),
wobei x durch x - xq, y durch y - yq und z durch z - 7 ersetzt werden muss.

zur Teilaufgabe 2:

Ausgangspunkt ist die elektrische Feldstérke einer Punktladung im Quellpunkt Q, berech-
net am Beobachtungspunkt P:

E(f)=-% .5 @ (1)



1.2 Level 1

Der Einheitsvektor e, zeigt radial von der Punktladung weg. Die Position der Punkt-
ladung wird durch den Vektor ry vom Ursprung zum Quellpunkt Q beschrieben. Ent-
sprechend wird die Position des Punktes P, in dem die Feldstérke berechnet werden soll,
durch den Ortsvektor ¥p beschrieben. Fiir den Abstandsvektor r zwischen den Punkten P
und Q gilt T = Tp - . Seine Linge ist durch den Betrag r = I1p - 1ol gegeben.

YA E(FP)

0 X
Abbildung 2: Punktladung im Ursprung

Wir betrachten zunédchst den Sonderfall in Abb. 2 mit einer Punktladung im Ursprung.
Wegen 1q = 0 gilt der vereinfachte Zusammenhang ¥ = Fp - Tq = Tp = €T, in dem €, dem
radialen Einheitsvektor des Kugelkoordinatensystems und r dem Abstand des Punktes P
vom Ursprung entspricht. Die Beziehung (1) lédsst sich in diesem Fall in kartesischen
Koordinaten folgendermaBen darstellen:

E(f)— Q i Q exx+éyy+ezz' @)
4mey r re 4me, ,X2+yZ+ZZ3

Befindet sich die Punktladung @, jetzt an der Stelle QQ, dann nimmt die GI. (1) die ver-
allgemeinerte Form

Q -y  Q (éxxp +eyyp+ ézzp) - (éXxQ +eyyq + ézzQ)
|3

|"!l

E(fp): Q

4mey r

w

4me,

47[80 |1'P 3

(e Xp +€y,yp +€ zp) (EXXQ +eyyq +éZzQ) ‘3

Q EX(XP—XQ)+e (y yQ) e (ZP—ZQ)

3
47[80 \/(XP—XQ)Z+(yp—yQ)2+(Zp—ZQ)2

an. Hdufig wird der Index P des Aufpunktes (Beobachtungspunktes) zur Vereinfachung
bzw. wegen der besseren Ubersicht weggelassen, sodass wir folgende Darstellung erhal-
ten:

0 [xmxg) +(y-va) +e-za)”

Fiir die eingangs gestellte Aufgabe gilt dann

i Q éx(X—XQ)+éy(y—yQ)+éZ(z—zQ). @)

E(X,y,Z): Q1 éx(x_a)+éy(y—b)+ézz.
47[80 \/(x—a)2+(y—b)2+223
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Aufgabe 1.2 | Kraft auf Punktladungen

Vier von null verschiedene Punktladungen Q, Q,, Q, und Q; liegen in der Ebene z = 0
an den Ecken eines Quadrats der Seitenldnge a, wobei sich die Punktladung QQ im
Ursprung des kartesischen Koordinatensystems und die Punktladung @, auf der
y-Achse befindet. Die Dielektrizitdtskonstante des umgebenden Raumes sei &,.

0,
A
e N
V) N
V N
Vi N
Vi N
’ N
4
a a N
4 \
e N @
1 7 N 3
« °
’
N 4
S s
N V2
4
N
\a e
\\ Vi
\ Vil
N 7’
N 7’
A s
N o/
»
>
Q X

Abbildung 1: Punktladungsanordnung

1. Welche Kraft F wirkt auf die Punktladung Q im Ursprung?

2. Welche Bedingungen miissen die Punktladungen Q, und Q, erfiillen, damit die
Kraft auf die Ladung Q verschwindet?

3. Welche Arbeit muss aufgewendet werden, um die Punktladung Q, an den Ort
x = 0,y = a zu bringen, wenn Q, = Q3 = 0 gilt?

zur Teilaufgabe 1:

Die Gesamtkraft auf die Ladung Q setzt sich aus drei Beitrdgen infolge der anderen
drei Ladungen zusammen:

3 3

E, =QY
1 i=1 47E, I

Q 1
3 .
i=1 i=

Die Abstdnde zwischen den Ladungen lassen sich mithilfe des Satzes von Pythagoras
berechnen:

r, =va? +a* =2q,

Damit ergibt sich fiir die Kraft auf die Punktladung

rn=a, I =a.

F=F 5, F, = L

—+
(Vaa) e

L
Q1 3

4me, a

+Q,
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Fiir die Abstandsvektoren gilt
. - - a . . a. a. a
T, =T~ Ty, =0-(vV2aé, )= —2as,,
L =Tp—Ig, =0-

Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt sich die Kraft der drei Ladungen auf die
Punktladung Q:

f=4§% a%(ax_ay)+ L (~8,)+—2 (-6, -8,)

e plia-arsfor o))

zur Teilaufgabe 2:

Die Kraft auf die Ladung Q verschwindet, wenn beide Komponenten F, und F, ver-
schwinden. Dabei soll die Punktladung Q; unangetastet bleiben und nur deren Ein-
fluss durch eine geeignete Wahl von Q, und Q5 aufgehoben werden:

F=0 - QQ=0Q

y

zur Teilaufgabe 3:

Die Ladung Q, befindet sich in dem von der Punktladung Q erzeugten Feld. Damit muss
Arbeit aufgewendet werden, um die Ladung gegen die Kraft, die auf diese Ladung wirkt,

zu bewegen:
a
:_%[_; 1 ]
N7 4mey | a V2a

F,=0 — Q1+%+Q3=0 - Qz=\/2(—Q1_Q3):_2\/§Q1-

o 4 L -1
w, =—QZJE°ds =— J %ey -e,d :—%{—}
J2a oY oLY
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Aufgabe 1.3 [ Influenzladungen, Feldstarkeberechnung

Eine metallische Kugel mit Radius a trdgt die Gesamtladung Q. Der Kugelmittelpunkt
befindet sich im Ursprung des Kugelkoordinatensystems. Eine ungeladene metallische
Hohlkugel mit Innenradius b > @ und AuBlenradius ¢ > b ist konzentrisch um die erste
Kugel angeordnet.

’/‘ r

Abbildung 1: Leitende geladene Kugel mit umgebender leitender Hohlkugel

1. Geben Sie die elektrische Feldstirke E im gesamten Raum 0 < r < 0 an.

2. Welche Ladungsverteilung stellt sich ein, wenn die beiden Kugeln leitend mitein-
ander verbunden werden?

3. Wie dndert sich der Verlauf der elektrischen Feldstirke in diesem Fall?

4. Geben Sie fiir die beiden Félle das Potential ¢,(r) an. Als Bezugswert kann
@,(©) = 0 angenommen werden.

zur Teilaufgabe 1:

Der gesamte Raum besteht aus vier Teilbereichen: 0 <r <a, a<r<b, b<r<c, c<r<®,

Bereich1: 0 <r < a

Die Feldstirke ist wegen der Kugelsymmetrie immer radial gerichtet E = é.E(r). Die
Ladung ist als Flachenladung auf der Oberfldche verteilt. Wie alle metallischen Kor-
per ist die Kugel im Inneren feldfrei:

E(r)=0 fir O=<r<a

Bereich 2: a<r<b

Bei Abwesenheit der Hohlkugel entspricht das Feld auBlerhalb der Kugel, d.h. im
gesamten Bereich a < r dem Feld einer Punktladung Q im Mittelpunkt der Kugel. Da
die Hohlkugel das Feld im Bereich r < b nicht beeinflusst, ist hier das Feld identisch
zum Feld der Punktladung:

E(r):ér Q fiir a<r<bh.
2
4meyr
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Bereich3: b<r<c
Auf der Oberflache der Hohlkugel, d.h. bei r = b und r = ¢, bilden sich Influenzladun-
gen aus, sodass der Bereich innerhalb der Hohlkugel ebenfalls feldfrei wird:

E(r)=0 fir b<r<c

Bereich 4: c <1 <
Das Feld auBerhalb der Hohlkugel entspricht wieder dem Feld der Punktladung:

= Q

E(r) =e, P rz fir C<T <X,
0

Insgesamt lédsst sich das Feld im gesamten Gebiet wie folgt angeben (vgl. auch Kap. 1.13.2):

- 0 0<r<a und b<r<c
E(r)=e fiir
(r) =& Q a<r<b und c<r<ow.
47e,r?
Schlussfolgerung

Metallische Korper sind in ihrem Inneren feldfrei. Die Ladung ist als Fldachen-
ladung auf der Oberfldche verteilt. Das Feld auBerhalb einer mit der Gesamt-
ladung Q geladenen metallischen Kugel entspricht dem Feld einer im Mittel-
punkt der Kugel angeordneten Punktladung Q.

Aufgrund der an der Metalloberfliche vorhandenen Fldchenladungen springt
die normal gerichtete elektrische Feldstdrke, im vorliegenden Beispiel in den
Ebenenr=a,r=bundr = c.

zur Teilaufgabe 2:

Bei leitender Verbindung verteilt sich die Ladung Q als Fliachenladung o = Q/47c? auf
der Oberfldche r = ¢. Es macht keinen Unterschied, ob die Kugel in ihrem Inneren
komplett mit Metall ausgefiillt ist oder Luftzwischenrdume enthalt.

zur Teilaufgabe 3:

Der gesamte Innenbereich r < ¢ wird in diesem Fall feldfrei:

B 0 0<r<c
E(r)=e fiir
(r)=¢ Q } C<T<oo.
4meyT

zur Teilaufgabe 4:

Die Potentialdifferenz berechnet sich nach GI. (1.30) aus

P,
Pe (P1)—¢e (P2) = fE'dé.
Py

23
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Mit dem Bezugswert ¢,() = 0 kann das Potential zundchst im Bereich ¢ <r <o
bestimmt werden:

Th.ds- s Q Q 71 Q [ 1
-, (o) = =|E-ds= dr= _dr= o
(1) ()= 0.0 JE-ds= o, Loadr= o Lar mg[ }
= Q .
4meyr

Somit entspricht das Potential im Auflenraum dem Potential der im Mittelpunkt ange-
brachten Punktladung. An der duleren Oberfldche der Hohlkugel liegt also das Poten-
tial @,(c) = Q/4ngyc vor. Innerhalb der metallischen Koérper ist wegen der verschwin-
denden elektrischen Feldstdrke auch die Potentialdifferenz null, d.h., das Potential ist
konstant. Fiir die Anordnung aus Teilaufgabe 2, bei der die Kugeln leitend verbunden
sind, gilt also

Pe (1) Q fir O<r<ec.

Bei den nicht leitend miteinander verbundenen Kugeln gilt dieses Ergebnis nur inner-
halb der Hohlkugel:

P, (1) = Q fir bs<r=<ec

4me,cC

Mit der im Bereich 2 vorhandenen Feldstédrke erhalten wir fiir das Potential den Verlauf

b

b
Q Q (1 Q| 1 Q Q
— b = —_—_— _d = —— = — + —
P (r)= e (b) = 00 (1) Ame,c 47180'[1-2 ' 4n£0[ r}r dmegb  Ameyr
Q (1 1 1 .
= ———+=| fu <rs<bh.
9. (r) 4.7'[80(6 b r) roast

Im Inneren der Kugel liegt dann wieder das gleiche konstante Potential wie auf der
Kugeloberfldche r = a vor:

¢, (1) Q (l—l+l) fir O0<r<a

" 4mey\c b a

Aufgabe 1.4 [ Kondensator, Ladungstrageranzahl

An einen Plattenkondensator der Fliche A = 4 cm? und des Plattenabstands d = 1 mm
mit Luftzwischenraum wird eine Spannung U = 100 V angelegt.

1. Bestimmen Sie die Kapazitit des Kondensators.

2. Bestimmen Sie die Gesamtladung auf der positiv geladenen Platte.

3. Bestimmen Sie die Anzahl der Ladungstrdger n auf der positiv geladenen Platte.
4

. Wie viele Ladungstréger befinden sich auf der Fldche von 1 mm?? Welche Schluss-
folgerung kann daraus gezogen werden?
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zur Teilaufgabe 1:

Fiir die Kapazitdt eines Plattenkondensators gilt

As

15 As 4cm? _ 4 _12 As
12— =8,854-102——=3,54-10"'2 = = 3,54 pF.
V 10 Y%

A
C=eg 7 =8854-107" 7=
m mm

zur Teilaufgabe 2:

Fiir die Ladung auf der positiv geladenen Platte erhalten wir

19 As _
Q=CU =3,54-10 “7100V:3,54-10 10 A,

zur Teilaufgabe 3:

Die Gesamtladung entspricht dem Produkt aus der Anzahl der Ladungstridger n mit
dem Wert der Elementarladung e = 1,602-1071% As:

3,54-1071° A
n=g=—_19—5=2,21-109.
e 1,602-107"° As

zur Teilaufgabe 4:

Die n Ladungstriger befinden sich auf der Fldche A = 4 cm?. Fiir die Anzahl Ladungs-
trdger pro mm? gilt dann 2,21-10%/400 = 5,525-10°.

Schlussfolgerung

Auf einem mm? befinden sich bei diesem Zahlenbeispiel rund 5,5 Millionen
Ladungstréger, d.h., bei der Berechnung der Feldverteilung darf von einer homo-
genen Ladungsverteilung, in diesem Fall von einer homogenen Flachenladungs-
dichte o, auf den Platten des Kondensators ausgegangen werden.

Aufgabe 1.5 | Kapazititsberechnung

Im linken Teilbild der Abbildung sind zwei halbkreisférmige, parallel liegende Leiter-
platten dargestellt. Die gesamte Anordnung befindet sich in Luft (&, = 1). Ein elektri-
sches Feld zwischen den Platten kann als homogen angenommen werden. Das Feld
auBerhalb der Platten wird vernachldssigt.

Abbildung 1: Plattenkondensator

25
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Wir betrachten zunéchst nur die Anordnung im linken Teilbild.

1. Wie grof ist die Kapazitdt C dieses Kondensators in Abhédngigkeit vom Abstand d
und dem Radius a?

2. Wie groB ist der Betrag der Fldachenladungsdichte o auf den Platten, wenn zwi-
schen den Platten eine Spannung U, anliegt?

Die obere Platte wird nun, wie im rechten Teilbild dargestellt, um den Winkel « mit
0 < a < 7 gegeniiber der unteren Platte verdreht. Zur Vereinfachung kann angenom-
men werden, dass nur im Raum zwischen den sich iiberlappenden Teilen der Platten
ein homogenes elektrisches Feld vorhanden ist.

3. Wie groB ist nun die Kapazitdt C(a) in Abhédngigkeit vom Winkel o, dem Abstand d
und dem Radius a?

4. Wie grof ist die Spannung U(a) zwischen den Kondensatorplatten, wenn U(0) = U,
ist und beim Verdrehen die Gesamtladung konstant bleibt?

zur Teilaufgabe 1:

Die Kapazitit eines Plattenkondensators ist gegeben durch die Beziehung

@77y A ma®
= g—=¢—.
0q "0 2q

zur Teilaufgabe 2:

Fiir den Zusammenhang zwischen Fldchenladungsdichte und angelegter Spannung gilt

zur Teilaufgabe 3:

Gegeniiber der Situation im linken Teilbild dndert sich jetzt die wirksame Fldche. Die
GroBe der sich gegeniiberstehenden Flachen reduziert sich entsprechend der Auslenkung:

2
a2

A(a)z(n—a)a? - Cla)=¢g(r—a)—-

2d
zur Teilaufgabe 4:

Wegen der nicht gednderten Gesamtladung gilt die Beziehung
Q=C(a)U(x)=C(0)U,,
d.h., bei abnehmender Kapazitét steigt die Spannung:

(@)= g((z)) Uo = n]—[aUO'
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Aufgabe 1.6 [ Berechnung eines einfachen Kondensatornetzwerks

Gegeben ist ein Kondensatornetzwerk aus sechs Kondensatoren. Alle Kondensatoren
haben denselben Wert C. Zwischen den Klemmen A und B liegt die Spannung U,p an.

Ao
Cl C2
UAB C3 ==
Y C, G (o ——
B o

Abbildung 1: Kondensatornetzwerk

1. Zeichnen Sie ein Ersatznetzwerk, in dem die Kondensatoren C; und C, zur Kapazi-
tat C,, sowie G, bis Gy zur Kapazitdt C,55 zusammengefasst sind, und berechnen

Sie die Kapazitdten C,, und C,55 in Abhéngigkeit von

C.

2. Zeichnen Sie ein Ersatznetzwerk, in dem die Kondensatoren C,,, C; und C,54 Zu einer
Gesamtkapazitit C,,, zusammengefasst sind, und berechnen Sie den Wert dieser

'ges

Gesamtkapazitdt in Abhéngigkeit von C.

zur Teilaufgabe 1:

Ao
OP——
U,z (0N —
A\ (O ——

B o

Abbildung 2: Ersatznetzwerk

Aus der Parallelschaltung der Kondensatoren ergibt sich C,, = C;+C, = 2C und

C456 = C4+C,5+Cs = 3C.

27
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zur Teilaufgabe 2:

A o

UAB C . I

B o
Abbildung 3: Resultierendes Ersatznetzwerk

Die Reihenschaltung aus drei Kondensatoren fiihrt mit Gl. (1.86) zu folgendem Ergeb-
nis fiir die Gesamtkapazitat:

ri _+ 1, 1 1. 1. 1. . _6.
Cps Cip C3 Cue 20 C 3C 6C ges = qq
1.3 Level 2

Punktladungsanordnung, Kraftberechnung

Drei Punktladungen liegen in der Ebene z = 0. Die erste Punktladung Q, befindet sich
im Ursprung des kartesischen Koordinatensystems, die zweite Punktladung Q, liegt
an der Stelle x = 0, y = -a und die dritte Punktladung Q,; auf einem Kreis um den
Ursprung mit dem Radius a. Die Position der dritten Punktladung Q; wird durch den
Winkel ¢ beschrieben.

P )
e N
. N
/ \
/ \
/
/ \
/ a \
/ \

/ \
/ \
/ (P \
| \
| 1

»
! | -
‘ 0o '
\ |
\ | } X
\ J
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
N /
,
N .
o -
0,

Abbildung 1: Punktladungsanordnung

1. Welche Kraft F wirkt auf die Punktladung @, im Ursprung?

2. Bestimmen Sie fiir den Sonderfall Q, = Q; alle Winkel ¢ = ¢, so, dass der Betrag
der Kraft |F,| auf die Punktladung @, infolge der Punktladung Q, allein genauso
groB ist wie der Betrag der Kraft |F| infolge der beiden Punktladungen Q, und Q;
zZusammen.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Kraft auf die Punktladung Q; im Ursprung ist durch das Produkt aus dem Wert der
Ladung Q; und der von den beiden anderen Ladungen an der Stelle von ; hervorge-
rufenen elektrischen Feldstiarke gegeben:

P (B, ).

Die elektrische Feldstdrke im Ursprung infolge der beiden Punktladungen Q, und Q;
ist gegeben durch

r = Qz v - Q3 Qa - = s
E,=e,—=— und E,=|(-e = —e, cos@—e,sing@)|.
2 y4neoaz ° ( p) 47‘[8002 4neoaz( * ? ey (p)
Ergebnis:
F= o D —-e,Q, COS(P+éy (Qz_Qs sin(p), (1)
4meya

zur Teilaufgabe 2:

Der Betrag der Kraft F auf die Punktladung Q, infolge der beiden Ladungen fiir den Son-
derfall QQ, = Q; ist

|f‘| |Q1Q2| \/COS(p (1- sm(p)

4me, a®

|Q1Q2| \/COS(p +1- 251n(p+ sm(p = |Q1QZ| ,/2 2sin @

477,’8 a* 47[80

Der Betrag der Kraft F, auf die Punktladung Q, infolge der Ladung Q, (Gl. (1) mit
Q5 = 0) ist

|0| |Q1Qz| .

4neoa

Damit kénnen die Winkel ¢ = @, aus der vorgegebenen Bedingung |F| = |F,| bestimmt
werden:

: . 1 4 57
J2-2sing, =1 — Sln(POZE - %:E und (pﬂz?.
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In Abb. 2 ist unmittelbar zu erkennen, dass die beiden Krifte F und F, fiir das Beispiel
¢o = 30° den gleichen Wert besitzen.

Abbildung 2: Kréfteparallelogramm fiir das Beispiel ¢, = 30°

Aufgabe 1.8 [ Randbedingungen und Energiedichte

Die Halbrdume y > 0 und y < 0 besitzen die Dielekirizitédtskonstanten & bzw. &,. Im Raum 1
liegt eine homogene elektrische Feldstédrke E, vor. Diese trifft unter einem Winkel « auf
die Grenzschicht.

YA

=Y

Abbildung 1: Materialsprungstelle

1. Bestimmen Sie die Komponenten E, und Ey, des Vektors E, = e.E, +é,Ey; im kar-
tesischen Koordinatensystem.

2. Bestimmen Sie die Energiedichte im Raum 1.

3. Bestimmen Sie die Komponenten von Flussdichte- und Feldstidrkevektor im Raum 2.

4. Bestimmen Sie die Energiedichte im Raum 2.

5. Fiir die Dielektrizitdtszahlen soll gelten & = ke,. In welchem Verhailtnis stehen die

beiden Energiedichten in Abhéngigkeit vom Winkel & und dem Verhiltnis k?
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zur Teilaufgabe 1:

Die Betrdge der elektrischen Feldstirke sind
E

X

zur Teilaufgabe 2:

Aus dem elektrischen Feld ergibt sich die Energiedichte im Raum 1:

1=Ejcosa und E, =-E;sina.

o) 9. - 1 /. - 1 2 2 1 9 2 .2 1 2
W, = _El'Dl2581(E1'E1)2581(EX1 +Ey1 ):ES1E1 (cos a+sin a):EelEl.

N

Bemerkung:
Wegen E, ‘E, = E,* kénnte das Ergebnis in der vorstehenden Gleichung direkt ohne
den Umweg tiber die kartesischen Komponenten angegeben werden.

zur Teilaufgabe 3:

An der Trennstelle miissen die entsprechenden Randbedingungen erfiillt werden. Fiir
die Normalkomponenten gilt:

. DyZ &€ .
Dy, =Dy, =—¢,E;sina,  Ey = P —e—E1 sina.
2 2

Fiir die Tangentialkomponenten gilt:
E., =E,=Ecosa, Dy, =¢FE,=¢F cosa.

Zusammengefasst erhalten wir im unteren Teilraum die homogene elektrische Feld-
stirke

- ~ & .
E,=eE,,+e/E —E,sina

)

v2 = € Ejcosa—e

y
und die homogene elektrische Flussdichte
D,=8.D,,+é,D

Xx2 y.

zur Teilaufgabe 4:

Die Energiedichte im Raum 2 ist

2 = €,&F cosa—ee E;sina.

1o = 1 1 .
Wy = EEZ ‘D, = E(EXZDXZ + Eyszz) = EE12 [82 cos®a +EgLsm2 aJ
2

€ £ .
=W, | —2cos’a+—Lsin®a |.
& &
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zur Teilaufgabe 5:

3,0 T
We2 &
&
Wel 275 // \\ k_ 52
SR ZER
T 1,5 /| 2
/ 1/ \\
1,0 0 7 A
0,5~ -
0
0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
—

Abbildung 2: Verhaltnis der Energiedichten

Aus der Abbildung ist zu erkennen, dass der Einfallswinkel « festlegt, in welchem der
beiden Teilrdume die Energiedichte grofer ist. Wir diskutieren im Folgenden die beiden
Grenzfille a = 0° und « = 90°. Verlduft die Feldstdrke bzw. die Flussdichte tangential
zur Trennebene, dann ist die Feldstirke stetig. Wegen der zur Dielektrizitdtszahl propor-
tionalen Flussdichte ist D = ¢E in dem Teilraum mit groBerem &Wert groBer. Fiir
& = 3, gilt D, = 3D, und damit auch w,, = 3w, bzw. w,/w,, = 1/3.

Trifft die Feldstdrke bzw. die Flussdichte dagegen senkrecht auf die Trennebene,
dann ist die Flussdichte stetig. Die Feldstdrke und damit auch die Energiedichte ist
jetzt aber in dem Bereich mit dem gréBeren &Wert kleiner.

Aufgabe 1.9

Auf den Platten eines Kondensators mit der Fliche A und dem Abstand d befinden
sich die Ladungen +Q. Zur Vereinfachung der Berechnung kann von einem idealen
Plattenkondensator ausgegangen werden, d.h., das Feld zwischen den Platten wird als
homogen angesehen und das Streufeld im AuBenbereich wird vernachlassigt.

o

Energie im Plattenkondensator

+0 |-0 w0 |0
7 7
s e e

Abbildung 1: Abstandsénderung beim Plattenkondensator
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1. Wie dndert sich die Energie, wenn der Plattenabstand bei konstant gehaltener Ladung
verdoppelt wird?

2. Wodurch wird diese Energiednderung verursacht?
3. Welche Kraft wirkt zwischen den Platten des Kondensators?

4. Wie dndert sich die Spannung, wenn der Plattenabstand verdoppelt wird?

zur Teilaufgabe 1:

Unter der vereinfachenden Annahme eines homogenen Feldes zwischen den Platten
und des verschwindenden Feldes auBerhalb der Platten betrédgt die im Kondensator
gespeicherte Energie

2
_1Q Ag 1)

e

bei doppeltem Abstand also um den Faktor 2.

zur Teilaufgabe 2:

Beim Auseinanderziehen der Platten wird mechanische Arbeit geleistet, d.h., dem Sys-
tem Plattenkondensator wird Energie zugefiihrt. Dieser Energiezuwachs kann aus dem
Wegintegral der Kraft berechnet werden:

zur Teilaufgabe 3:

Da sich die Gesamtladung und damit auch die Flachenladungsdichte o bei der Abstand-
sdnderung nicht dndert, miissen die senkrecht auf der Plattenoberfldche stehenden Kom-
ponenten von Flussdichte und Feldstdrke ebenfalls gleich bleiben. Damit ist auch die
Kraft auf die Platten unabhédngig vom Plattenabstand. Das Wegintegral vereinfacht sich
zu einer Multiplikation AW, = FAd, sodass die Kraft F unmittelbar angegeben werden
kann:

Ad 2e0A  2¢

AW, @ Q° Qo _1 ..
2

zur Teilaufgabe 4:

Die Spannung als das Integral der elektrischen Feldstdrke wird sich wegen der kons-
tanten Feldstdarke von Ed auf 2Ed ebenfalls verdoppeln.
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Aufgabe 1.10 | Flussberechnung

Gegeben ist ein homogenes elektrisches Feld E = E,g,. Das Feld durchsetzt eine senk-
recht dazu angeordnete halbkugelformige Fldche Ag mit der Flachennormalen n = €,
und dem Kugelradius a. Der Mittelpunkt dieser halbkugelformigen Fldche Ay liegt im
Ursprung eines Kugelkoordinatensystems (r,9,¢). Auf der z-Achse befindet sich an der
Stelle z = a/2 eine Punktladung Q.

‘1

"% LQ\A
pin

E=E@é, /Aﬁ

Abbildung 1: Fluss durch Hiillflache

\

\/

Y

ol

Yi

Welchen Wert muss die Punktladung annehmen, damit der elektrische Fluss ¥ durch
die Fldache Ay insgesamt verschwindet?

Wir berechnen zunéchst den Fluss ¥y durch die halbkugelférmige Flache Ay infolge
des homogenen Feldes. Dazu betrachten wir die in Abb. 2 dargestellte Halbkugel.

\

/
| /\A _
/

| hi=g

Abbildung 2: Fluss durch Ay infolge des homogenen Feldes

Da sich keine Ladungen innerhalb der Halbkugel befinden, muss der durch die Flache
Ag nach auBlen hindurchtretende Fluss gleich sein zu dem Fluss, der durch die kreis-
férmige Bodenfliche 7a? in die Halbkugel eintritt:

1IJE= J‘J‘ f)'dAzgoEXnaz.
Bodenfldche

Bemerkung:
Die umstédndlichere Rechnung durch Integration iiber Ay fiihrt zu dem gleichen Ergebnis:

1I’E:ﬂ13 dA = ”e eoE, *dA = ¢, E, ” e, e, a’sinddode
Ak

Ak smﬂ cos@

/2 7w /2
= ¢, E a* J. cos((p)J.sinZ (0)do dep=¢, EXaZ% J. cos(¢)de = ¢y E,a® .
—m/2 0 /2
/2 2
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Benotigte Zwischenschritte:
€. e =¢€, - (éxsinf}cosq)+ e sindsinp+e, cosﬁ) = sindcoso,
43

J. sin? (x)dx = l[X—sinx cosx| |n -z
0 2 o 2

Im néchsten Schritt wird der Fluss ¥, durch Ag infolge der Punktladung Q berechnet.
Anhand der Beziehung

w={{D-dA=Q
wird deutlich, dass bei einer Vollkugel der Fluss ¥ = Q durch die Oberfliche Agtritt.

Aus Symmetriegriinden tritt somit durch die rechte Halbkugel der Fluss ¥, = /2. Der
Wert der Ladung Q kann aus der Forderung

!
V=W, +W,=¢gEna®+Q/2=0
bestimmt werden und liefert das Ergebnis

Q=-2¢,E,a”.

Aufgabe 1.11 | Kondensatoren mit abschnittsweise unterschiedlichem Dielektrikum

Zwei Plattenkondensatoren mit gleichen Abmessungen sind jeweils zur Hélfte mit
unterschiedlichen Materialien der Dielektrizitdtskonstanten & bzw. &, ausgefiillt.

Abbildung 1: Kondensatoren mit bereichsweise unterschiedlichem Dielektrikum

1. Berechnen Sie die Kapazitit C, fiir den Fall, dass die Materialien {ibereinander ange-
ordnet sind. Die Streufelder im AuBenbereich sollen dabei vernachldssigt werden.

2. Berechnen Sie unter der gleichen vereinfachenden Annahme die Kapazitdt C, fiir
den Fall, dass die Materialien nebeneinander angeordnet sind.

3. Welcher Kondensator besitzt fiir ¢ # ¢, die groflere Kapazitat?

4. In welchem Verhiltnis stehen die Energiedichten in den Dielektrika der beiden Kon-
densatoren, wenn an die Eingangsklemmen eine Spannung U angelegt wird?
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zur Teilaufgabe 1:

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Kapazitit ist die Beziehung C = Q/U. Wir miis-
sen also entweder die Ladung Q (+Q auf der einen Platte und -Q auf der anderen
Platte) vorgeben und die zugehorige Spannung U berechnen oder umgekehrt. Die
Ladungen werden sich als Fldchenladungen = o auf den Platten verteilen. Die von den
Ladungen hervorgerufene Flussdichte steht senkrecht auf den Platten und zeigt von
der positiv geladenen Platte zur negativ geladenen Platte. An der Ubergangsstelle zwi-
schen leitender Platte und Dielektrikum nimmt die Flussdichte den Wert der Flachen-
ladung an.

Die Materialsprungstelle erfordert von den Feldgr6Ben die Erfiillung weiterer Rand-
bedingungen. Im linken Teilbild steht die Flussdichte senkrecht auf der Trennebene
zwischen den beiden Materialien und muss, da es sich um eine Normalkomponente
handelt, an der Materialsprungstelle stetig sein, d.h., die Flussdichte nimmt in beiden
Materialien den gleichen Wert an:

_Q

ab
Zur Berechnung der Spannung zwischen den Platten miissen wir die elektrische Feld-
stiarke von der positiv geladenen Platte zur negativ geladenen Platte integrieren. Auf-

grund der unterschiedlichen Dielektrizitdtszahlen erhalten wir fiir die Feldstédrken in
den beiden Materialien die unterschiedlichen Werte

E, D und E, :&.
& &2

Da die Feldstdrke innerhalb eines Materials einen konstanten Wert aufweist, geht die
Integration in eine einfache Multiplikation der Feldstdrke mit der jeweiligen Lange tiber:

diz d
U= j E,ds+ j Ezds=Emi+En2i=[i+ﬂ]i=g[i+iji
0 dra 2 2 & & )2 able & )2
Fiir die Kapazitét gilt dann
-1
g =Q_2b(1 1) _2ab &g (1)
U d\g ¢ d ¢ +e,

Bemerkung:

Wir hitten die Kapazitit auch auf andere Weise berechnen kénnen. Da die Trennfldche
zwischen den beiden Materialien eine Aquipotentialflache darstellt, diirfen wir in diese
Trennfldche eine diinne leitende Folie einlegen, ohne dass sich die Feldverteilung dabei
dndert. Damit kénnen wir den Kondensator im linken Teilbild als eine Reihenschaltung
von zwei Kondensatoren ansehen. Der erste besitzt den Plattenabstand d/2 und ist mit
dem Material ¢, gefiillt, der zweite besitzt den gleichen Plattenabstand und ist mit dem
Material ¢, gefiillt. Die beiden bekannten Kapazitdten

,_&ab
T d/2

.. &ab

und G
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werden in Reihe geschaltet und liefern das gleiche Ergebnis

_ GGy 2ab ge
oA d g +e

zur Teilaufgabe 2:

Betrachten wir nun den Kondensator im rechten Teilbild. Jetzt verlduft die Material-
trennschicht tangential zu den Feldlinien. In diesem Fall muss die elektrische Feld-
stidrke an der Trennschicht stetig sein. Da die Feldstérke auch nicht von dem Abstand
zu den beiden Platten abhingig ist, liegt im gesamten Bereich die gleiche elektrische
Feldstédrke vor:

U
El =E2 ZE.

Als Konsequenz erhalten wir in den beiden Teilrdumen unterschiedliche Flussdichten
D, =¢E und D,=¢FE,

und wegen Gl. (1.54) auch unterschiedliche Flachenladungsdichten auf der linken und
rechten Plattenhalfte:

U
0,=D, =¢E; =€1E und o0, =82%.
Die Gesamtladung kann wegen der innerhalb der Plattenhélften jeweils konstanten Fla-
chenladungsdichten durch einfache Multiplikation bestimmt werden:

ab ab
=0, —+0,— = (g, +&y)——.
Q=0,—+0,—=(e1+e) o~
Damit ist auch die Kapazitit dieses Kondensators bekannt:

C, =g=(€1+82) (2)

U 2d’
Bemerkung:

Auch in diesem Fall kénnen wir die Ausgangsanordnung auffassen als Zusammenschal-
tung (in diesem Fall Parallelschaltung) zweier Kondensatoren mit jeweils halber Plat-
tenbreite ab/2 und gleichem Plattenabstand d. Der erste ist nur mit dem Material &, aus-
gefiillt, der zweite nur mit dem Material &,. Die beiden Einzelkapazitdten

&,ab

2d

= g,ab und  G=

2d

werden parallel geschaltet und liefern infolge der Addition das Ergebnis (2).

Zum Abschluss konnen wir die Ergebnisse noch kontrollieren, indem wir den Son-
derfall gleicher Materialien ¢, = &, = ¢betrachten. Aus beiden Gleichungen (1) und (2)
erhalten wir das bekannte Ergebnis C = cab/d.
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zur Teilaufgabe 3:

Die Aussage & * &, ldsst sich auch folgendermaBlen formulieren: & = kg, mit k # 1. Fiir
das Verhiltnis der beiden Kapazititen erhalten wir mit den Gln. (1) und (2) den Ausdruck

ﬂ:@ L ﬁ: 4ei8y 4k
C, d (81+£z)zab (£1+ez)2 (I<+1)Z

1,0

. SN
Ve TN
0 /| N
/ \

0,01 0,1 1 10 100
—> [

Abbildung 2: Verhéltnis der beiden Kapazitaten

Schlussfolgerung

Obwohl der Materialaufwand bei beiden Kondensatoren in Abb. 1 identisch ist,
ist die Kapazitidt C, des linken Kondensators mit den iibereinandergeschichteten
Dielektrika immer kleiner als die Kapazitdt C, des rechten Kondensators mit den
nebeneinander angeordneten Dielektrika. Lediglich im Sonderfall gleicher Mate-
rialien & = ¢, sind beide Kapazitédten gleich.

zur Teilaufgabe 4:

In den folgenden Gleichungen werden wir die Indizes / und r verwenden, um die Zuge-
horigkeit der Ergebnisse zur Anordnung im linken bzw. rechten Teilbild der Abb. 1 zu
kennzeichnen. Wir betrachten zundchst wieder den Kondensator im linken Teilbild. Mit
den Feldstarken und Flussdichten aus Teilaufgabe 1 erhalten wir die Energiedichten

(1.101) 1 1(QY 1 1 (QJZ
w, = —ED =—| > und w.,, =—ED,=—17 =
oLl 2 1 281[ab Bl T g e 2e,\ ab

in Abhéngigkeit der Ladungen. Die Abhéngigkeit von der angelegten Spannung erhalten
wir mithilfe der GI. (1):

2 2
Wy, -1 E&U und  w,,, -t Eﬂ(] .
o 2e\ d e +e T 2\ d e te
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Fiir den Kondensator im rechten Teilbild erhalten wir mit den Ergebnissen der Teil-
aufgabe 2 die Energiedichten

2)2

7

3 e (UY 3 3
w =?1E12=?1(E) und w =?2E22=—2(

el,r e2,r
2

Schlussfolgerung

Beim Kondensator C; gilt w,,;/w,, ;= &/&,, d.h., die Energiedichten stehen im
umgekehrten Verhéltnis der Dielektrizitdtszahlen. Beim Kondensator C, gilt
Weor/Werr = &/&, d.h., die Energiedichten stehen hier im gleichen Verhiltnis wie
die Dielektrizitdtszahlen.

1.4 Level 3

Aufgabe 1.12 | Linienladungsanordnung, Feldstarkeberechnung

Die folgende Abbildung zeigt zwei Fille mit einer in z-Richtung unendlich ausgedehnten
homogenen Linienladung A, die sich im ersten Fall im Koordinatenursprung x = 0,y = 0
und im zweiten Fall an der Stelle x = a, y = b befindet.

YA YA
R ®

A
_? g g
> >
X a X

Abbildung 1: Homogene Linienladung an unterschiedlichen Positionen

1. Bestimmen Sie die elektrische Feldstirke E einer homogenen Linienladung A auf
der z-Achse (linker Teil der Abb. 1).

2. Bestimmen Sie die elektrische Feldstirke E einer homogenen Linienladung 4, die
an die Stelle x = a und y = b verschoben ist (rechter Teil der Abb. 1).

Als Erweiterung der Aufgabenstellung betrachten wir zwei in z-Richtung unendlich
ausgedehnte homogene Linienladungen 4, und A,, die sich gemall Abb. 2 in der Ebene
y = 0 an den Stellen xg; = a und xq, = -b befinden.

39



Das elektrostatische Feld

40

Yy
Y0P
A,
A, P, A
—@ O —>
-b ZT a X

Abbildung 2: Anordnung aus zwei Linienladungen

3. Bestimmen Sie die elektrische Feldstirke E im gesamten Raum.

4. Berechnen Sie die Potentialdifferenz A ¢, zwischen dem Punkt P, im Ursprung und
einem beliebigen Punkt P, auf der y-Achse mit den Koordinaten (0,y,,0).

Hinweis: Ia 7 dX=%1I1(ClZ+XZ).

zur Teilaufgabe 1:

Die von der Koordinate z unabhéngige Linienladung ruft eine p-gerichtete Flussdichte
hervor, die aufgrund der rotationssymmetrischen Anordnung auch nur vom Abstand
zur Linienladung abhingt: D = €,D(p). Zur Bestimmung dieser Flussdichte wird als
Hiillflache ein die Linienladung A konzentrisch umschlieBender kreisformiger Zylinder
angenommen. Die Integration der Flussdichte ist iiber die Mantelfliche des Zylinders,
d.h. iiber die Koordinaten ¢ und z auszufiihren. Da aber die Flussdichte von diesen bei-
den Koordinaten unabhéngig ist, kann die Integration durch eine Multiplikation der
Flussdichte mit der Zylinderflache ersetzt werden:

Q:(ﬁﬁ-df&: ” épD(p)-épdA= i[ Z:-[[ D(p)pd(de:D(p)p lj 2]‘[ d(de:D(p)anl.

Mantel z=0 ¢=0 z=0 ¢=0

Mit der innerhalb der Lénge / befindlichen Ladung Q = A/ kann die Flussdichte und
damit auch die Feldstdrke durch die Linienladung ausgedriickt werden:
Q A = 1

D(p)=—>=-2 - D=é,—, E-=
(p) 27pl  27p P 27p
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zur Teilaufgabe 2:

Mit den Erkenntnissen aus Aufgabe 1.1 stellen wir zunéchst die Flussdichte einer
Linienladung im Ursprung in kartesischen Koordinaten dar,
=
D=e,—
27p

A extey ] exteyy

2m p2 _E xz+yz

= (éx cosQ+e sin(p)iz
v 27

und fithren anschlieBend die Koordinatentransformation durch. Damit erhalten wir
das Feld einer an die Stelle x = a und y = b verschobenen homogenen Linienladung:

i y) éx(x—a)+éy(y—b).
27e (X—a)2+(y—b)2

zur Teilaufgabe 3:

Befinden sich nun zwei Linienladungen an unterschiedlichen Stellen auf der x-
Achse, so werden die Felder der einzelnen Ladungen iiberlagert. Mit xq; = a fiir das
elektrische Feld E, der Linienladung 1, sowie xq, = -b fiir das elektrische Feld E, der
Linienladung A, liefert die Uberlagerung

FF, +F,

1 5 Al(x—a) N iz(Xer)z}réy[( Ay n Ay 2] ) (1)

_2”50 * (X—a)2+y2 (X+b)2+y X—a)2+y2 (X+b)2+y

zur Teilaufgabe 4:

Die Potentialdifferenz kann durch Integration der Feldstdrke vom Punkt P, zum Punkt
P, berechnet werden. Dabei wird die y-Komponente des elektrischen Feldes bei x = 0
eingesetzt:

Py Y1 1
R = 1 Ay Ay
Ap,=|E+ds= | E-e dy= "2 d
Pe .[ .[ y e, .([ [az_l_yz b2+y2J y

¥
= 271180 {/11 [%ln(az +y2)} ) + 1, [%ln(bz +yz)} 01}

2 2 2 2
- {Alln[a 7 J+lzln(b N H
4me, a b

b4
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Aufgabe 1.13 | Feldstarke- und Energieberechnung

Abb. 1a zeigt eine leitende Kugel mit Radius a, auf die eine Gesamtladung Q aufge-
bracht ist. In Abb. 1b ist die gleiche Gesamtladung homogen im Vakuum verteilt, und
zwar ebenfalls in einem kugelfsrmigen Bereich mit Radius a.

e

0

Abbildung 1: Ladungsverteilungen

1. Wie ist die Ladung auf der Kugel in Abb. 1a verteilt? Geben Sie die Ladungsdichte an.
2. Wie ist die Ladung in Abb. 1b verteilt? Geben Sie die Ladungsdichte an.

3. Geben Sie fiir beide Anordnungen die elektrische Feldstidrke in jedem beliebigen
Punkt P an.

4. Geben Sie fiir beide Anordnungen das elektrostatische Potential in jedem beliebi-
gen Punkt P an. Verwenden Sie als Bezugspotential ¢,(r — ) = 0.

5. Berechnen Sie jeweils die in den beiden Anordnungen gespeicherte Energie.

zur Teilaufgabe 1:

Die Ladung verteilt sich als Flachenladungsdichte gleichmé&Big auf der Kugeloberflédche:
Q__Q

— — =

A 4ma

zur Teilaufgabe 2:

Die Ladung verteilt sich im Volumen als Raumladungsdichte:

Q Q 3Q
=== 1
P 74 éna3 ard® @

zur Teilaufgabe 3:

Anordnung a:
Das Innere der leitenden Kugel ist ladungs- und auch feldfrei: E = 0 fiirr < a.
Im AuBenraum verhélt sich das Feld wie bei einer Punktladung Q im Kugelmittelpunkt:

E=¢, Qz fir r>a.
4meyT

In der Ebene r = a springt die Feldstédrke infolge der Flachenladung.
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Anordnung b:

Die Anordnung ist kugelsymmetrisch, d.h., die Flussdichte besitzt nur eine von der
Koordinate r abhéingige Radialkomponente D = & D(r). Fiir den Fluss durch die Ober-
fliche einer Kugel erhalten wir damit allgemein

w={{p-dA=  [[&D(r)-6dAa=D(r) [[dA =aar’D(r)-
A Kugeloberfliche Kugeloberfliche

Da dieser Fluss jeweils der innerhalb der Kugel mit Radius r enthaltenen Gesamtladung
entspricht, muss eine Fallunterscheidung in die Bereiche r < @ und r > a vorgenommen
werden.

Bereichr < a:
W =47r’D J.J'J.pdV pIHdV p an - D(r)=p§. (2)

Fiir die elektrische Feldstédrke ergibt sich somit

- (1)
E:érm e, Pr €, Q r fir r<a (3)

3
& 380 47‘[80 a

Bereichr > a:

Sobald der Integrationsbereich zur Berechnung des elektrischen Flusses aulerhalb der
ladungsbesetzten Kugel liegt, wird immer die Gesamtladung (Q eingeschlossen. For-
melméBig ergibt sich dieses Ergebnis, da bei der Integration der Raumladungsdichte
iiber die Koordinate r nur der Bereich r < a einen Beitrag zum Integral liefert:

(1 16) a Q
Y=4 D dv = = -  D(r — = )
O N =
. 3
:éID(r):ér Pa__, Q - fir r>a
& 3ggT 4meyr

Innerhalb der Raumladungskugel steigt die Feldstédrke linear vom Wert 0 im Mittelpunkt
bis zum Wert Q/47&,a? auf dem Radius r = a an. AubBerhalb der Kugel gilt die gleiche
Losung wie bei der Anordnung a. Auf der Kugeloberfldche ist die Feldstérke stetig.

Die Abb. 2 zeigt den von der Koordinate r abhédngigen Feldstdrkeverlauf fiir die bei-
den betrachteten Ladungsanordnungen.

E(r) E(r)A

Abbildung 2: Betrag der Feldstarke in Abhangigkeit von der Koordinate r
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zur Teilaufgabe 4:

Im AuBenraum r > a erhalten wir bei beiden Anordnungen das gleiche Potential wie
bei einer Punktladung im Ursprung:

127 Q . @

Pell) =
4meyT

Bei der leitenden Kugel in Anordnung a verschwindet die Feldstdrke im Innenbereich,
das Potential als das Integral der Feldstdrke dndert sich daher nicht und ist im gesamten
Innenbereich identisch zu dem Potential auf der Kugeloberflache. Ein leitender Kérper
hat im elektrostatischen Feld ein konstantes Potential.

Betrachten wir jetzt die Anordnung b. Das Potential in einem Punkt rp < a erhalten
wir durch

Y T 4rey a
Q Q [»]
= 3J.rdrz sl =l = 3(a —rp)
dmeya’ ; 4meya’ | 2 8mega
P

Ersetzen wir wieder rp durch r, dann gilt resultierend

po (1) = po (@) + —2— (a* -1?) 2 LJFL(az_rZ):L[E_iJ.

8me,a® 4mega  8meya’ ameqal 2 242
Die Abb. 3 zeigt den Verlauf des elektrostatischen Potentials fiir die beiden Anordnungen.

?.(r) A P.(1) A

?.(a) v.(a)

\

Abbildung 3: Potential in Abhéngigkeit von der Koordinate r

zur Teilaufgabe 5:

Anordnung a:
Die Anordnung stellt einen Kondensator dar. Die Kugeloberfldche ist die eine Elek-
trode, die unendlich ferne Hiille die andere Elektrode. Die Energie berechnet sich aus

-~ Y
~Y

wo=lepro1Q@ 01
) 2 C 2 4meqa’
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Alternativ kann auch von der in einem Kugelkondensator gespeicherten Energie nach
Gl. (1.105) ausgegangen werden, wobei & = g, gesetzt und der Grenziibergang b — «
durchgefiihrt werden muss.

Anordnung b:
Im Bereich r > a ist die gleiche Energie wie in Anordnung a gespeichert. Allerdings
kommt bei Anordnung b noch die Energie innerhalb des kugelformigen Bereichs hinzu:

2 2w

1 @ 1 Pt . p
w, _EwEDdV = EQ dv= ™ £

a P
Irzrzdrsinﬁdﬂd¢= —2-2m.
o 18¢, 5

S —3

Die Gesamtenergie ist bei der Anordnung b gemaf

2 2.5 (1) 2 1
W, = L0, 2 € (1+—)

8% Bmeya 45, 8me,a 5

um den Faktor 1,2 grofer.

Aufgabe 1.14 | Kapazitatsberechnung

Zwei Metallkugeln mit den Radien r; und r, befinden sich im Mittelpunktsabstand a
mit a >> r; und a >> r,. Die Dielektrizitatskonstante des umgebenden Raumes sei &,.

A

a

\

Abbildung 1: Zwei leitende Kugeln

1. Bestimmen Sie die Teilkapazitidt zwischen den beiden Metallkugeln.

2. Welche Arbeit muss geleistet werden, wenn die beiden Kugeln die Ladungen +QQ
tragen und der Abstand zwischen den Kugeln auf 2a verdoppelt werden soll? (Fiir
die Berechnung kénnen die Ladungen als Punktladungen in den Kugelmittelpunk-
ten angenommen werden.)

zur Teilaufgabe 1:

Zur Berechnung der Teilkapazitit werden die Ladungen +QQ auf den beiden Kugeln
angenommen und die sich einstellende Potentialdifferenz zwischen den beiden Kugeln
berechnet. Das Koordinatensystem wird so gewdhlt, dass der Mittelpunkt der linken
Kugel mit dem Ursprung zusammenfillt.

Eine geladene Metallkugel mit der Ladung Q erzeugt in ihrem AuBlenraum das glei-
che Feld wie eine Punktladung Q im Mittelpunkt der Metallkugel.
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Somit ergibt sich das elektrische Feld E, infolge der linken Metallkugel auf der x-Achse

im Bereich x > r;* zu

Fo_s _Q
E=e,——
4megX

sowie das elektrische Feld E, infolge der rechten Metallkugel auf der x-Achse im
Bereich x < a-r, zu

Mit der Uberlagerung der beiden Beitrige

- - = _ 1 1
E=E +E,=e, Q —+ 5
4me | X (a—x)

berechnet sich die Spannung aus der Potentialdifferenz:

P, a-r,
. 1 1 L
UZJ.E'dSZi —2+—2e ce,dx
P, 4me, W X (a—x)

1 1
- 21,
4mey | X a-—x

Fiir die Teilkapazitdt zwischen den beiden Metallkugeln erhalten wir das Ergebnis

-1
CZQ:4MO(1_L+1_ 1 ]
U

n a-r, I, a-n

a-r,

Q ( LI SO B J

N 4meg\ a-r, r I, a-n

-1
a>>r , a>>r, 1 1 2 4me,anr,
R [_Jr___J :% (1)
a

n 5 a L+1,)-2n1,
zur Teilaufgabe 2:

Eine erste Moglichkeit besteht darin, das Wegintegral der Kraft zu berechnen. Die linke
Kugel mit der Ladung Q befinde sich mit ihrem Mittelpunkt im Ursprung des kartesi-
schen Koordinatensystems. Die rechte Kugel mit der Ladung -Q wird vom Punkt x = a
zum Punkt x = 2a bewegt. Dafiir ist folgende Energie notig:

Zua 2a . 2a Qz Qz 2a 1
W,=-—|F-edx=-| (-QE,)-e,dx= | e, ——+e,dx = —dx
e ) X ,1.( Q 1) X { X4J-[g XZ X 4.7[80J.XZ

Zag

1 Die Feldstiirke E; ist im Bereich der rechten Kugel a-r, < x < a+r, ungleich null, d.h., es werden
Ladungen auf der Oberfliche der rechten Kugel influenziert, um diese Kugel zur Aquipotenti-
alfldche bzw. die Feldstdrke im Inneren dieser Kugel zu null zu machen. Der Beitrag dieser in-
fluenzierten Ladungen zur Spannung zwischen den beiden Kugeln kann aber unter den
gemachten Voraussetzungen a >> r; und a >> r, vernachlidssigt werden. Bei einem geringen Ab-
stand zwischen den beiden Kugeln muss dieser Einfluss beriicksichtigt werden und die Rech-
nung wird wesentlich komplizierter.
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Alternativ kann auch die Differenz der in den beiden Zustdnden im System gespei-
cherten Energie berechnet werden. Im Ausgangszustand gilt

(1.94) 1 QZ (1) Qz 1 1 1 2
Wy = - =——| —+—-=|.

2C 2 4meg\p I, a

Bei doppeltem Abstand erhalten wir die Energie

2
w, -2 1 [i+l_i}

2 4meg\nn 1, 2a

Die zu leistende Arbeit entspricht der Differenz

QZ
We :Wez_Wl =

7 grega
Aufgabe 1.15 | Flussberechnung

Im Ursprung des zylindrischen Koordinatensystems (p,9,z) befindet sich eine Punkt-
ladung Q.

Abbildung 1: Punktladung im Ursprung

1. Bestimmen Sie den elektrischen Fluss ¥, durch die Mantelfldche p = a im Bereich
O<z<h.

2. Bestimmen Sie den elektrischen Fluss W, durch die Deckfldche in der Ebene z = h.

3. Stellen Sie den auf die Ladung Q bezogenen Fluss ¥,,in Abhéngigkeit der bezoge-
nen Abmessung h/a grafisch dar.

dx X xdx 1

32 =
(az +X2) N

(az +X2)3/2 o \/az +x° ‘
zur Teilaufgabe 1:

Mit dem Fluss durch die Mantelfldche

’

Hinwelis: I

‘I’M=Jjﬁ-dA=sojjfl'dA=£OII4S£ ria'épad(pdz (1)
A A A 1‘; T
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und dem in der Abbildung eingetragenen Vektor

Q__h @

Q hax a’*dedz Qa dz Qd* z
00 0 \/a +h

aZ\/a2 +72

zur Teilaufgabe 2:

Fiir den Fluss durch die Deckflache gilt in Analogie zur Gl. (1)

r -
Wy = e [[-2- L -8,0dpdo
4me _—
A0

! dA
E

und mit

r=rf,-0=¢p+eh, r=[|=\p’+h*, F-é,=h
folgt:

q,ngﬁ” hpdedp zQ_hT pdp _Qh| 1
4”00(pz+hz)3/2 2 o(p2+h2)3/2 2| Jp*+h .
:Q_h{_ 1 +L}Q{1_L}
2 Na* +h? \/]TZ 2 va® +h?

Bemerkung:

Der von der Punktladung insgesamt ausgehende Fluss entspricht nach Gl. (1.36) dem
Wert der Ladung. Wir haben die gesamte Flussdichte {iber den oberen Halbraum inte-
griert, sodass ¥, + ¥p = Q/2 gelten muss.

zur Teilaufgabe 3:

Fiir die Auswertung wird die Beziehung (2) in der normierten Form

lPM 1 h/a

Q 2 h1+(h/a)’

zugrunde gelegt. Die beiden Grenzfille ergeben sich durch eine Grenzwertbildung:

limqj—M:limlL:O, lim Py :lim1 h/a :l.

b0 Q h>02 iy (hyq)? o Q=2 1y (h/a)? 2

Die Abb. 2 zeigt die Flussverteilung bezogen auf die Ladung. Insgesamt kann der Zylin-
der mit maximal der Hilfte des Flusses durchsetzt werden, da die andere Hélfte des
Flusses den Bereich z < 0 durchsetzt. Mit wachsender Hohe des Zylinders tritt mehr
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Fluss durch die Mantelfliche und entsprechend weniger durch die Deckfldche, die
Summe aus beiden Fliissen ist aber immer Q/2.

0,5

T
Fluss durch I | —
For .4 die Deck- —
QO | flache
T 0,3 /
/
0,2 Fluss durch die
Mantelflache
0,1
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5
—» Ji/a

Abbildung 2: Flussaufteilung zwischen Mantel- und Deckflache

Aufgabe 1.16 | Raumladungsverteilung, Feldstarkeberechnung

Innerhalb einer Kugel vom Radius b mit der homogenen Raumladungsdichte p; befindet
sich ein kugelférmiger Bereich mit dem Radius a < b, in dem die Raumladungsdichte
den um p, gednderten Wert p;, + p, aufweist. Der Mittelpunktsabstand der beiden Kugeln
ist ¢ < b-a. Die z-Achse eines Koordinatensystems wird so gewdhlt, dass die Mittel-
punkte der beiden Kugeln auf der Achse liegen. Es gelten die dielektrischen Eigenschaf-
ten des Vakuums.

Abbildung 1: Raumladungsverteilung

1. Geben Sie die elektrische Feldstiarke in kartesischen Koordinaten an, die alleine von
der Raumladungsdichte p; auf der z-Achse im Bereich -b <z < b hervorgerufen
wird.

2. Geben Sie die elektrische Feldstarke in kartesischen Koordinaten an, die alleine von
der Raumladungsdichte p, auf der z-Achse im Bereich -b <z < b hervorgerufen
wird. Unterscheiden Sie dabei die Bereiche 1. -b < z < ¢-a, 2. ¢-a < z < ¢+a und 3.
cta<z<bh.

3. Wie lautet die gesamte elektrische Feldstédrke auf der z-Achse im Bereich c-a < z < c+a
fiir den Fall, dass die kleine Kugel mit Radius a raumladungsfrei ist?
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zur Teilaufgabe 1:

Die elektrische Feldstdrke konnen wir aus Aufgabe 1.13 Gl. (3) tibernehmen, wobei
hier die Bezeichnungen e durch €,z und p durch p, zu ersetzen sind:

E,=6,PLz fir -b<z<b.
3¢,

zur Teilaufgabe 2:

Bereich 2: c-a < z < c¢+a (innerhalb der Raumladungskugel p,)

Im Bereich innerhalb der Raumladung p, gilt dieselbe Formel wie in Teilaufgabe 1,
wobei jetzt aber aufgrund der auf der z-Achse verschobenen Raumladung er durch
e,(z-c) zu ersetzen ist:

E, = EZ&(Z—C) fiir c-a<z<cta.
3¢gg
Bereiche 1 und 3: (auBlerhalb der Raumladungskugel p;)

Das elektrische Feld auBerhalb einer Raumladungskugel vom Radius a entspricht
allgemein dem Feld einer im Mittelpunkt angebrachten Gesamtladung, d.h. einer
Punktladung:

3
e PV o P AmA o py

fi-s,
T T T
4me,r? 4me,r? 4meyr® 3

Mit den Bezeichnungen der vorliegenden Aufgabe gilt r? = (z-¢)?. Im Bereich 1, d.h.
fiir z < ¢-aq, ist €, durch -e,, im Bereich 3, d.h. fiir z > ¢+a, ist €, durch +e, zu ersetzen,
sodass wir das folgende Ergebnis erhalten:

~ py a . zZ>c+a

E,, ==*e

zur Teilaufgabe 3:

Raumladungsfreiheit innerhalb der kleinen Kugel bedeutet p, = -p,. Die Uberlagerung
fiir diesen Sonderfall ergibt im Bereich c-a < z < c+a eine Feldstirke auf der z-Achse

* 3¢, (z—c)z T z<c-a.

BT 4T s P e ~P1 s P
E=E,,+E, ,=e,—z+e,—(z-c)=e,—c.
z1 z0 2380 Z 380( ) 2380

die unabhédngig von der Koordinate z ist!



1.4 Level 3

Aufgabe 1.17 | Kapazitatsberechnung, Fiillstandsanzeige

Die beiden Platten eines Kondensators mit den Abmessungen a (in y-Richtung) und b
(in z-Richtung) und dem Plattenabstand d sind an eine Gleichspannung U angeschlos-
sen. Bis zur Hohe h befindet sich der Plattenkondensator in einer nichtleitenden Fliis-
sigkeit mit ¢ = g, (& > 1), sonst in Luft (g, = 1).

z A
U
A
b-h o,
&,
\ 0
A
v i e _
0 d X

Abbildung 1: Kondensator mit bereichsweise unterschiedlichen Dielektrika

1. Geben Sie die Flachenladungsdichten o; und o, auf der Innenseite der linken
Platte an.

2. Berechnen Sie die Kapazitit C des Plattenkondensators unter Vernachldssigung
der Streufelder am Rand.

zur Teilaufgabe 1:

Die Fldchenladungsdichte erhalten wir aus der Normalkomponente der Flussdichte:
o=6.D| _ =D, _ =¢E]

Die elektrische Feldstirke zwischen den beiden Kondensatorplatten ist unabhéngig
von der Koordinate x. Damit gilt

U=Ed.

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich unmittelbar die Flichenladungsdichten
auf der linken Platte angeben. Es gilt

o =£r80% im Bereich 0<z<h
und

0, = 802 im Bereich h<z<bh.
d
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zur Teilaufgabe 2:

Die Kapazitit des Plattenkondensators kann mit C = Q/U berechnet werden. Mit der
Gesamtladung auf der linken Platte

Q=o,ah+o,a(bh) =eo%a(e,h+b—h)

folgt das Ergebnis
C =% (e,~1)h+b].

Bei bekannter Dielektrizitdtszahl &, der Fliissigkeit kann aus dem gemessenen Wert C
die Fiillstandshohe h bestimmt werden.

Aufgabe 1.18 | Feldstarke-, Energie- und Kapazitatsberechnung

Eine Metallkugel vom Radius a ist von einer dielektrischen Schicht der Dicke d = b-a
konzentrisch umgeben. Die Kugel tragt die Ladung Q.
)
E> ¢,

Abbildung 1: Metallkugel mit dielektrischer Schicht

1. Geben Sie die elektrische Feldstirke E und die elektrische Flussdichte D im gesam-
ten Raum an.

2. Um welchen Betrag AW dndert sich die elektrische Energie durch das Anbringen
der Hohlkugel aus dielektrischem Material?

3. Berechnen Sie die Kapazitidt C zwischen der Metallkugel und der unendlich fernen
Hiille.

zur Teilaufgabe 1:

Entsprechend den Bereichen mit unterschiedlichen Materialeigenschaften miissen fiir
die Berechnung der elektrischen Feldstarke E und der elektrischen Flussdichte D die
drei Teilrdumer < a, a <t < bund b < r unterschieden werden.

Bereichr < a:
In der Elektrostatik gilt allgemein, dass ein elektrischer Leiter in seinem Inneren feld-
frei ist. Es folgt daher E = 0 und D = 0.
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Bereich a <r < b:

Alle Bereiche mit r > a schlieBen die ladungsbesetzte Kugel komplett ein, sodass mit
dem Ansatz fiir die nur von der Koordinate r abhéngige, radial gerichtete elektrische
Flussdichte D = é.D(r) der folgende Zusammenhang gilt:

S - . e
Q= ﬁ D-dA =D(r)4nr* - D=¢eD(r)=¢, QZ und E=-D=6¢, Q =
Kugel & 4mer

Das Feld entspricht dem Feld einer Punktladung im Ursprung.

Bereich b <1
Hier kann die Losung aus dem vorhergehenden Bereich iibernommen werden, wenn ¢
durch g, ersetzt wird:

1

ﬁ:érD(r):é Q und E=

zur Teilaufgabe 2:

Durch die dielektrische Schicht wird ausschlieBlich die Feldstdrke im Bereich a <r < b
gedndert. Fiir die elektrische Energie in diesem Bereich gilt fiir den Fall mit Dielektri-
kum die Beziehung

o 2b2xrm 9 . o 2 b
w, =56£ghtlE-de=%(%) J;MI iﬂn dﬁdq)dr:é(%j 4nja'rizdr

@[
8me| 1],
Zur Berechnung der Energie fiir den Fall ohne Dielektrikum muss in dieser Gleichung

lediglich ¢ durch ¢, ersetzt werden. Fiir die gesuchte Energiednderung erhalten wir
dann das Ergebnis

_Q_z[_lJrl}_Q_zb_a , 1)

" 8mxel b al| 8me ab

8n ab ;_Z 8t ab eg

2 2
AW:Q—b_a{l 1}:Q_b—a£0—e<0'

Die Energie wird durch das Einbringen des Dielektrikums geringer.

zur Teilaufgabe 3:

Aus der elektrischen Energie kann durch folgenden Zusammenhang die Kapazitdt der
Anordnung bestimmt werden:

(1.94) 2
W, s = LQZ - C= 1@ . (2)
8 2C 2 We,ges

In dieser Gleichung bezeichnet W, 4., die gesamte auberhalb der Kugel, d.h. im Bereich
r > a, gespeicherte Energie. C ist die Kapazitidt zwischen der Kugel mit Radius @ und der
unendlich fernen Hiille.
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Die Gesamtenergie setzt sich zusammen aus der Energie in der Schicht nach Gl. (1)
sowie der Energie im Bereich b < r. Dieser 2. Anteil ldsst sich mit der gleichen Rech-
nung wie in Teilaufgabe 2 bestimmen:

~ 1o oo 1 (Q VP r?sing 1 (QVY, 1, Q*1
w, —Sight—lz DdV—Q(EJ H{ . dﬁd(pdr—g(a] 4n£r—zdr_8mo =

Aus der Gesamtenergie

2 7 2 2 _
00, @1 (b, )
' 8me ab 8mey b 8meyb\ a &

erhalten wir mit Gl. (2) die Kapazitat

2
O _ymeh—
W, ges (b—a)ey +ae

1
2

Bemerkung:

Die Kapazitdt kann auch aus der Reihenschaltung von zwei Einzelkapazitdten berech-
net werden. Da die Trennfliche r = b eine Aquipotentialfliche darstellt, die wir als lei-
tende Folie ausfiihren koénnen, erhalten wir den ersten Kugelkondensator zwischen
den Elektroden r = @ und r = b mit der Kapazitdt nach Gl. (1.80) sowie den zweiten
Kugelkondensator zwischen den Elektroden r = b und r — o« mit der Kapazitit 47gb
entsprechend Gl. (1.82). Die Reihenschaltung liefert

ame 29 -4meyb
C= 1 =4meyb
ba ey
4dme +4meyb

ae
(b—a)ey +ae

—-a

Aufgabe 1.19 | Kondensatornetzwerk

Alle Kondensatoren in dem nachstehenden Netzwerk sind zunédchst ungeladen und
besitzen die gleiche Kapazitit C.

A o
Cl Cz
C3
UAB C4 ==
C5
Y G J- O —— o —
B o

Abbildung 1: Kapazitatsnetzwerk

1. Bestimmen Sie die Gesamtkapazitit beziiglich der Klemmen A-B.
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2. An die Klemmen A-B wird eine Spannung U,y angelegt. Wie groB sind die Span-
nungen U, bis Uz an den einzelnen Kondensatoren?

zur Teilaufgabe 1:

Zur Bestimmung der Gesamtkapazitdt wird das Netzwerk schrittweise vereinfacht. Die
Parallelschaltung von C,, C, und C; ergibt 3C. Die Parallelschaltung von C, und Cj
ergibt 2C. Das Zwischenergebnis ist auf der linken Seite in Abb. 2 dargestellt.

A o
3C
L -
— -
< » >
2C e (Op— 2C e Co
B o B o

Abbildung 2: Schrittweise Netzwerkvereinfachung

Die Reihenschaltung von 3C und C, liefert die Kapazitét
3C-C _3 c
3C+C 4
Die Parallelschaltung dieser Kapazitdt mit Cj ergibt
3c+c=Zc.
4 4
Das neue Zwischenergebnis ist auf der rechten Seite in Abb. 2 dargestellt. Die Reihen-
schaltung von 7C/4 und 2C ergibt

7
ZC-ZC 14C 1,
7 Cioc 7+8 15
4
Die Parallelschaltung mit Cy liefert das Ergebnis

14 29
Capn=—C+C=—C.
AB T 5 15
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zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten die Abb. 3 mit den eingetragenen Bezeichnungen fiir die Spannungen.

Ao

=

— T
le—— U. C——lUszUAB

B o

Abbildung 3: Spannungsbezeichnungen

An den beiden parallel liegenden Zweigen liegt jeweils die Spannung U,p an. Auf den
in Reihe liegenden Kondensatoren befinden sich gleiche Ladungen:

7 7
QzZC.UYZZC.UX e szgUy.
Mit UX+ Uy = UAB fO]gt
7 8
U,=—U und U, =—Up-
15 4B v AP

Damit sind bereits die folgenden Spannungen bekannt:

8 7
Us=Uy==Unp, Ug=Upg und Uy =Uy=Uy =—-Usp.

Die Spannung U, liegt an der Reihenschaltung 3Cund C, = C

und an der Parallelschaltung 3C liegt U, /4

2
U,=U,=U; =—U,g.
1 2 37 15 AB
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Aufgabe 1.20 | Kapazitatsberechnung

Der im Querschnitt gezeichnete Vielschichtkondensator ist abwechselnd mit einem
Dielektrikum und mit Luft gefiillt. Die Breite der einzelnen Zellen betrdgt jeweils a,
die Dicke sei d << a. Senkrecht zur Zeichenebene besitzt der Kondensator die Léange /.

O

40

— |-

——

Abbildung 1: Vielschichtkondensator

1. Skizzieren Sie fiir dieses Bauelement ein Ersatzschaltbild, in dem jede einzelne Zelle
durch einen Kondensator beschrieben wird.

2. Bestimmen Sie die Gesamtkapazitdt dieses Bauelements unter Vernachldssigung der
Streueffekte im Randbereich.

3. Welche Ladungen befinden sich auf den einzelnen Platten, wenn das Bauelement
an eine Gleichspannungsquelle U angeschlossen wird?

zur Teilaufgabe 1:

Da die einzelnen Kondensatoren parallel geschaltet sind, ergibt sich das Ersatznetzwerk
auf der rechten Seite der Abb. 2. Zur Verdeutlichung sind die Platten mit unterschied-
lichen Potentialen auch unterschiedlich dargestellt. Die Kondensatoren mit geradzahli-
gem Index sind mit Dielektrikum gefiillt, die anderen mit Luft.

1% o
7 - .

¢ |c, | | |c | |G
4 ? I I B N B D E——
S o
6
7 Parallelschaltung von 7 Kondensatoren

+—q —>|
Abbildung 2: Ersatzschaltbild fiir den Vielschichtkondensator
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zur Teilaufgabe 2:

Zur Berechnung der einzelnen Kapazitdtswerte ist eine Fallunterscheidung zu treffen.
Fiir die Kondensatoren mit Luftzwischenraum C; und die Kondensatoren mit Dielek-
trikum Cp gilt

l l
Cy, =£0% und Cp =£%=erCL.

Fiir die Parallelschaltung gilt

Cges =4C1 +3Cp =Cp (4+3¢,).

zur Teilaufgabe 3:

Wir betrachten die an den Pluspol der Spannungsquelle angeschlossenen Platten. Die
Ladung auf der einem Luftzwischenraum zugewandten Plattenoberfldche betrédgt Q = C,U
und fiir die Ladung auf der dem Dielektrikum zugewandten Plattenoberfldche gilt entspre-
chend Q = CpU. Bezeichnen wir die Gesamtladung auf einer Platte, die sich zwischen den
beiden Teilrdumen 7 und k befindet mit Q;;, dann gilt

Qy3=Qus =Qs7 =(C, +Cp) U=Cp (1+¢,) U.
Analog dazu gilt
Qi =Q34 = Q56 =—(C +Cp)U =—C (1+¢,)U.

Auf den beiden duBeren Platten befinden sich Ladungen Q = +C,U.
Zur Kontrolle kann die Gesamtladung auf den an den Pluspol der Spannungsquelle
angeschlossenen Platten berechnet werden:

1

Qges = CLU+Q23 +Q45 +Q67 = CL (1+3+38r)U = Cges[]'



Das stationare elektrische

Stromungsfeld

Wichtige Formeln

[ Ohm’sches Gesetz ]

e/_&s

[ Differentielle Form ] [ Integrale Form ]

= 1

J=«E R=—=
E

e
Pe(T)= praveli+alr —20°C)] R(T)= Ry [1+alr ~20°C)]

¢ 1
Pr ="
K

[ Spezifischer ] [ Elektrischer ]

/

R=—
KA

Widerstand Widerstand

=22
At

Verhalten bei
K - Sprung ) E,=E,

Energie W, = "'Pdt
J t

Leistung P=UI= jijpv dV:jijE-idV
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2.1 \Verstandnisaufgaben

1. Sie haben zwei ohmsche Widerstdnde, wovon einer ein Kohlewiderstand und der
andere ein Metallschichtwiderstand ist. Bei Zimmertemperatur T, = 293 K messen
Sie Riope = 2 kQ und Ry = 200 Q  (agopse = -0,2-10°%/K, @yporay = 4,0-1073/K).

Die Temperatur beider Widerstiande wird nun um 7 K erhéht. Wie wirkt sich dies
auf die beiden Widerstdnde aus?

wird bleibt wird
kleiner  gleich groBer
Der Kohlewiderstand O O O
Der Metallschichtwiderstand O O O

2. Sie besitzen zwei Lampchen mit der Aufschrift 2 W/6 V und 1 W/6 V. Beide Lamp-
chen werden jeweils mit einer 6-V-Batterie verbunden. Welche der folgenden Aus-
sagen ist richtig?

a) In beiden Ldmpchen flieBt derselbe Strom.

b) Im 2W/6V-Lampchen flieBt mehr Strom.

¢) Im 1W/6V-Lampchen flieit mehr Strom.

3. In der Querschnittsflache bei x =0, a <y < b, 0 < z < h eines gebogenen Leiters

gilt mit der Konstanten k fiir die Stromdichte J = e,J(y) = e,k/y. Welchen Wert hat
der in e,-Richtung orientierte Gesamtstrom [ im Leiter?

b
a

a) Izkhln( j b) Izkhln[%j ¢) I=kh(b—a) d) I=kh(a-b)

4. In einem leitfahigen Kreiszylinder mit Radius ry herrscht entlang der Zylinder-
achse die homogene Stromdichte J. Welchen Wert muss der Zylinderradius r anneh-
men, damit der ohmsche Widerstand des Zylinders unverdndert bleibt, wenn die
Leitfdhigkeit verdoppelt wird?

a) rz%’ b) r=2f «c) r=4 d) rz%
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zur Aufgabe 1:

Bei einer Temperaturerh6hung um 7 K ergibt sich folgende Widerstandsédnderung:

R(T>T,)=R(T) 1+aAT

1
Byone (300K) = ZkQ[l— 0,2:107° E7K] =1,9972kQ

1
Ryforan (300K) = ZOOQ[1+4-10’3E7K} =2056Q .

wird bleibt wird
kleiner gleich grofer
Der Kohlewiderstand X O O
Der Metallschichtwiderstand O O X

zur Aufgabe 2:

Mit den Grundformeln fiir die elektrische Leistung lassen sich die Stréme berechnen,
die durch die beiden Lampchen flieBen:

P 2w 1
Pr=Unly = Iy =p=tu=gA
1
Pp, 1w 1
PRZ=UHZIHZ d IHZZU—RZ=W=EA.
2

Damit ist Antwort b) richtig, im 2W/6V-Lampchen flieft mehr Strom.

zur Aufgabe 3:

Fiir den Strom im Leiter gilt Antwort a):

- ~ h b k. b
I=IAJI dA= | f§ex é.dydz = khin.

z=0y=a
zur Aufgabe 4:

Der Widerstand eines kreiszylindrischen Leiters ist gegeben durch die Beziehung R = I/
(xA) mit der Leitfdhigkeit « und der Querschnittsfliche A. Um den Widerstand bei
einer Verdopplung der Leitfdhigkeit konstant zu halten, muss die Querschnittsflache
halbiert werden. Die entsprechende Forderung fiihrt unmittelbar auf die Antwort d):

Kk’ =2knr® > r=

slF
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2.2 Level1
Aufgabe 2.1 | Materialien unterschiedlicher Leitfahigkeit

Zwei Materialstiicke (Querschnittsfliche A, Lange [, bzw. [,, Leitfahigkeit x; bzw. «,)
werden von einem bekannten Gleichstrom I in der gezeichneten Weise durchflossen.
Innerhalb der Materialstiicke kann die Stromdichte J als homogen angenommen
werden. Die Zuleitungen und die Verbindung zwischen den beiden Materialstiicken
koénnen bei allen Rechnungen vernachldssigt werden.

1
K, Zl
[
Yy \ I
P, .
X

Abbildung 1: Materialien unterschiedlicher Leitfahigkeiten

1. Geben Sie die Stromdichte J innerhalb der Materialien an.

2. Wie groB ist die elektrische Feldstirke E im Bereich der Materialstiicke?
3. Welche Spannung U tritt zwischen den beiden Anschlussklemmen auf?
4

. Bestimmen Sie den Gesamtwiderstand R und den Gesamtleitwert G der Anordnung.

zur Teilaufgabe 1:

Beide Materialstiicke haben die gleiche Querschnittsfliche und werden vom gleichen
Strom durchflossen. Damit ist der Betrag der Stromdichte ] = I/A in beiden Material-
ien gleich, nur die Richtung der Stromdichte ist unterschiedlich:

zur Teilaufgabe 2:

Die Feldstirken erhalten wir aus dem Ohm’schen Gesetz:
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zur Teilaufgabe 3:

Um die Spannung zwischen den beiden Anschlussklemmen zu berechnen, wird die
Feldstdrke tiber die beiden Bereiche integriert:

U= [E,-ds, + [E,ds, :Iﬁ(—éy)-dEﬁjﬁéx-dEZ =i(1—1+’—2)
1 2

Al Kk, Ky
zur Teilaufgabe 4:

Aus dem Ohm’schen Gesetz berechnet sich der Gesamtwiderstand der beiden Materi-

alstiicke zu
r=Y_h b .
I kKA kA

Der Leitwert ist als Kehrwert des Widerstandes definiert:
-1 -1
G- 1 _ l—1+ L | hKy +1pKy KK A
R KA KA Kk A LKy +lyKq

Aufgabe 2.2 | Temperaturabhiangige Widerstinde

Ein Kupferrunddraht hat den Radius a = 0,6 mm. Er ist von einer Silberschicht der
Dicke b = 0,2 mm umgeben. Fiir die Leitfdhigkeiten und Temperaturkoeffizienten der
beiden Materialien konnen folgende Werte verwendet werden:

Kupfer: « = 56 m/(Qmm?) und a=3,9-107%/°C

Silber: x=62,5m/(Qmm? und «a=3,8-107/°C.

Silber
Abbildung 1: Querschnitt durch den Draht

1. Welchen Gleichstromwiderstand haben der Kupferleiter und der Silbermantel bei
20°C, wenn der Draht eine Liange / = 1 m besitzt?

2. Wie dndert sich der Gleichstromwiderstand jeweils bei einer Temperaturerh6hung
auf 100°C?

63



Das stationére elektrische Stromungsfeld

64

zur Teilaufgabe 1:

Da der Draht aus zwei Materialien unterschiedlicher Leitfahigkeit besteht, miissen die
Teilwiderstdnde getrennt berechnet werden. Der Widerstand eines 1 m langen Kupfer-
drahtes ohne Silberschicht betragt

[ 1m 1
H = = =
Ku 56-7-0,36

= Q=15,79mQ.
KKuA 567111

0 m? -7-0,36 mm?
mm

Fiir den Widerstand der Silberschicht wird die Querschnittsfliche der Silberummante-
lung bendtigt:
A=a(a+b)’ —na®=n-[0,64—0,36]mm? = 7-0,28mm? .
Damit ergibt sich der Widerstand der Silberschicht zu
1m 1

©625m e 2 62,5:7:0,28
Qmm? '

zur Teilaufgabe 2:

Da die beiden Materialien unterschiedliche Temperaturkoeffizienten haben, wird die
Temperaturerhthung einzeln berticksichtigt.
Widerstand des Kupferdrahtes bei 100°C:

Rg;

Q=18,19mQ2.

33’9 SOOC} =20,71m<.
0°°C

Ry, (100°C) = Ry, (20°C)[1+ ag, AT] =1579mQ- [1+1

Widerstand des Silberdrahtes bei 100°C:

3,8
10° °C

Rs; (100°C) =18,19m£2-[1+ 80°C}=23,72m9.

Aufgabe 2.3 | Randbedingungen

In der Trennebene zwischen zwei Materialien unterschiedlicher Leitfdhigkeiten x; und
Kk, haben die Stromlinien den in Abb. 1 dargestellten Verlauf. Es gelten folgende Daten:

a; = 30°, ay = 45°, Kk, =10 m/(Qmm?), |J,| =1 A/mm?.
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o
K \1)/

a,

Abbildung 1: Verhalten der Stromdichte an der Materialsprungstelle

1. Berechnen Sie die Leitfahigkeit «;.

2. Berechnen Sie die Normal- und Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstérke
E und der Stromdichte J.

3. Berechnen Sie den Betrag von J,.

zur Teilaufgabe 1:

Nach Gl. (2.42) gilt der Zusammenhang

tana, tan30° 1/4/3 10 m
2 ) =
tana, tan45° 1 3 Qmm?®

zur Teilaufgabe 2:

Aus der Vorgabe folgt

K=

1 A 1 1 Qmm? 1 A 1V
= = und E =FE;,=— = = :
Jn2=Je2 \/E mm? n2 12 Ky Tz 10 m \/E mm? 10\/5 m

Die Feldgr6Ben im Raum 1 erhalten wir aus den Randbedingungen:

(2. 37) 1 A ) k J1, V

i L = und By = A= AR, =
(2.40) ¢, 11 A 1 A (2.39) 1V
= und E, = E,=+3E,=———.
]tl ] \/— \/— mm \/g mmz t1 t2 n2 10\/5 m

zur Teilaufgabe 3:

Fiir die Betragsbildung werden die Normal- und Tangentialkomponente bendtigt:

A
|]1| \/]nl +]t1 2 Bmm \/7 0816—

mm
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Aufgabe 2.4 | Widerstands- und Leistungsberechnung

Zwischen ideal leitfdhigen Elektroden (x — %) befinden sich quaderformige Leiter mit
der Breite b und der Hohe h. Die Leiter werden in x-Richtung vom Gleichstrom I
durchflossen. Das Leitermaterial besitzt im Bereich (1) der Lange /, die Leitfdhigkeit «;
und im Bereich (2) der Lange /, die Leitfdhigkeit «,.

U12 _
— > 00— »
Lo o ]
: OEEX [©) :
[} ] I
I nl o 1
—>—1 | e{—>n=¢, | o d—p—
[} } I
2 i L
K> o0 Nt DN o N ko

Abbildung 1: Stromdurchflossener Leiter

Bestimmen Sie die Stromdichte i in den beiden Bereichen (1) und (2).
Geben Sie die elektrische Feldstirke E in den beiden Bereichen (1) und (2) an.

Berechnen Sie die Spannung U,, abhédngig vom Gesamtstrom I.

LA

Geben Sie den ohmschen Widerstand R,, zwischen den beiden duBeren Elektroden
abhéngig von den gegebenen Abmessungen und den Materialeigenschaften an.

5. Wie viel Leistung wird in den beiden Bereichen in Wéarme umgesetzt?

zur Teilaufgabe 1:

Die Stromdichte besitzt nur eine x-Komponente und steht daher senkrecht auf der Trenn-
ebene zwischen den beiden Materialien. Wegen der Stetigkeit der Normalkomponente
Jm = Jap erhalten wir in den beiden Bereichen (1) und (2) die gleiche Stromdichte:

I=Hi-d]&=flj]éx-éxdydz=]bh N i:é"%'
00

zur Teilaufgabe 2:

Aufgrund der verschiedenen Materialeigenschaften ergeben sich unterschiedliche Feld-
stirken:
S R | S |
E =—= bzw. E,=—=¢ .
Yk o K,bh o "k, “k,bh

zur Teilaufgabe 3:

Fiir die Spannung werden die unterschiedlichen Feldstirken iiber die entsprechenden
Bereiche integriert:

L+,

p (1, 1
Upp = [Ey-&dx+ [ By-édx=—| L4+,
0 i bh\ k; «,
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zur Teilaufgabe 4:

Der Widerstand wird mit dem Ohm’schen Gesetz bestimmt:

oV 1L L L b
71 " bhlk, k,) Kbh K,bh’

zur Teilaufgabe 5:

In den beiden Bereichen wird folgende Leistung in Warme umgesetzt:

131=U1I=l—112 bzw. P,=U,l= by

x,bh k,bh

2.3 Level 2

Aufgabe 2.5 | Widerstandsberechnung

Zwischen zwei ideal leitfahigen Elektroden (x — ) befindet sich ein kreisformig
gebogener Leiter mit dem Innenradius a,, dem AuBlenradius a, und der Héhe h. Der
Leiter ist konzentrisch zur z-Achse des in Abb. 1 dargestellten Zylinderkoordinaten-
systems angeordnet und wird in ¢-Richtung von dem Strom I durchflossen.

Das Leitermaterial besitzt im Bereich (1) (0 < ¢ < ¢;) die Leitfdhigkeit x; und im
Bereich (2) (¢, < ¢ < ¢,) die Leitfdhigkeit .

Abbildung 1: Anordnung des kreisformig gebogenen Leiters

1. Stellen Sie einen Ansatz fiir die Stromdichte in den beiden Bereichen auf.

2. Driicken Sie die elektrische Feldstérke E in den beiden Bereichen (1) und (2) durch
die Stromdichte J aus.

3. Berechnen Sie die Spannung U,, in Abhingigkeit von der Stromdichte J.

4. Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe 3 den Gesamtstrom I als Funktion
der Spannung U, ,. Geben Sie die Beziehung fiir den ohmschen Widerstand R zwi-
schen den beiden Elektroden an.
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zur Teilaufgabe 1:

An den beiden perfekt leitenden Elektroden kann keine Tangentialkomponente der
Stromdichte auftreten, d.h., die Stromdichte ist in diesen Ebenen ¢-gerichtet. Da der
Strom an den iibrigen vier Berandungen nicht in den umgebenden Luftraum eintreten
kann, ist die Stromdichte dort ebenfalls ¢-gerichtet. Wenn angenommen wird, dass
die Stromdichte insgesamt nur ¢-gerichtet ist, dann muss iiberpriift werden, ob die
Randbedingungen in der Ebene ¢ = ¢,, in der sich die Leitfdhigkeit sprungartig von
dem Wert x; auf den Wert x, dndert, mit dieser Annahme erfiillt werden kénnen. Eine
¢-gerichtete Stromdichte steht senkrecht auf der Materialsprungstelle ¢ = ¢,. Die Nor-
malkomponente der Stromdichte ist an einer Sprungstelle der Leitfdhigkeit stetig,
sodass sie bei der betrachteten Anordnung durch den Leitfdhigkeitssprung nicht
beeinflusst wird. Damit gilt aber auch die Aussage, dass die ¢-gerichtete Stromdichte
unabhéngig von dem Sprung der Leitfahigkeit und damit unabhéngig von der Koordi-
nate ¢ ist. Da sie ebenfalls unabhéngig von der Koordinate z sein muss, folgt der resul-
tierende Ansatz J = € Jo(p).

zur Teilaufgabe 2:

Mit dem Ohm’schen Gesetz J = «E gilt in den beiden Teilrdzumen

Lj=8,T,(p) baw. Ey=—J=8,—7,(p).

K1 Kq Ky Ky

zur Teilaufgabe 3:

Zur Berechnung der Spannung wird die elektrische Feldstdrke von einem beliebigen
Punkt innerhalb der Elektrode bei ¢ = 0 bis zu einem beliebigen Punkt innerhalb der
Elektrode bei ¢ = ¢, integriert. Wegen der ¢-gerichteten Feldstdrke wird auch der Inte-
grationsweg entlang der Koordinate ¢ festgelegt. Mit dem entsprechenden vektoriellen
Wegelement dr = e,pd¢ und mit der Aufteilung des Integrationsweges entsprechend
der unterschiedlichen Feldstirken in den beiden Teilrdumen gilt die Beziehung

1z—IE e(ppd(p+jEz Gdo= j—]q, p)E, "€ pdcp+j—lq, p)&,€,pdo
(1 T ¢ i’l—_/

9
_b P A
_K1]¢(p)£d<p+lc2]¢ jdtp /o (P )[ P j

P
zur Teilaufgabe 4:

Zur Berechnung des Gesamtstromes muss die Stromdichte iiber den Leiterquerschnitt
integriert werden:

~Jfi-ai= [ ] 1 edpdz-hlhp

A z=0p=a; a;
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Die von der Koordinate p abhéingige Stromdichte J,(p) kann mit dem Ergebnis aus Teil-
aufgabe 3 durch die Spannung U, , ausgedriickt werden:

-1 -1
Jo(p) =ﬂ[ﬂ+ ) _‘Plj _Upp | K29 +61 (92— 1) _Up, KiKy
¢ p K Ko P K1k P K@+ Ky ((p2 _(Pl)

Durch Einsetzen in die vorherige Gleichung ergibt sich der Zusammenhang zwischen
Gesamtstrom I und Spannung U, ,:

a, ¥
Kyk 1 Kk °
I=hJ,(p)dp=hU;,———22— [ ~dp = hU,——— 12— In(p)|*
J; o) 1 /cz(P1+I€1((P2—(P1)I£P gy 1 (02— 91) ( )lal
. KKy (Ina,-Ina,) = hU,, KKy nl

1 KoQy + K ((Pz —(Pl) Koy + Ky ((Pz —(Pl) a

woraus der Widerstand R des Leiters mit dem Ohm’schen Gesetz berechnet werden kann:

_Up 1 Koy + Ky (92— 1)

I~ hln (ay/a,) Kqy '

Aufgabe 2.6 | Widerstands- und Leistungsberechnung bei einem Koaxialkabel

In einem Koaxialkabel ist der Bereich zwischen Innen- und AuBenleiter mit leitfdhigem
Material gefiillt. Der Bereich 0 < ¢ < « besteht aus einem Material der Leitfahigkeit «;,
der Bereich « < ¢ < 27 aus einem Material der Leitfdhigkeit x,. Innenleiter und AuBen-
leiter sind ideal leitfdhig.

Abbildung 1: Koaxialkabel

1. Ermitteln Sie den Widerstand zwischen Innen- und AuBenleiter fiir ein Leiterstiick
der Lange / in Abhédngigkeit der gegebenen Gréfien.

2. Welche Gesamtleistung P wird verbraucht, wenn auf einer Lédnge / ein Gesamtstrom I
vom Innen- zum AuBenleiter flieft? Wie teilt sich hierbei die Leistung auf die beiden
Materialbereiche auf?

3. Welche Energie wird in Warme umgewandelt, wenn das Koaxialkabel fiir einen
Zeitabschnitt At an die Spannung U angeschlossen ist?
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zur Teilaufgabe 1:

Den Widerstand erhalten wir aus dem Ohm’schen Gesetz R = U/I, d.h., wir ben&tigen
den Gesamtstrom I zwischen Innen- und AuBlenleiter, der sich infolge der angenomme-
nen Spannung U einstellt. In den beiden unterschiedlichen Materialien stellt sich eine
radial gerichtete Stromdichte

Ji(p)=8,J1(p) =€ E(p)  bzw. T, (p)=8,/(p) = Ek,E (p)

ein. Wahrend die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes an einer Material-
sprungstelle mit unterschiedlichen Leitfdhigkeiten stetig ist, weist die Normalkom-
ponente einen Sprung auf. In diesem Beispiel existiert beziiglich der Material-
sprungstelle nur eine Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke. Damit ist
die elektrische Feldstdarke in beiden Materialien gleich und ihr Integral vom Innen-
zum AuBenleiter entspricht der Spannung U.

Den Gesamtstrom fiir ein Leiterstiick der Lange / erhalten wir durch Integration der
Stromdichte iiber die zylinderférmige Flache:

I= j T fl(p)-éppd(pdzJ,j‘ Zf J (p) - €,pdodz = Ip[ kya+ K, (21— ) | E(p)-

z=0 ¢=0 z=0 ¢=a
Aufgelost nach der elektrischen Feldstirke ergibt sich

~ _ 1 I
E-é E(p)=6, —— - .
6E(p) =8 Ip Ka+k,(2m—a)

Mit dem Zusammenhang zwischen Spannung und Feldstarke
b b
- - 1 I b
U= | e,E(p)-edp=|E(p)Jdp=—————In|—
-[ pE(p)-€dp I (p)dp I K+, (27-a) (aj
p=a a
erhalten wir den Widerstand

r=Y
1

1 1 (b]
N
I ka+i,(2n—a) a

zwischen Innen- und AuBenleiter.

zur Teilaufgabe 2:

Die gesamte verbrauchte Leistung berechnet sich mit

2
P=UI=lI—ln(2].
I ka+K,(2n—a) a

Die Leistungsaufteilung zwischen den Materialien entspricht der Stromaufteilung:

- I k& P LU K
I = J. (p)-&pdedz=— 1% 5 A _T1- 1
1 ZJ;O (p_L)]l(p) e,pdpdz K0+ iy (27 — ) P IU ka+k,(2n—a)
L Lo2r 5 ododz < IKZ(ZJT—O!) &_IZU_ Kz(Zn—a)
2= | [ Rb)epdg S pr— P IU matm@r-a)

z=0 ¢=a
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zur Teilaufgabe 3:

Nach der Zeit At wird folgende Energie in Warme umgesetzt:

2
w,=[par=2 L 1n(ﬁ].
. I ka+k,(2n—a) a

24 Level3
Aufgabe 2.7 | Widerstandsberechnung bei ortsabhangiger Leitfahigkeit

Wir betrachten eine dhnliche Anordnung wie in Aufgabe 2.6. Der Unterschied besteht
darin, dass die Anordnung jetzt unabhéngig von der Koordinate ¢ ist und die Leit-
fahigkeit des Materials zwischen den beiden Zylinderflichen entsprechend der Angabe
in Abb. 1 von der Koordinate p abhéngig ist.

Abbildung 1: Koaxialkabel

Ermitteln Sie den Widerstand zwischen Innen- und AuBenleiter fiir ein Leiterstiick
der Léange / in Abhédngigkeit der gegebenen Grofen.

Infolge der angelegten Spannung wird ein Strom vom Innenzylinder zum AuBenzylinder
flieBen. Die p-gerichtete Stromdichte héngt nur von der Koordinate p ab: J = €,/(p). Wir
bezeichnen den Strom, der pro Lange / vom Innenzylinder zum AuBenzylinder flief3t, mit
I. Da das Integral der Stromdichte iiber einen Zylinder vom Radius p mit a < p < b und
mit der Lange / den Strom I ergibt, kann die Stromdichte direkt angegeben werden:

l2n
J.J.j(p)-df& =IIép](p)-éppd(pdz=](p)2npl:I - J(p)=e€,——.
Zylinderflciche 00

Die elektrische Feldstiarke erhalten wir aus dem Ohm’schen Gesetz:

E(p)=

1 < p I - I
x(p) Jp)= Ko i 2mpl i Ko2mal
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Aufgrund der besonderen Abhéngigkeit der Leitfdhigkeit von der Koordinate p ist die
Feldstdrke unabhéngig von p. Der letzte Schritt besteht darin, die Spannung aus dem
Integral der Feldstidrke zu berechnen und damit den gesuchten Zusammenhang zu erhal-
ten, aus dem der ohmsche Widerstand direkt angegeben werden kann:

I . I %, I(b-a) U_ b-a

e,dp = dp= - R=—-= .
Ko2mal Kko2mal Kko2mal I ky2mal
0 0 " 0

b b
U=[E-ds= g,
a a

Aufgabe 2.8 | Zusammengesetzte Leiterbahnen

Zwei Leiterbahnstiicke der Dicke d und der Breite b besitzen die Form eines Viertelkrei-
ses mit Innenradius a und AuBenradius a+b. Sie bestehen aus Materialien der Leitfdhig-
keiten x; und x, und besitzen an ihren Enden diinne, perfekt leitfahige Elektroden.
Diese Leiterbahnstiicke sind entsprechend den Teilbildern a und b in Abb. 1 auf unter-
schiedliche Art und Weise in Reihe geschaltet.

A

[ — [ ]

Abbildung 1: Reihenschaltung kreisformiger Leiterbahnen

1. Geben Sie die Widerstdnde R, und R, der einzelnen Kreisbogen an.

2. Berechnen Sie die Stromdichteverteilung i = €, J,(p) innerhalb der Leiterbahn mit
der Leitfahigkeit ;.

3. Wie groB sind die Gesamtwidersténde der in Reihe liegenden Leiterbahnen, wenn
an der Ubergangsstelle zwischen den beiden Teilen die perfekt leitende Schicht
vorhanden ist?

4. Jetzt wird die perfekt leitende Schicht zwischen den beiden Teilbereichen entfernt.
Andern sich die Gesamtwiderstinde durch diese MaBnahme oder bleiben sie gleich?
Uberpriifen Sie zur Beantwortung dieser Frage die Randbedingungen in der Trenn-
ebene.

zur Teilaufgabe 1:

Die Widerstinde R, und R, konnen aus Aufgabe 2.5 iibernommen werden. Mit
¢, = ¢, = 7/2 und unter Beriicksichtigung der entsprechenden Bezeichnungen folgt
aus der letzten Formel in Aufgabe 2.5

1 T 1 7
R=—— " d R=—— "
Y dn(i+b/a) 2z, 2T din(1+b/a)2x,
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zur Teilaufgabe 2:

Wie bereits in Aufgabe 2.5 erldutert, besitzt die Stromdichte bei einem solchen kreis-
formigen Leiter mit perfekt leitenden Elektroden an den Stirnseiten nur eine von der
Koordinate p abhingige ¢-Komponente. Wegen J = «E besitzt auch die elektrische
Feldstdarke nur eine von der Koordinate p abhidngige ¢-Komponente. Da die in Abb. 2
eingezeichnete Spannung zwischen den beiden Elektroden unabhéngig von der Koor-
dinate p den gleichen Wert aufweist, gilt

/2 /2 /2

U= [ &,E(p)-épdo= [ E(p)pde=E(p)p | d“’:p%E(p) - E@):%.

0 P
Abbildung 2: Zur Berechnung der Feldstarke

Fiir die Stromdichteverteilung erhalten wir mit dem Ohm’schen Gesetz

= - - 2U; . 2 -1 1
J=kE =6, oo ZMpr-¢

S
p ? 7p ?pdin(1+b/a)
zur Teilaufgabe 3:

Die perfekt leitfihigen Elektroden an den Enden stellen Aquipotentialflichen dar, auf
denen die elektrische Feldstdrke und die Stromdichte senkrecht stehen. Das dndert sich
auch nicht durch die Zusammenschaltung, weder in Teilbild a noch in Teilbild b. Die
beiden Leiterbahnabschnitte beeinflussen sich nicht gegenseitig und der Widerstand der
Gesamtanordnung entspricht der Summe der Einzelwiderstinde:! Ryes = Ri+ R,

zur Teilaufgabe 4:

An der Trennstelle zwischen Materialien unterschiedlicher Leitfihigkeiten gelten die
Randbedingungen J,,; = J,, und E, = E,,. Wenn wir davon ausgehen, dass sich die bishe-
rige Stromdichteverteilung nach Entfernen der perfekt leitenden Schicht in der Trenn-
ebene nicht dndert, d.h., die beiden Randbedingungen werden von der bisherigen
Losung erfiillt, dann werden sich die Gesamtwiderstdnde auch nicht d&ndern. Die bishe-
rige Losung aus Teilaufgabe 2 enthilt keine tangentiale, d.h. p-gerichtete Stromdichte-
komponente. Damit verschwindet auch die tangentiale Feldstdrkekomponente und es
gilt in beiden Teilbildern a und b der Abb. 1 in der Trennebene die Aussage E,; = E;, = 0.

Damit verbleibt noch die Uberpriifung der zweiten Randbedingung, namlich der senk-
recht auf der Trennfldche stehenden @-gerichteten Stromdichteverteilung. Die bisherige
Forderung, dass die Stromdichte senkrecht auf der perfekt leitenden Elektrode stehen
muss, wird jetzt durch die Forderung nach der Stetigkeit der Normalkomponente der

(1)

1 Vgl. die Reihenschaltung von Widerstdnden in Kap. 3.
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Stromdichte ersetzt. Nach Gl. (1) ist die Stromdichte abhédngig von der Koordinate p, sie
besitzt den groBten Wert an der Innenseite bei p = @ und den kleinsten Wert an der
AubBenseite bei p = a+b. In dem kreisformigen Leiter der Materialeigenschaft «, erhalten
wir den gleichen Zusammenhang.

Betrachten wir jetzt die Hintereinanderschaltung der beiden Kreisbogen gemél
Abb. 1a, dann erhalten wir in beiden Teilrdumen die gleiche Abhéngigkeit

1 1

I = dn@+b/a)

I=]n2’

d.h., die geforderte Bedingung ist erfiillt und es gilt weiterhin R, = R;+R,.

In der Anordnung nach Teilbild b ist die Situation aber vollig anders. Hier trifft der
Bereich mit der groBen Stromdichte im unteren Kreisbogen auf den Bereich mit der
niedrigen Stromdichte im oberen Kreisbogen und umgekehrt. In der Abb. 3 ist diese
Situation veranschaulicht. Im bisher betrachteten Fall mit der perfekt leitenden Elek-
trode zwischen den Bereichen gleichen sich die unterschiedlichen Stromdichten
oberhalb und unterhalb der Trennebene dadurch aus, dass ein flachenhaft verteilter
Strom K in der Elektrode flieBit. Diese wirkt wie ein Kurzschluss.

.
L

A

Y

N/

Abbildung 3: Stromdichteverteilung bei perfekt leitender Elektrode in der Trennebene

Wird die Elektrode entfernt, dann tritt dieser Kurzschlussstrom nicht mehr auf und
die neue Forderung beziiglich der Stetigkeit der Normalkomponente der Stromdichte
Jm = Jng ist nicht fiir die gesamte Trennebene gewihrleistet, d.h., die bisherige allein
von p abhéngige ¢-gerichtete Stromdichteverteilung nach Gl. (1) muss sich gegentiber
der Situation mit perfekt leitender Elektrode in der Trennebene dndern. Dadurch wird
sich auch der Gesamtwiderstand dndern, im vorliegenden Beispiel wird er groBer wer-
den: Ry > Ry +R,.
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Aufgabe 2.9 | Leiteranordnung, Stromdichteberechnung

Um die z-Achse eines Zylinderkoordinatensystems ist ein unendlich langer zylindri-
scher Hohlleiter kreisformigen Querschnitts mit Innenradius r; und AuBenradius r,
angeordnet. Der Hohlleiter besteht aus drei gleichen Teilkérpern (1), (2) und (3) der
Leitfdhigkeit x. Zwischen den Teilkérpern sind diinne, dem zylindrischen Aufbau
angepasste metallische Elektroden (x — «) eingebracht. Die Dicke der metallischen
Elektroden ist gegeniiber den anderen Abmessungen zu vernachlédssigen.

An die Elektroden, die den Bereich (3) einschliefen, wird entsprechend Abb. 1 die
Gleichspannung U, angelegt, sodass die Anordnung pro Lidngeneinheit der Koordinate
z vom Strom I durchflossen wird.

Elektrode 1
(k > )

PA

A~

%

—

Elektrode 2 Elektrode 3

(K —> o) 2% (kK = ©)
Abbildung 1: Zylindrischer Hohlleiter

1. Stellen Sie einen Ansatz fiir die Stromdichte in den drei Bereichen auf.

2. Bestimmen Sie die elektrische Feldstirke E sowie die Stromdichte J in den Berei-

chen (1), (2) und (3).

3. Bestimmen Sie den Gesamtstrom I, der pro Lingeneinheit durch die Anordnung
flieBt, sowie den Widerstand pro Langeneinheit.

zur Teilaufgabe 1:

Auf perfekt leitenden Flachen steht die Stromdichte senkrecht, die Tangentialkompo-
nente verschwindet. Dagegen verschwindet die Normalkomponente beim Ubergang
zu nichtleitfadhigen Gebieten. Da die Stromdichte also senkrecht aus den Elektroden
austritt und tangential zu den Berandungen verlduft, besitzt sie nur eine Komponente
in @-Richtung. Damit gilt in den Teilbereichen i = 1,2,3 der Ansatz Ti = éq, Ji(p).
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zur Teilaufgabe 2:

Das elektrische Feld besitzt die gleiche Orientierung wie die Stromdichte, sodass der
Ansatz E; = €, Ej(p) gilt:

21
Elektrode 2 3
Teilbereich (1): J‘ E, -ds = j E, (p)é, é,pde= Ei(p)27p (p)27p = &
L 3 2
Elektrode1 ¢=0 ifl—_/
47
Elektrode 3 3
: : . S - E,(p)2np U,
Teilbereich (2): E,-ds = J' E,(p)é, 8,pdo = 2 (P) _ Tq
Elektrode 2 _2n
=3
Elektrode1 27
e, . E. 2
Teilbereich (3): j E,-ds = j E;(p)e,-e,pdo = B (p)27p =-U,.
Elektrode 3 _4m 3
=
Die Umstellung nach den Feldstdrken liefert die Ergebnisse
.3, .3y, - _ 30,
E,=e,—, E,=¢,—— und E;=-€,—.
4mp 4nrp 2mp
Fiir die Stromdichten gilt dementsprechend
= = = - 3k = = - 3K
Il = ]2 = ICEl = e‘PTpUq und IS = ICE3 —e(P% q

zur Teilaufgabe 3:

Der Strom pro Langeneinheit ldsst sich aus der Stromdichte bestimmen:

Lot I
I, = J.ii-dA:J. J.]j(p)é(p°é(pdpdz:l.|.]j(p)dp.

A z=0p=r; by

i

Da in den Bereichen 1 und 3 unterschiedliche Stromdichten berechnet wurden, flieBen
hier auch unterschiedliche Strome:

L I, " " 3xU, 3kU, 1 U,
a2 dp = dp = —dp=—"T9Ip-a
L= Jh(p) p £4np P [y ao=
L " 't Uy 1, 1
—3:‘[]3(p)dp:j2]1(p)dp: anl ra 271'

Resultierend erhalten wir den Gesamtstrom pro Langeneinheit

Ia

I L L_yL Uy
[ 1 l l %4 I;

1
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und daraus den Widerstand

_Y 4n

I 9lln(r,/5)

Aufgabe 2.10 | Leiteranordnung, Stromdichte- und Widerstandsberechnung

Um die z-Achse eines zylindrischen Koordinatensystems (p,¢,z) ist ein Koaxialleiter
mit den Abmessungen a (Radius des Innenleiters) und b (Innenradius des Auflenlei-
ters) konzentrisch angeordnet. Zwei rotationssymmetrische Bereiche sind auf der
Liange h, bzw. h, mit Materialien der Leitfidhigkeiten x; und «, ausgefiillt.

Die Innen- und AuBenleiter sind perfekt leitfdhig. Infolge der Spannung U fliefit vom
Innenleiter der Gesamtstrom I durch die zwei Widerstandsmaterialien zu dem AuBen-
leiter.

Z A
U
—
A
h, K
\
A
h, K,
Y
Tk Th > o
0 a b p

Abbildung 1: Querschnitt der zylindrischen Anordnung

1. Stellen Sie einen Ansatz fiir die Stromdichte in den beiden Bereichen auf.
2. In welchem Zusammenhang stehen die beiden Stromdichten J, und J,?

3. Berechnen Sie den Gesamtstrom I in Abhéngigkeit von den Stromdichten ]p1(p) und
Jo2(p), dem Radius p sowie den Lidngen h; und h,. Bestimmen Sie mithilfe des
Ergebnisses der Teilaufgabe 2 die Stromdlchten J. und J, in Abhingigkeit des Ge-
samtstromes I.

4. Welche Spannung U herrscht zwischen Innen- und AuBlenleiter?

5. Bestimmen Sie den Widerstand R dieser Anordnung in Abhéngigkeit von den Geo-
metriedaten und den Leitfdhigkeiten x; und «,.
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zur Teilaufgabe 1:

Fiir die elektrischen Stromdichten J, und J, in den Widerstandsmaterialien der Leitfihig-
keiten x; bzw. k, gelten die Ansétze

il = ép]pl (p) und iZ = ép]pZ (p) .

zur Teilaufgabe 2:

In der Trennebene zwischen den beiden Materialien ist die tangential gerichtete elek-
trische Feldstérke stetig, d.h., es gilt E,; = E,. Mit dem Ohm’schen Gesetz folgt unmit-
telbar der gesuchte Zusammenhang:

1 1 = Ky =
E.=—J]. =EFE.=— N =27
pl K ]pl p2 Ky ]pz ]2 P Il

1
zur Teilaufgabe 3:

Der Gesamtstrom berechnet sich aus der Integration der beiden Stromdichten iiber die
Gesamtfldche:

I= Hi-dA: jjil-dA+ ﬂiz-d]x.

Zylinder- Zylinder- Zylinder-
mantel mantel der mantel der
Héhe by Hohe h,

Mit dem vektoriellen Flichenelement dA = €, pdedz und der auf der Zylinderman-
telflache konstanten Koordinate p folgt fiir den Strom

I=27phy ]y (p)+27ph, ], (p)
und mit dem Zusammenhang aus Teilaufgabe 1
Ky
I=2mp| by +=2h, J5:(p).
Kq
Damit gilt fiir die Stromdichten

6l oy J,=f2§ -2l
P 27p(rc by + Kkyhy) 2Tk P 2zp(yhy +Kphy)

zur Teilaufgabe 4:

Zur Berechnung der Spannung wird die elektrische Feldstidrke bendtigt:

i1=

E=Lj -1 .
Ky Ky P 2mp (i by + Kkyhy)
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Die Integration der Feldstidrke vom Innen- zum Aulenleiter liefert das Ergebnis
Aupfenleiter b
v- [Eeds=] L
2 27p 11y + Kby )
b

I J‘dp 1 (b)
= _= In|—|.
27 (kyhy + K1) 0 p 2w (ki by +khy)  a

zur Teilaufgabe 5:

Aus dem Ohm’schen Gesetz errechnet sich der Widerstand zu

U 1 b
R=—=—+———1In|—].
I Zﬂ(thl + thz) a

1 -
€, e,dp
Innenleiter

Aufgabe 2.11 | Schrittspannung

Ein Blitzableiter ist in Form eines halbkugelférmigen Erders in den Boden eingelassen
worden.

D
&)
>

Blitzableiter W 1

k=0
a ' >
c “— >
K —> © s
Erdreich Kg

Abbildung 1: Halbkugelerder

1. Stellen Sie einen Ansatz fiir die Stromdichte im Erdreich auf.
2. Driicken Sie die Stromdichte J durch die elektrische Feldstirke E aus.

3. Berechnen Sie die als Schrittspannung bezeichnete Potentialdifferenz, die sich in
Abhingigkeit von dem Abstand zum Erder bei einer Schrittweite s ausbildet.

4. Berechnen Sie die Schrittspannung fiir trockene Erde mit folgenden Daten:
I=1kA,c=10m, s = 0,75 m und xz = 104/Qm.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Stromdichte steht auf der Oberfldche der als perfekt leitend angenommenen Elek-
trode senkrecht, d.h., der Strom wird sich von der Einspeisestelle radial in den unte-
ren Halbraum ausbreiten J = €,J(r).

zur Teilaufgabe 2:

Die Flachen gleichen Potentials sind Halbkugeln, sodass fiir die Stromdichte und damit
fiir die Feldstérke der folgende Zusammenhang gilt:

=kpE(r).

zur Teilaufgabe 3:

Mit dem mittleren Abstand der Person von der Einspeisestelle c stellt sich bei der Schritt-
weite s die folgende Spannung ein:

c+s/2 c+s/2

= ~ I - I 1 1 1
U= J.E°ds= J.er 5 e dr= ( - j: 2 Sz ‘
o si2 sz 2WKET 2nkp\c—s/2 c+s/2) 2mKkp c®—s°/4

zur Teilaufgabe 4:

Bei den gegebenen Werten ergibt sich eine Schrittspannung von

1 s _ 10° AQm 0,75m

= = =12kV .
2nkg c®—s*/4  2m-107* 100m?-9m?/64

Schlussfolgerung

An dem Zahlenbeispiel ist zu erkennen, dass die Schrittspannung unter Umstén-
den lebensbedrohliche Werte annimmt. Eine Reduzierung lésst sich erreichen

B durch einen groBeren Abstand ¢ zur Einspeisestelle,
B durch eine geringere Schrittweite s,

I bei geringerem Einspeisestrom und bei

|

zunehmender spezifischer Leitfahigkeit xx des Bodens.
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Netzwerke

Wichtige Formeln

Kirchhoff’'sche
Gleichungen

Widerstands-
netzwerk

Wirkungsgrad

YU=0 und > 1=0

Masche Knoten

Parallelschaltung L ZL, G = .G,
R R, T

ges k

Reihenschaltung R, = ZRk
X

- Nutzlelsmg _ i -100%
Abgegebene Leistung P,

[ Spannungsteiler

ges

Stromteiler ]

22
I R+R,
I, _R,_G

L R G

Uberlagerungs-
prinzip

[

Netzwerk-
analyse

)| )

1. Quellen einzeln betrachten

a) Spannungsquellen durch

Kurzschluss ersetzen
b) Stromquellen durch
Leerlauf ersetzen

2. Uberlagem

1. Darstellung des Netzwerkgraphen
2.Festlegung der Zahlrichtungen
3. Aufstellung der & —1lin. unabh. Knotengl.
4. Aufstellung der m = z—k +1 Maschengl.
a) Vollstandiger Baum
b) Auftrennung der Maschen
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3.1 Verstandnisaufgaben

1. Sie besitzen zwei Lampchen mit der Aufschrift 2W/6V und 1W/6V. Beide Lamp-
chen schalten Sie in Reihe und verbinden sie mit einer 6-V-Batterie. Was beobachten
Sie?

a) Beide Lampchen leuchten gleich hell.

b) Das 2W/6V-Lampchen leuchtet heller.

¢) Das 1W/6V-Lampchen leuchtet heller.

2. In welche Richtung wiirden Sie in dem unteren Bild den Strom wéhlen?

3. Ein Quadrat aus Widerstandsdraht, dessen ohmscher Widerstand fiir jede Kante
R = 0,6 Q betrdgt, ist mit einer 6-V-Spannungsquelle, wie im Bild gezeigt, verbun-
den. Wie groB ist die Spannung U an der rechten Kante?

R

Il
>
=
d

O

R y

<%

4. Welche der Schaltungen a — d fithren zu einem Widerspruch?




3.1 Verstandnisaufgaben

5. Stellen Sie die Maschengleichung fiir das gezeigte Netzwerk auf.

83



Einfache elektrische Netzwerke

84

zur Aufgabe 1:

Im ersten Schritt werden die Widerstdnde der beiden Lampchen berechnet:

(2.49) 772
P = v

U3 2 36V?
? - R = :—36V

=18Q und R,= =36Q.
P,  2W 2w

Bei der Reihenschaltung werden beide Limpchen vom gleichen Strom

U 6V 1A
R, +R, 18Q+36Q 9

durchflossen. Die von den Lampchen aufgenommene Leistung betragt
(2.49) 1 ) 2
P, = I’°R = (—Aj 18Q==-W =0,22W
! 9 9
1, Y 4
Py, =I’R, = (EAJ 36Q =g W=044W.

Somit ist Antwort c) richtig, das 1W/6V-Lampchen nimmt doppelt so viel Leistung
auf und leuchtet heller.

zur Aufgabe 2:

Allgemein wird bei Quellen das Genera-
torzdhlpfeilsystem verwendet. Im Falle von
zwel entgegengesetzt gerichteten Span-
nungsquellen im gleichen Zweig kann
dieses Prinzip nicht aufrechterhalten wer-
den. Die Stromrichtung muss frei gewéhlt
werden, d.h., bei einer Quelle wird das
Verbraucherzihlpfeilsystem verwendet. Bei
der Festlegung in der Abbildung bedeuten
IUy > 0 eine Leistungsaufnahme der Quelle
1, andererseits aber IU, > 0 eine Leistungs-
abgabe der Quelle 2.

zur Aufgabe 3: o o -

Werden die Drahtstiicke durch die ge- R
bréuchlichen Symbole fiir die Widerstédnde T
ersetzt, dann kann das Netzwerk umge-

zeichnet werden. Das gesuchte Ergebnis 6V R R lU
folgt aus der Spannungsteilerregel: T
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zur Aufgabe 4:

Die Schaltungen b und c fithren zu einem Widerspruch.

Begriindung:
Die ideale Stromquelle in Schaltung b fordert einerseits, dass der Strom I, fliefit,
andererseits verhindert aber der Leerlauf den Stromfluss.

Die ideale Spannungsquelle in Schaltung c fordert einerseits, dass die Spannung an
ihren Klemmen U, betrdgt. Andererseits ist die Definition des Kurzschlusses gerade,
dass der Spannungsabfall null ist.

zur Aufgabe 5:

Uy +Upg +Up, —Ug, =0 — Ug +Ug -Ug, =U,

zur Aufgabe 6:

Kyt I-Ip—Ip =0 — Ip+Ig =I

Ky: —I+Ip +1Ig +1Ip =0 — Ip+Ig +Ip =1

zur Aufgabe 7:

Ry =R +5Q — B =R, -5Q=10Q-5Q=5Q

R,-20Q
8% " R, +20Q -
3.2 Level 1

Aufgabe 3.1 | Netzwerkberechnung

Gegeben ist das nachstehende Gleichstromnetzwerk mit drei Widerstdnden.

R | & lU2=U3

Abbildung 1: Gleichstromnetzwerk

Bestimmen Sie alle Strome und Spannungen in dem dargestellten Gleichstromnetz-
werk.
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Wir berechnen zundchst den Wert des aus R, und R; gebildeten Parallelwiderstandes:

- bl

par
R, + Ry

Der Strom [ ergibt sich aus dem Verhéltnis der Spannung U, zum Gesamtwiderstand
R
ges

Rys = Ry Ry = By +—TeFs__ Folly + FuBs + Ry

’

8 R, +R, R,+R,
I= Y, _ R, + R,
Ry RR,+RR;+R,R,

Damit sind auch die beiden Spannungen bekannt:

RR, + R|R,4
RR, + RiR; + RyRy

ByRy

U =R]I=
R\R, + R,R, + R,R,

Uq und U2=U3=Uq—U1=

Die beiden noch fehlenden Strome folgen wieder aus dem Ohm’schen Gesetz:

I, /. B, U, und I
R, R/R,+RR;+R,R,

Aufgabe 3.2 | Zusammenschaltung temperaturabhangiger Widerstande

Zwei Widerstdnde R; und R, sind wie in Abb. 1 dargestellt verschaltet. Bei 20°C haben
die Widerstdnde die Werte R; = 10 kQ und R, = 40 kQ. Der Temperaturkoeffizient von
R, betrigt a; = +4-107%/°C.

U R,

s U
R, RR,+RR,+R,R,

R, o
R, o R,, a,
o—{ — —o

R, a,

Abbildung 1: Reihen- und Parallelschaltung temperaturabhangiger Widerstande

1. Wie groB muss der Temperaturkoeffizient von R, sein, damit die Reihenschaltung
temperaturunabhéngig wird?

2. Wie groB muss der Temperaturkoeffizient von R, sein, damit die Parallelschaltung
temperaturunabhéngig wird?
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zur Teilaufgabe 1:

Die Reihenschaltung soll unabhéngig von der Temperatur den Wert R = R;+R, = 50 kQ
aufweisen. Unter Beriicksichtigung der Temperaturabhéngigkeit gilt

!
R=R,(T)+R,(T)=10kQ"[1+ ;AT]+40kQ-[1+ a,AT] = 50kQ,

1 107
10kQ-a;AT +40kQ-a,AT=0 — az=——0a1=—1- 0
40 °C
zur Teilaufgabe 2:
Bei den parallel geschalteten Widerstdnden gilt:
l=i+i= ! + t 1t - 1 1 1 :Rl(T)_B,
R R, R, 10kQ 40kQ 8kQ R,(T) R Ry(T) R(T)R
R,(T)-R 10kQ-|1+,AT|-8kQ
R,(T)=40kQ:[1+a,AT]= (T)-R _ [1+e,AT] ,
R/(T)-R 10kQ-[1+a,AT]-8kQ
80(1+ a,AT —
1+aZAT:i [1+a,AT] L AT = 2420, AT B AT
40 2+1004,AT 2+10c,AT 2+10a,AT
-8a,
- ay=—21—
2+10a,AT
Schlussfolgerung

Die Temperaturabhédngigkeit ldsst sich bei der Reihenschaltung nur erreichen,
wenn die Temperaturkoeffizienten der beiden Widerstdnde unterschiedliche Vor-
zeichen haben. Nach dem Ergebnis bei der Parallelschaltung miisste der Tempe-
raturkoeffizient des zweiten Widerstandes selbst temperaturabhédngig werden.
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Aufgabe 3.3 [ Widerstandsnetzwerk

Gegeben ist das folgende Widerstandsnetzwerk mit den Widerstinden R, bis R,. Zwi-
schen den Anschlussklemmen 1-0 wird eine Gleichspannungsquelle der Spannung U,
angeschlossen. Zwischen den Anschlussklemmen 2-0 wird eine Gleichspannung U,
gemessen.

1

QQ
®
—

Abbildung 1: Widerstandsnetzwerk

1. Welchen Wert hat die Spannung U, in Abhéngigkeit von der Spannung U,?

2. Die Gleichspannungsquelle U, wird durch ein Widerstandsmessgerit ersetzt. Wel-
cher Gesamtwiderstand R;, wird zwischen den Klemmen 1-0 gemessen? Fiihren
Sie geeignete Zusammenfassungen ein.

3. Die Gleichspannungsquelle U, wird durch einen Kurzschluss ersetzt. Welcher Ge-

samtwiderstand R,, wird zwischen den Klemmen 2-0 gemessen?

zur Teilaufgabe 1:

ORI

Abbildung 2: Widerstandsnetzwerk in alternativer Darstellung

Der Spannungsteiler zur Berechnung der gesuchten Spannung ist in der Darstellung des
Netzwerks in Abb. 2 direkt ersichtlich:

Up B R,

= — = .
U, BR,+R, * R,+R, ¢
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zur Teilaufgabe 2:

[o;

RlO

o
Abbildung 3: Widerstandsnetzwerk, wenn U, durch ein Widerstandsmessgerat ersetzt wird

Mit den Zusammenfassungen

R, - Bhs und R, =R,+R,
R, + R,

ergibt sich fiir den Gesamtwiderstand

________________________

|
|
|
|
|
|
|
|
! R, R,
|
|
|
|
|
|

Abbildung 4: Widerstandsnetzwerk, wenn Uq durch einen Kurzschluss ersetzt wird

Die Widerstdnde R, und R; werden kurzgeschlossen. Ein in die Klemme 2 flieBender
Strom teilt sich auf in einen Strom durch R, und einen Strom durch R,. Damit bleibt
nur noch die Parallelschaltung von R, und R, iibrig:

— HZR4
R,+R,’

20
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Aufgabe 3.4 | Widerstandsnetzwerk mit zwei Quellen

Gegeben ist ein Widerstandsnetzwerk, das durch eine ideale Gleichspannungsquelle
U, > 0 V und eine ideale Gleichstromquelle I, > 0 A erregt wird.

IS
-
o~
=
N?J
-
I
_QN

Abbildung 1: Gleichstromnetzwerk

1. Berechnen Sie den Strom I, sowie die Spannung U,.

2. Gibt die Spannungsquelle U, fiir den Fall, dass U, = I,R,/2 gilt, Leistung an das
Netzwerk ab oder nimmt sie Leistung aus dem Netzwerk auf? Begriinden Sie Ihre
Aussage.

zur Teilaufgabe 1:

| — | °
! | S|

I, R

QL

1

/:\q
\T/

Abbildung 2: Widerstandsnetzwerk mit Masche und Knoten
Knotengleichung K: I,-L+5,=0 — L=L-I,.

Maschengleichung M: LR, + R, -U, =0.

Den Strom I, aus der Knotengleichung in die Maschengleichung einsetzen und nach I,
auflésen ergibt
U,+R1
——49 "9
(I,-I,)R +LR,-U;=0 — L= AR,

Dieses Ergebnis in die Knotengleichung eingesetzt, liefert den Strom I;:

[l _J =Uq+H1Iq g R, +R, =Uq—BZIq
1~727 ¢ q :
R, +R, R, +R, R, +R,

Die Spannung U, folgt aus dem Ohm’schen Gesetz:

R,
U, =R,I, = EAR (U, +Ri,).
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zur Teilaufgabe 2:

Fiir die Gleichspannungsquelle ist das Erzeugerzdhlpfeilsystem gewdhlt worden. Fiir
den Fall I, > 0 gibt sie Leistung ab, im anderen Fall nimmt sie Leistung auf.
Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe 1 gilt fiir den Strom

I
R,~L-R,I
' R +R, R, +R, 2 R, +R,

Damit ist die Leistungsabgabe negativ und die Spannungsquelle nimmt die Leistung

1 R
Pq=Uq|I1|=ER1+2R2 q'q

auf.

Schlussfolgerung

Wird bei einer Spannungsquelle das Generatorzidhlpfeilsystem zugrunde gelegt
und ist der berechnete Wert des Stromes negativ, dann fliefit ein positiver Strom
in die Quelle hinein. Die Spannungsquelle gibt in diesem Fall keine Leistung ab,
sondern nimmt Leistung auf und verhélt sich wie ein Verbraucher.

Aufgabe 3.5 | Netzwerk mit Widerstanden und Kondensatoren

Gegeben ist das folgende RC-Netzwerk mit einer Gleichspannungsquelle U,

Abbildung 1: Gleichspannungsnetzwerk

1. Berechnen Sie die Spannungen U, und U, in Abhéngigkeit von U,
2. Welche Energien W, und W, sind in den beiden Kondensatoren gespeichert?

3. Welche Leistung gibt die Quelle an die Widerstdnde ab?
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zur Teilaufgabe 1:

Uber die beiden Kapazititen flieBt im Gleichstromfall kein Strom, es liegt aber eine Span-
nung an. Nach der Spannungsteilerregel gilt
Ue Ry R,

=7 - Us=U+U,=
U, HR+R coTTTE R +R,

Die beiden Kondensatoren tragen dieselbe Ladung, sodass ihr Spannungsverhiltnis
iiber die Werte ihrer Kapazitdt angegeben werden kann:
C

Q=CU,=CU, — U, =C—1Ul.
2

R,

Zusammengefasst gilt: U, +g—:U1 = R +H, Us.
Daraus berechnen sich die gesuchten Spannungen zu
U, =LLU und U,= Gy By U, =iUl.
C,+C, Bj+R, 1 C,+C, R, +R, C,

zur Teilaufgabe 2:

Mithilfe von GI. (1.94) folgt fiir die gespeicherte Energie in den Kondensatoren

1 1 C
Wy :EC1 Ulz und W, =ECZU22 =C_:W1-

Schlussfolgerung

Die Gleichheit der Produkte C, W, = C,W, bedeutet, dass der Kondensator mit der
kleineren Kapazitédt bei der Reihenschaltung die groBere Energie speichert.

zur Teilaufgabe 3:

Die Quelle gibt folgende Leistung an die Widerstdnde ab:

(2.49) Uq
= U, =U, .
R, +R,

Aufgabe 3.6 | Netzwerk mit temperaturabhingigen Widerstanden

In dem in Abb. 1 dargestellten Netzwerk ist der aus Kupferdraht bestehende Wider-
stand R;(20°C) = 4 Q temperaturabhéngig. Die beiden anderen Widerstinde R, = 2 Q
und R; = 3 Q sind unabhéngig von der Temperatur.
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Abbildung 1: Widerstandsnetzwerk

1. Geben Sie die Beziehung an, mit der die Temperaturabhédngigkeit des Widerstan-
des R, beschrieben werden kann.

2. Auf welchen Wert muss sich die Temperatur d&ndern, damit der Strom bei unveran-
derter Spannung U, um 4 % gréBer wird als bei einer Temperatur T = 20°C?

zur Teilaufgabe 1:

Mit dem Temperaturkoeffizienten a = 3,9-10%/°C nach Tabelle 2.1 gilt entsprechend
Gl. (2.31)

R,(T)=R, (20°C)-(1+ aAT) = 49.[“ 133?{; (T—20°C)J. (1)

zur Teilaufgabe 2:

Ein um 4 % groBerer Strom bedeutet, dass der Gesamtwiderstand um den Faktor 1,04
geringer werden muss. Bei 20°C betrdgt der Widerstand

(R,+R,)+R; 6+3

R(20°C) = (R, +R,)| | R, =

Gesucht ist also die Temperatur, bei der

_[R(T)+R,]'R, 20
R(T) = [R,(T)+R,]+R, 1,04

~1,923Q

gilt. Die Auflésung dieser Gleichung nach R, (T) liefert

[R,(T)+R,] R, =%[Hl (T)+R,+R,]

29)_ 2Q

R,+R.)—R,R — R (T)=3,357Q.
1,04 1,04(2 )~ R, +(T)

R,(T) (HS -

Die Temperatur kann jetzt aus Gl. (1) berechnet werden:

49'(1+ +20°C=-21,21°C.

30
(T—20°C))z3,357£2 - Tz(3’357—1)10 ¢

3,
10°°C 4

s
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Aufgabe 3.7 | Uberlagerungsprinzip und Leistungsbilanz

Ein Widerstand liegt in Reihe mit einer Strom- und einer Spannungsquelle.

R=1Q

P N— Iq:2A
UR
U,=3V

Abbildung 1: Netzwerk mit mehreren Quellen

1. Berechnen Sie die Spannungen in dem Netzwerk mithilfe des Uberlagerungsprinzips.

2. Stellen Sie eine Leistungsbilanz auf, indem Sie die aufgenommenen bzw. abgege-
benen Leistungen des Verbrauchers und der Quellen berechnen.

zur Teilaufgabe 1:

Das Ausgangsnetzwerk kann in die beiden Netzwerke in Abb. 2 zerlegt werden.

| —
| S|

R=1Q R=10 /{\IfZA
v, + +

Abbildung 2: Zu iiberlagernde Netzwerke

In den Einzelnetzwerken in Abb. 3 kénnen Strom und Spannung am Widerstand direkt
angegeben werden.

~
Il

0A

@ e Y A

Abbildung 3: Stréme und Spannungen in den Teilnetzwerken

Die Uberlagerung der Spannungen und Stréme aus den beiden Teillésungen liefert das
folgende Ergebnis.

R=1Q
| S| 1
Y -— I,=2A
Uy=2V
U, =3V A lu=sv

Abbildung 4: Resultierende Strome und Spannungen
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zur Teilaufgabe 2:

In der Masche besitzt der Strom iiberall den gleichen Wert. Die Stromrichtung in der
Masche ist durch die Stromquelle vorgegeben, siehe Abb. 4. Am Widerstand sind
nach dem Verbraucherzdhlpfeilsystem Strom und Spannung gleich gerichtet und es
fallt die Spannung Uy = RI, = 2 V ab. Fiir die am Widerstand verbrauchte Leistung gilt
Pp=Ugl,=2V-2A=4W.

Durch die vorgegebene Stromrichtung haben an der Spannungsquelle Strom und
Spannung die gleiche Richtung (Verbraucherzidhlpfeilsystem). Die berechnete Leistung
ist positiv, d.h., die Spannungsquelle nimmt Leistung auf: P, = U, [, =3 V-2 A =6 W.

Aus dem Maschenumlauf ergibt sich die Spannung an der Stromquelle zu
U = Up+U, = 5 V. Diese Quelle stellt die Gesamtleistung P;= U[, =5V -2A =10 W
zur Verfligung.

Aufgabe 3.8 [ Netzwerkanalyse

Gegeben ist das folgende Widerstandsnetzwerk, das durch zwei ideale Gleichspannungs-
quellen erregt wird.

R3 RS
° 1 ° 1
| S| | S|
Uqll<=> Rl R4 qul@
RZ
1
L 1 I L

Abbildung 1: Widerstandsnetzwerk

1. Wie viele Knoten und Zweige besitzt das Netzwerk insgesamt? Wie viele Unbekannte
liegen damit in dem Netzwerk vor? Geben Sie an, wie viele linear unabhéngige Kno-
ten- und Maschengleichungen benétigt werden, um die Unbekannten zu bestimmen.

2. Wihlen Sie einen Bezugsknoten und nummerieren Sie die Knoten.

3. Zeichnen Sie den Netzwerkgraphen und legen Sie eine geeignete Zahlrichtung fiir
die Strome fest.

4. Stellen Sie die linear unabhéngigen Knotengleichungen auf.

5. Stellen Sie die Maschengleichungen mit dem Verfahren des vollstdndigen Baumes
auf.

6. Stellen Sie die Maschengleichungen mit dem Verfahren der Auftrennung der Maschen
auf.
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zur Teilaufgabe 1:

Das Netzwerk besitzt k = 4 Knoten, die in Abb. 2 eingetragen sind. Die vier Knoten
werden durch z =6 Zweige verbunden. In einem Netzwerk gibt es normalerweise
2z = 12 Unbekannte. Da allerdings in einem Zweig nur eine Quelle mit bekannter
Spannung vorliegt, reduziert sich die Anzahl der Unbekannten um eine auf elf Unbe-
kannte. Es miissen somit insgesamt elf Bestimmungsgleichungen aufgestellt werden.
Mit den ohmschen Beziehungen kénnen an den fiinf Widerstdnden z.B. die Spannun-
gen durch die Stréme ausgedriickt werden. Mit der dann bekannten Spannung an R;
ist die Spannung in diesem Zweig insgesamt bekannt, da die Quellenspannung U,
vorgegeben ist. Somit verbleiben dann noch insgesamt sechs Unbekannte. In dem vor-
liegenden Netzwerk konnen k-1 = 3 linear unabhidngige Knotengleichungen aufge-
stellt werden, sodass weitere m = z-(k-1) = 6-3 = 3 Maschengleichungen benétigt
werden.

zur Teilaufgabe 2:

o

K
Abbildung 2: Widerstandsnetzwerk mit nummerierten Knoten

zur Teilaufgabe 3:

Kz 13 K3
1,4 LY Y 1.4
12
K, Ko

Abbildung 3: Netzwerkgraph

zur Teilaufgabe 4:

Von den vier moglichen Knotengleichungen sind jeweils drei linear unabhéngig:

K;: -Ip+L-1, =0
Ky Ipn-1 -1 =0
Ks: I3-I4+1,=0.
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zur Teilaufgabe 5:

Beim Verfahren des vollstindigen Baumes werden zunéchst alle Netzwerkknoten so
miteinander verbunden, dass keine geschlossene Masche entsteht.

K2 K3
I —Y @
K 1 KO

Abbildung 4: Beispiel fiir ein Netzwerk ohne geschlossene Masche

Die Anzahl der beim vollstdindigen Baum nicht enthaltenen Zweige entspricht genau
der Anzahl der aufzustellenden Maschengleichungen. Stellen wir also die Maschen-
gleichungen so auf, dass jeder Verbindungszweig in genau einer Masche enthalten ist,
dann sind alle Maschengleichungen linear unabhéngig.

K, K;
T @
i
|
Uq1 l M, il U,
|
|
—‘ [ 2
K, Ko
K, K; U,
. ———
i
i
U, l M, Uﬂl
|
i
Y @
Kl KO
K, U, K U,
¢ — ¢ -—
Uql l M3 Uqu
L e - ___ °
K, U2 Ko

Abbildung 5: Netzwerk mit Verbindungszweigen
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Mit Abb. 5 erhalten wir die folgenden Maschengleichungen:

M U, = Un
M,: Ug+Us= U,
My Up-Uy  +Us=-Uy,+U,,- (1)

Mit den ohmschen Beziehungen an den Widerstdnden werden die Spannungen durch
die Strome ersetzt:

U,

My R, = Un
M,: Rl +Rl; = U,
M: Ryl, — Ryl +Rsl5 = “Uq +Ug, -

zur Teilaufgabe 6:

Bei diesem Verfahren werden nacheinander beliebige Maschenumlédufe ausgewdhlt und
die jeweilige Gleichung aufgestellt. AnschlieBend wird diese Masche an einem beliebigen
Zweig aufgetrennt, der in den weiteren Maschen nicht mehr verwendet werden darf.

K, U, K; Us
—> -+
ol el ()| o
—>
K1 U2 K()
K, U, K U,
e — -—
Uql l MZ U4 l Uq2l
\ 4
Kl U2 KO
K, U, K U,
@ 3 L g
Uql l M3 Uqu
A L
K] U2 KO

Abbildung 6: Auftrennung der Maschen
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M;: -U,-U,+U;+U, = 0
M,: -U, +U;+U, = Up
M,: -U,+U, -U; = Up—Uygs (2)

Bemerkung:

Die Gleichungssysteme (1) und (2) sind zwar unterschiedlich aufgebaut, die Auflésung
der Gleichungen fiihrt jedoch in allen Féllen auf dieselben Stréme und Spannungen im
Netzwerk.

3.3 Level2
Aufgabe 3.9 | Ersatzspannungsquelle

Das im linken Teilbild dargestellte Netzwerk soll in die auf der rechten Seite dargestellte
Ersatzspannungsquelle umgerechnet werden, sodass sich die beiden Netzwerke beziig-
lich eines an die Ausgangsklemmen angeschlossenen Lastwiderstandes R; gleich ver-
halten.

R, R, |1:
Ol = O

Abbildung 1: Aquivalente Spannungsquellen

1. Wie muss die Spannung U, gewdhlt werden, damit die Leerlaufspannungen in bei-
den Netzwerken gleich sind?

2. Wie muss der Widerstand R; gewédhlt werden, damit die Kurzschlussstrome in bei-
den Netzwerken gleich sind?

3. Uberpriifen Sie, ob das Verhalten mit den berechneten Werten U, und R; auch bei
einem beliebigen Abschlusswiderstand R; gleich ist.

4. Bestimmen Sie die Innenwiderstdnde der beiden Netzwerke, indem Sie die Span-
nungsquellen zu null setzen und die Widerstdnde zwischen den Ausgangsklem-
men berechnen. Welche Erkenntnisse lassen sich gewinnen?

zur Teilaufgabe 1:

Fiir die an den offenen Ausgangsklemmen gemessene Leerlaufspannung gilt im linken
bzw. rechten Teilbild

U,, = bzw. U;,=U,.
L1l R1 +Rz L,r 0
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Aus der geforderten Gleichheit folgt

— HZ
R, +R,

(1)

0

zur Teilaufgabe 2:

Beim Kurzschlussfall liegen die beiden Widerstande R, und R, parallel. Der Spannungs-
abfall an dieser Parallelschaltung ergibt sich aus dem Spannungsteiler:*

R,-R,

Us _ BZHRB __ B, +R By Ry

U, R +R|R, R+ Ry-Ry  RR,+RR;+R,R,
R, + Ry

Damit ist der Kurzschlussstrom im linken Teilbild bekannt:

Us R,

= U
R, RR,+RR;+R,R,

IK,[ =

Aus der geforderten Gleichheit mit dem Kurzschlussstrom im rechten Teilbild I, = Uy/R;
folgt
R - R\Ry + BBy + R,Ry Uy _ RiRy + R\ Ry + Ry Ry .
! R, U, R, +R,

q
zur Teilaufgabe 3:

Wir schlieBen jetzt an beide Netzwerke in Abb. 1 einen Lastwiderstand R; an und berech-
nen den Strom durch diesen Widerstand bzw. den Spannungsabfall an diesem Wider-
stand.

(2)

Abbildung 2: Aquivalente Spannungsquellen mit gleichem Abschlusswiderstand

Mit den in Abb. 2 eingefiihrten Spannungsbezeichnungen und der Spannungsteiler-
regel gilt im linken Teilbild

1 Bemerkung: Die Schreibweise R,||[R; kennzeichnet die Parallelschaltung von einem Wider-
stand R, mit einem Widerstand Rs. Sie ist zwar leicht verstdndlich, jedoch nicht allgemein ge-
brauchlich.
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R,-(Ry+R;)
__ R, _ R R,| (Rs+Ry) S R,+(Ry+Ry)
R +Ry ° R, +Ry Ri+R,|(B,+R,) ¢ R, +R, R R,-(R,+R;) ¢

' R,+(R,+R,)
__h Ry (Ry+Ry) U = R,R; U
R, +Ry RR,+R (Ry+R)+R,(Ry+R,) 9 RR,+RR;+R,R;+R, (R +R,)

UHL

Im rechten Teilbild erhalten wir mit den Ergebnissen aus den beiden ersten Teilaufgaben
die Spannung

— RL U (1];(2] HL HZ
B "R, +R; ° B, » B+ PR+ Rl Ry + R,
R, +R,

Die Spannung an dem Lastwiderstand ist also in beiden Féllen gleich.

zur Teilaufgabe 4:

Im linken Teilbild der Abb. 1 liegt R, in Reihe zu der Parallelschaltung von R, und R,.
Der in die Ausgangsklemmen gemessene Widerstand betrégt

Ri-R, _ RiRy+RRy+R,Ry

H,=R3+(B1||H2)=H3+31+Hz A E,

Im rechten Teilbild gilt R, = R; und aus der geforderten Gleichheit R, = R, erhalten wir
wieder die Beziehung (2).

Schlussfolgerung

Zur Berechnung des Stromes durch einen Widerstand (wie z.B. R; im linken Teil-
bild der Abb. 2) kann das gesamte den Widerstand umgebende Netzwerk durch
eine Spannungsquelle U, mit Innenwiderstand R; ersetzt werden (rechtes Teilbild
der Abb. 2). Die Leerlaufspannung U, wird berechnet, indem der Widerstand
durch einen Leerlauf ersetzt und die Spannung an den offenen Klemmen
bestimmt wird. Der Innenwiderstand R; kann aus dem Verhéltnis von Leerlauf-
spannung und Kurzschlussstrom (Strom durch den betrachteten Zweig, wenn der
Widerstand kurzgeschlossen wird) berechnet werden. Alternativ kann der Wert R;
auch bestimmt werden, indem die Quellen zu null gesetzt werden und der sich
zwischen den offenen Klemmen einstellende Widerstand bestimmt wird.
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Aufgabe 3.10 | Netzwerk- und Energieberechnung, Briickenschaltung

Gegeben ist das folgende RC-Netzwerk mit einer Gleichstromquelle I,.

Abbildung 1: Gleichstromnetzwerk

1. Berechnen Sie die Spannungen Uy, U,, U; und U, in Abhéngigkeit von I,

2. Welche Energien W, W,, W und W, sind in den Kondensatoren C;, C,, C; und C,
gespeichert?

3. Welche Bedingung muss fiir die Kapazitdten gelten, damit fiir die eingezeichnete
Spannung U = 0 gilt?

zur Teilaufgabe 1:

Das Netzwerk kann zunéchst in folgende Briickenschaltung umgezeichnet werden.

L i =l =
i

U o U o—e
o

==lU 2 ==lU 4
C, c,

Abbildung 2: Alternative Darstellung des Gleichstromnetzwerks

Bei dem angenommenen Gleichstrom flieBit iber die Kapazitdten kein Strom. Mit dem
Ersatzwiderstand R, = R R,/ (R;+R,) folgt damit die Spannung U, = Rgl,.
Die beiden Kondensatoren Cyund C, tragen dieselbe Ladung:
C

Q=CU,=CU, - U, =C_1U1-
2
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Dasselbe gilt fiir die beiden Kondensatoren C; und C:

Q=CU;=CU, — U= C_Us-
4
Fiir die Reihenschaltung der Kondensatoren gilt
C,+C C;+C
Ue=U1+U2=U1+C U, = 1C2 2U, und U,= 3C4 1U,.

Damit lassen sich die vier Teilspannungen berechnen:
U, = C, RR, R, U, = C, RR, oy g
C,+C, R +R, C,+C, R +R,

.- _Cs RR , C; RR,
37 C+Cy Ry+R, U ' C,+C, R+ By

zur Teilaufgabe 2:

In den Kondensatoren ist folgende Energie gespeichert:

2 2
1 C, RBR, 1 C, RR
W,==C| —2 -2 Wy =—Cp| —2——12 ]
! [C +C, Ry +R, q] 22 (c +C, R, +R, ‘1]

2 2
wy=tc,| G e 0oy lo [ G BB g
C;+C, R +R, 2 C;+C, R +R,

zur Teilaufgabe 3:

Die gesuchte Bedingung ldsst sich aus dem Maschenumlauf herleiten. Aus

! C C R,R :
=U,-U, = bzw. 2 2] =0
U=Uy-th =0 baw (C3+C4 Cl+CZJR1+R2 9
folgt unmittelbar die Bedingung
C, _ G L, GitG _G4Cy | G _GCy
C,+C, C,+C, C, C, c, G,
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Aufgabe 3.11 | Netzwerkberechnung

Gegeben ist das folgende Widerstandsnetzwerk mit einer Gleichspannungsquelle.
1

R R

o

| 1

@ g

Abbildung 1: Widerstandsnetzwerk
1. Bestimmen Sie den von der Quelle abgegebenen Strom I in Abhéngigkeit von U,
und R.

2. Berechnen Sie die von der Quelle abgegebene Gesamtleistung fiir U, = 100 V und
R=125Q.

3. Wie teilt sich diese Leistung auf die einzelnen Widerstdnde auf?

zur Teilaufgabe 1:

Die drei Widerstdnde auf der linken Seite sind parallel geschaltet. Thr Gesamtwert

betragt
Rlziz—l =i=ER.
Gl l+i+l ,5 5
R 2R R

Mit dem gleichen Ersatzwiderstand auf der rechten Seite R, = R, gilt das vereinfachte
Netzwerk aus Abb. 2.

mm ”
N~
l&

Abbildung 2: Vereinfachtes Netzwerk

Mit den beiden in Reihe geschalteten Widerstdnden erhalten wir den Strom

= Uq = Uq = —Uq = Eﬂ
Res R +R, éR 4 R
5
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zur Teilaufgabe 2:

Die von der Quelle abgegebene Gesamtleistung betragt

5 U,
P=UqI=ZTf=1oow.

zur Teilaufgabe 3:

Die Leistung teilt sich je zur Hélfte auf die Widerstdnde R, und R, auf. Die Aufteilung auf
die drei Einzelwiderstinde kann aus dem Stromknoten berechnet werden (siehe Abb. 3):
I_H _ 1R _ ﬁ 2

2 2. 1
==, Iz=2I, Lp=I-2-21=—1I
I 1YR, R 5 "5 P 5 5

17, T
R R
I

2R

U 2R

1 i

Abbildung 3: Zur Stromaufteilung

Die Spannung an den drei parallel geschalteten Widerstdnden ist gleich grof, sodass sich
die Leistungen im gleichen Verhiltnis wie die Strome aufteilen. In Abb. 4 sind die Leis-
tungen eingezeichnet, die an den einzelnen Widerstdnden abfallen.

T 7

20 W 20 W

10 W 10 W

20 W 20 W

J 1

Abbildung 4: Leistungen an den Widerstanden
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Aufgabe 3.12 | Widerstandsnetzwerk, Potentialberechnung

Gegeben ist das folgende Netzwerk mit fiinf bekannten Widerstdnden und der erregenden
Gleichspannungsquelle mit dem Spannungswert U, = 14 V.

¢el

1Q

WO

L ¢€0:0V

Abbildung 1: Widerstandsnetzwerk

. Wie grof ist der Gesamtstrom I?

1

2. Berechnen Sie die Teilstrome I35 und Ig.

3. Geben Sie die Potentiale ¢,; bis ¢,, bezogen auf ¢, an.
4

. Welche Leistung gibt die Quelle insgesamt an das Widerstandsnetzwerk ab?

zur Teilaufgabe 1:

Zur Berechnung des Stromes I wird zundchst der Gesamtwiderstand des Netzwerks
ermittelt:

U, .
[=—2 Hgﬂ:ﬁﬂ.%ﬁquﬂg, =14V _ s
Riges 1Q+4Q 5 14/5Q

zur Teilaufgabe 2:

Die Teilstrome berechnen sich aus der Stromteilergleichung:

L __ 40
BT10+40Q

zur Teilaufgabe 3:

Berechnung der Potentiale:

L TN

[=25A=4A, I,=— 12
5 10+4Q° 5

Pe1 =14V, 0o =P =U;p, =1Q-1 > 9, =9V, @,5=0,=9V,

Pe5 =Pes = Pe0 +1Q-1=5V  oder  pes =pes = Pe3 —1Q I35 =9V -4V =5V .

Durch den Widerstand R,5 = 2 Q flieBt kein Strom, d.h., der Spannungsabfall an die-
sem Widerstand ist null, d.h. ¢4 = 9,5 =5 V.
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zur Teilaufgabe 4:

An der Quelle gilt P= U, =14 V-5 A =70 W.

Aufgabe 3.13 | Netzwerk mit unbekannten Widerstanden

Gegeben ist das im linken Teilbild der Abb. 1 dargestellte Gleichspannungsnetzwerk
mit drei bekannten Widerstinden und drei unbekannten Widerstdnden R, R,, R.

—»—I—-I —
IO 10

10 R, 1Q R,

j

10Q

ol

®

R 0Q —p 20Vl<

f
.
I

121

40 R, 40 R,

I I

Abbildung 1: Gleichspannungsnetzwerk und modifiziertes Netzwerk

|

Bestimmen Sie die Werte fiir R, R, und R; unter den folgenden Voraussetzungen:

B Die in jedem einzelnen Widerstand in Warme umgesetzte Leistung soll sich durch
Einfiigen der beiden Kurzschlussverbindungen entsprechend dem modifizierten
Netzwerk auf der rechten Seite nicht d&ndern.

B Der Strom I, aus der Quelle soll 3 A sein.

Durch die Kurzschlussverbindungen darf kein Strom flieBen, andernfalls sind die
Leistungen an den Widerstdnden in den beiden Netzwerken unterschiedlich, d.h., die
Spannungsaufteilung iiber den drei in Reihe liegenden Widerstdnden muss in beiden
Teilzweigen identisch sein:

1Q _ R, _1Q-10Q

- R d
R, _10Q "7 R un
R, 10Q 4Q-10Q

_—— R =—=4R .
2@ B, "7 R 2

Damit sind, wie in Abb. 2 dargestellt, alle Widerstdnde in Abhéngigkeit von R, ange-
geben.
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10 Il 2
10 R,
I 1Q-10Q I
20V = 0 10Q
RZ
40 4R,

Abbildung 2: Gleichspannungsnetzwerk: Alle Widerstande in Abhangigkeit von R,

Mit der Knotengleichung und dem vorgegebenen Gesamtstrom gilt Iy = I+, = 3 A.
Damit lassen sich die Einzelwiderstinde ausgehend von R, berechnen:

3A = 20V L 20V
504 12°10@  10Q+5R,
R,
___20V-R, __ 20V1Q _ 20V (R, +1Q) _ pfer1Q
5Q-R,+10Q* 10Q*+5Q-R, 5Q-R,+10Q? R, +2Q

3A(R,+2Q)=4A(R,+1Q) — R,=6Q-4Q=2Q.

_1Q:10Q

5Q.
R,

Ergebnis: R,=2Q, BR;=4R,=8Q, R

Aufgabe 3.14 | Uberlagerungsprinzip

Gegeben ist das folgende Netzwerk mit sechs Widerstdnden, einer Strom- sowie einer
Spannungsquelle.

2R 2R

N
o g
r ]

3R

Abbildung 1: Gleichspannungsnetzwerk

Bestimmen Sie mithilfe des Uberlagerungssatzes die Spannung U, in Abhéngigkeit
von U, und I,
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Wir betrachten zunéchst den Einfluss von Uy
Wird die Stromquelle durch einen Leerlauf ersetzt, dann ergibt sich folgendes Ersatz-
schaltbild.

2R 2R

UqlC=> i» (E— Uql 4R 4R

3R R

Abbildung 2: Netzwerk mit Spannungsquelle

Fiir den Strom erhalten wir das Ergebnis

Uy Yy Yy

" 2R+(4R[4R) 2R+2R 4R’

I

Im jetzt folgenden Schritt betrachten wir den Einfluss von I;;:

Die Spannungsquelle wird durch einen Kurzschluss ersetzt und es ergibt sich das
Ersatzschaltbild in Abb. 3. Die Zusammenfassung der vier Widerstdnde liefert wieder
den Wert 2R, sodass sich der Quellenstrom in der in Abb. 3 angegebenen Weise auf-
teilt. Durch jeden Briickenzweig flieit damit der Strom I,/4.

2R 2R

1% e £1q /2 Ilq/z /Tij
= 2R 2R ﬁ/

2R 4R 4R

Abbildung 3: Netzwerk mit Stromquelle

In einem letzten Schritt miissen die Teill6sungen iiberlagert werden.
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2R 2R
——¢ ’ :I—‘
e ol

T R S G
° 5 ¢

Abbildung 4: Gleichspannungsnetzwerk nach Uberlagerung

Die Spannungen ergeben sich aus dem Ohm’schen Gesetz und dem Widerstandsver-
haltnis:

U.—R 1_1+I_q =Uq+2PJq
A 8

2 4 N U3H:3UH'

Aus der Masche ldsst sich U, in Abhéngigkeit von U, und I, angeben:
U, +2RI,

Up=Usp—Ug = 2

3.4 Level3

Gegeben sind drei unterschiedliche, fiir eine Betriebsspannung von 150 V ausgelegte
Lampen L;, L, und L;. Sie tragen die Aufschriften

L;:150V,75 W;  L,: 150 V, 100 W;  L,: 150 V, 180 W.

Zur Verfiigung steht weiterhin eine Gleichspannungsquelle U, = 200 V. Die Lampen sol-
len jetzt an die Spannungsquelle angeschlossen werden, wobei zwei Bedingungen gel-
ten sollen:

B Die Spannung soll an keiner Lampe den Nennwert 150 V iiberschreiten.

B Die gesamte von den Lampen aufgenommene Leistung soll einen Maximalwert
annehmen.
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Prinzipiell kommen die vier folgenden Schaltungsvarianten in Frage:

L,
200V L, 200V
L @
a (b
o .
(e, %

X 200V

200V

Abbildung 1: Verschiedene Schaltungsvarianten

1. Bestimmen Sie die Widerstdnde der Lampen.

2. Fir welche Schaltung a, b, c oder d entscheiden Sie sich? Geben Sie eine kurze
stichwortartige Begriindung.

3. Wie groB ist die maximale Leistung unter Berticksichtigung der beiden Bedingungen?

zur Teilaufgabe 1:

Aus der Leistungsbeziehung P = U?/R berechnen sich die Widerstinde der Lampen zu

2 2
R =% 0-3000, R=-"2o0-250, B
75 100

zur Teilaufgabe 2:

Bedingung 1:

Die Nennspannung U = 150 V soll an keiner Lampe tiberschritten werden. Diese Bedin-
gung wird von den Schaltungen ¢ und d nicht eingehalten, da bei Schaltung c an jeder
Lampe die Spannung 200 V anliegt und bei Variante d an einer der drei Lampen die
zuldssige Spannung iiberschritten wird.

_ 150°
180

Q=125Q.

m
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Bedingung 2:

Wenn die von den Lampen aufgenommene Leistung maximal sein soll, muss der Gesamt-
widerstand der Schaltung méglichst gering sein, damit ein maximaler Strom aus der
Spannungsquelle flieBen kann. Bei der Schaltung a ist der Gesamtwiderstand am gréften,
der Strom aus der Spannungsquelle somit am kleinsten, d.h., die Gesamtleistung ist klei-
ner als bei der Schaltung b. Allerdings muss die Schaltung b noch auf Uberspannung an
den Lampen tiberpriift werden.

zur Teilaufgabe 3:

Es gibt jetzt drei Mdoglichkeiten, die Lampen nach Schaltung b zusammenzuschalten.

200V 200V

Abbildung 2: Verschiedene Méglichkeiten der Lampenschaltung fiir Variante b

Wir iiberpriifen die Bedingung 1 fiir die drei dargestellten Schaltungsvarianten:

Schaltung b1:
Beide Teilspannungen U, und U, diirfen nicht groBer als 150 V werden. Sie kénnen mit-
hilfe des Spannungsteilers

UL__ &’

U, R +R,

und des Widerstands der Parallelschaltung

R,R, _ 225125

= = Q=80,36Q
R,+R, 225+125

berechnet werden. Damit ist die Spannung an der Lampe L,

— Bl
'R, +R,

200V =157,7V.

Somit ist Bedingung 1 verletzt und Variante b1 scheidet aus.
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Schaltung b2:
Die Berechnung erfolgt analog zu Schaltung b1. Mit dem Widerstand der Parallelschal-
tung

R,R, _ 300-125

b = = Q =288,23Q
R, +R; 300+125

ergibt sich die Spannung an der Lampe L,:

__ B
H2+Bp

1 200V =143,66V.

Die Spannung an den Lampen L, und L; kann aus dem Maschenumlauf bestimmt wer-
den:

U, =200V -U, =56,34V.
Bedingung 1 ist damit fiir alle Lampen erfiillt, die aufgenommene Leistung betragt

2 2
By =+ U2 _1p7 7w,
R, b

Schaltung b3:

R,R, _ 300-225

= = Q=128,6Q
R, +R, 300+225

ergibt eine Spannung an der Lampe L; von

— BB
R;+R,

) 200V =98,6 V.

Damit folgt die Spannung an den Lampen L, und Ly:
U, =200V -U, =101,4 V.
Bedingung 1 ist auch hier erfiillt. Die aufgenommene Leistung von Variante b3 betragt
2 2
P, = U Uy 157,7W.
R, b

Ergebnis: Die beiden Lampen mit den groBeren Widerstinden werden parallel geschal-
tet, die groBte Leistungsaufnahme ist mit Variante b3 méglich.

Aufgabe 3.16 | Reihenschaltung temperaturabhangiger Widerstiande

Eine 230V/60W- und eine 230V/100W-Gliihbirne werden entsprechend Abb. 1 in
Reihe mit einer Gleichspannungsquelle U, = 230 V geschaltet. Die beiden Gliihbirnen
werden durch die temperaturabhédngigen Widerstande R, (60 W) und R, (100 W)
reprasentiert. Diese sind in Abb. 1 in Abhéngigkeit der angelegten Spannung und
damit als Funktion der Leistung dargestellt. Die mit einem Kreuz gekennzeichneten
Punkte entsprechen dem Nominalbetrieb U; = 230 V bzw. U, = 230 V. Bei geringerer
Lampenspannung werden die Gliihwendeln wesentlich weniger aufgeheizt und die

13
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Widerstdnde sind entsprechend geringer. Diese Zusammenhénge konnen fiir die bei-
den Gliithbirnen sehr gut mit den Beziehungen

El=60~-gl und Ei=35~ Uy (1)
Q \IV Q \JV

beschrieben werden.

R 1000
J— %
Q ggo
U| Q@R R,
600
Uq <=> 400 ) RZ //(
7
U2l®R2 200 —
0
0 50 100 150 200 250

— U/V
Abbildung 1: Reihenschaltung zweier Gliihbirnen und Temperaturcharakteristik

1. Welche Leistung wird von den beiden Glithbirnen aufgenommen, wenn der ohmsche
Widerstand der Glithwendel bei Nominalbetrieb zugrunde gelegt und die Tempera-
turabhéngigkeit zunéchst vernachléssigt wird?

2. Welche Leistung wird von den beiden Gliithbirnen aufgenommen, wenn die ange-
gebene Temperaturabhédngigkeit berticksichtigt wird?

zur Teilaufgabe 1:

Im ersten Schritt werden die ohmschen Widerstinde der Gliithbirnen im Nominal-
betrieb aus den angegebenen Daten berechnet. Aus der Beziehung P = U?/R erhalten
wir die beiden Widerstande

2x72 2yr2
B0V 8820 und R =220V 5290,

i
60W 100W



3.4 Level 3

Unter der Annahme, dass diese Widerstdnde unabhéngig von der Temperatur, d.h. unab-
héngig von der Lampenleistung sind, nehmen die beiden Gliihbirnen bei der Reihenschal-
tung die Leistungen

2 2
P, =I°R, = R = 230V 882Q~23,4W und
R, +R, 1411Q
230V )
P,=I’R, = 529Q =14,1W
1411Q

auf, d.h., die Leistung bei der 60-W-Lampe ist bei der Reihenschaltung wesentlich groBer.

zur Teilaufgabe 2:

Da beide Widerstdnde vom gleichen Strom durchflossen werden, folgt mit der Span-
nungsteilerregel

Uy @_ﬂzﬂzlz 144

U _ B _ 80Uy 12
U, R, 35U, ~ JU, U, U, 3 7 — Uiz gl

Diese Gleichung liefert zusammen mit dem Maschenumlauf

4
U,=U,+U, = 1# UzzﬁU2 N U2=—9230V=58,4V
a 49 49 193

U, =230V -U, =171,6 V.
Der in Gl. (1) angegebene Zusammenhang liefert die zugehorigen Widerstandswerte
R, =60-171,6 Q=786Q und R, =35-/584 =267,5Q
und damit auch den Strom

1=— 230V _9ig3ma
(786+267,5)Q

sowie die beiden Leistungen

P, =I’R, =(0,2183A)°.786Q2=375W und P, =(0,2183A)%-267,5Q=12,75W.

Schlussfolgerung

Wird die Temperaturabhingigkeit der Lampenwiderstdnde beriicksichtigt, dann
steigt die Leistung an der 60-W-Gliithbirne von 23,4 W auf 37,5 W, wihrend die Leis-
tung an der 100-W-Gliihbirne von 14,1 W auf 12,75 W fillt. Dieses Beispiel zeigt,
dass die thermischen Effekte unter Umstdnden grofen Einfluss auf die Ergebnisse
haben und daher nicht generell vernachlassigt werden diirfen.
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Aufgabe 3.17 | Widerstandsnetzwerk mit einstellbarem Widerstand

Gegeben ist die folgende Schaltung, die an einer Gleichspannungsquelle U, mit Innen-
widerstand R, betrieben wird. Das an die Quelle angeschlossene Widerstandsnetzwerk
kann ersatzweise durch einen Lastwiderstand R; beschrieben werden.

_:A_T_ 1

Uql<=> I_{ R ER }_f

] T

Abbildung 1: Gleichspannungsnetzwerk
Das eingezeichnete Potentiometer R, kann {iber einen sehr weiten Skalenbereich, dar-
gestellt durch den dimensionslosen Parameter ¢, mit 0 < « < «, eingestellt werden.

1. Geben Sie den in Abb. 1 eingezeichneten Widerstand R; fiir die beiden Grenzfille
a=0und a— © an.

2. Im allgemeinen Fall kann der Widerstand R; durch die Gleichung

_Gy+bya
1+a

R, R

beschrieben werden. Berechnen Sie die beiden Werte a, und b,.

3. Bei welcher Stellung o des Potentiometers gibt die Gleichspannungsquelle die maxi-
male Wirkleistung ab, wenn der Innenwiderstand der Quelle R; = (7/8) R betrégt?

zur Teilaufgabe 1:

Fiir die beiden Grenzfille ergeben sich unterschiedliche Ersatznetzwerke und Lastwider-
stinde. Im Kurzschlussfall o = 0 erhalten wir das Netzwerk a in Abb. 2. Der Lastwider-
stand berechnet sich aus der Parallelschaltung der beiden gleichen Widerstdnde R, = R,
Zu:

RR _Sp , g -fufs B _3p

R,=R, =R+

H+R=2

o I

Abbildung 2: Gleichspannungsnetzwerk fiir die beiden Sonderfélle a: & = 0 und b: @ —
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Im Leerlauffall & — o ergibt sich das Netzwerk b, in dem der Briickenzweig wegen der
gleichen Potentiale links und rechts stromlos bleibt und damit auch entfernt werden
kann. Resultierend verbleiben die beiden senkrechten Zweige links und rechts mit
den Widerstdnden 2R. Die Parallelschaltung dieser Zweige liefert den Lastwiderstand

_2R-2R _
2R+2R

L

zur Teilaufgabe 2:

Die Berechnung des Netzwerks kann auf konventionelle Art und Weise mit den Kirch-
hoff’schen Gleichungen erfolgen. Allerdings bietet sich hier eine einfachere Vorge-
hensweise an. Aufgrund der Symmetrie besitzen die beiden in Abb. 3 eingezeichneten
Punkte P, und P, gleiches Potential, d.h., sie diirfen leitend miteinander verbunden
werden. Durch diese ebenfalls in Abb. 3 eingetragene Verbindung sind aber die oberen
beiden Widerstdnde parallel geschaltet, das Gleiche gilt fiir die beiden unteren Wider-
stinde und auch fiir die beiden Widerstdnde im Briickenzweig, sodass sich das auf der
rechten Seite der Abbildung dargestellte vereinfachte Netzwerk ergibt.

1 1 gl

R R R/2
leg —>
R R R/2
R R,=aR R R/2 R,=0R

o I

Abbildung 3: Vereinfachung des Netzwerks

Den Widerstand dieses Netzwerks konnen wir unter Beachtung der jeweiligen Reihen-
und Parallelschaltung direkt angeben:

H[H ) 1 «a
LU LI 1,a
HL:£+ E"(£+QBJ R 2 \2 _BLa 2p

2 |22 2 R, 2 1+a

E+0¢B’j
2 2

1+a 1 a) R 3 R

=| —t—+= =|~+a
2 4 2)1+a 4 1+«

3/4+a 3
R, = R —> a=—, b=1. 1
L™ 1+4a 07y 0 e

zur Teilaufgabe 3:

Die maximale Wirkleistung wird von der Gleichspannungsquelle bei Widerstandsanpas-
sung, also bei R; = R; abgegeben. Mit Gl. (1) folgt dann:
3/4+a 7

R=—R - 7(1+a):8[i+aj -  a=1.
1+a 8 4
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Aufgabe 3.18 | Briickenschaltung

In dem gegebenen Netzwerk konnen die beiden Widerstdnde R, und R; synchron in dem
Wertebereich 0 ... 50 Q eingestellt werden. Die Quellenspannung betrégt U, = 30 V.

Abbildung 1: Briickenschaltung

1. Welchen Wert muss R; aufweisen, damit er bei der Einstellung R, = Ry = 30 Q maxi-
male Leistung aufnimmt?

2. Wie grof ist in diesem Fall der Wirkungsgrad (Verhéltnis der Leistung an R; zur ge-
samten von der Quelle abgegebenen Leistung)?

3. Stellen Sie die Leistung an R, fiir den in Teilaufgabe 1 ermittelten Wert in Abhédn-
gigkeit von R, = R dar.

zur Teilaufgabe 1:

Die Schaltung besitzt z = 6 Zweige und damit 2z = 12 unbekannte Stréme und Span-
nungen. In dem Zweig mit der Quelle ist die Spannung bekannt. In den fiinf Zweigen
mit den Widerstdnden konnen die Spannungen mit dem Ohm’schen Gesetz U = RI
durch die Strome ausgedriickt werden, sodass zunédchst nur die sechs unbekannten
Strome verbleiben. Da aber die Widerstdnde in den sich diagonal gegeniiberliegenden
Querzweigen jeweils gleich sind, miissen auch die Spannungen bzw. Stréme in diesen
Zweigen jeweils gleich sein. Fiir das Netzwerk mit den vier verbleibenden unbekann-
ten Stromen werden noch vier unabhéngige Gleichungen benétigt.

Abbildung 2: Bezeichnungen
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Maschengleichungen:
Uy =U,+U, =R + R,
U,=U,-U, — Ry, =RI,—RI,.
Knotengleichungen:
I=I,+I,
I =1, +1,.
Aus den Gln. (1) und (2) folgen die beiden Beziehungen

- Ug=IiFy - Ug + Iy
2R, 2R,

Einsetzen dieser Beziehungen in Gl. (4) liefert den Strom I;:

U, ~I,R, Ug+I Ry U, (R,~R,)

(1)
(2)

(3)
(4)

I,=I-1,=

Fiir die Leistung an R; gilt P, = I,2R;.

- = = .
2R, 2R, " 2RR,+R, (R +R,) b+Rc

Die notwendige Bedingung fiir maximale Leistung ist das Verschwinden der 1. Ablei-

tung. Mit der abgekiirzten Schreibweise fiir I; gilt dann

dp,  d a* : b+R;c
= R |=0 o L~ 2R
dR, dR; Lb+BLc)z L]

Ergebnis:

n _b_2RR 21030, .
L™ ¢ R +R, 10+30 '

(b+HLc)3 L(b+HLc)3

Die Uberpriifung der hinreichenden Bedingung, dass die 2. Ableitung kleiner null sein

muss, sei dem Leser iiberlassen.
zur Teilaufgabe 2:
Mit dem Strom durch R;,

_ U/(R-R) 3020
2RR,+R; (R, +R,) 2-10-30+15-40

L

ergibt sich die Leistung an R; zu

P, =I,’R, =14—5W.

A=05A

Fiir die gesamte von der Quelle abgegebene Leistung bendtigen wir den Gesamtstrom:

U,-1.R;, +Uq+ILHL :30_7’5A

I=L+1,=
2R, 2R, 20

30+7,5
+
0
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Wirkungsgrad:

P, 15
L 100%=———-100%="7,14% .

4-30-1,75

17 =S
ges

zur Teilaufgabe 3:

Leistung an R;:

2 , 2
(U, (R,-R)| R, _30°(R,-109)"15

P, =I?R, = > —W.
[2R,R,+Ry (R, +R,)] [35R, +150Q]
60
P, /W
T 40
20
. ]
0 10 20 30 40 50

— R,/Q=R,/Q
Abbildung 3: Leistung an R; in Abhangigkeit der Widerstande R, = Ry

Bei R, = R, = 0 stellt sich an R, die Leistung U,*/R; = 60 W ein. Beim Briickenabgleich
verschwindet die Spannung an R; und damit auch die Leistung.

Aufgabe 3.19 | Belasteter Spannungsteiler

Ein Potentiometer mit Widerstand R liegt an einer Gleichspannung U, = 100 V. Am
Spannungsabgriff liegt im unbelasteten Zustand eine Spannung von 50 V.

()

D

O

1kQ

Abbildung 1: Belasteter Spannungsteiler

Wie grol muss der Spannungsteilerwiderstand R gewdhlt werden, damit sich die
Spannung bei der Belastung mit 1 kQ um maximal 1 % verringert?
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Da sich im unbelasteten Zustand genau die halbe Eingangsspannung am Spannungs-
abgriff einstellt, liegt dieser genau in der Mitte von R, d.h., wir konnen das folgende
Netzwerk zugrunde legen.

R/2

llOOV

R/2

®

lU >495V

Abbildung 2: Alternative Netzwerkdarstellung

Aus der im rechten Netzwerk angegebenen Forderung fiir die Ausgangsspannung resul-
tiert die Bestimmungsgleichung fiir den Widerstand R:

R/2-1kQ
U _ R/2+1kQ R/2-1kQ _ 1kQ
100V g, o, H/2-1KQ  R/2.(R/2+1kQ)+R/2-1kQ  (R/2+1kQ)+1kQ
R/2+1kQ
U 1kQ

= 20,495 — 1kQ—O,495~2kQZO,495£,
100V R/2+2kQ 2

Ergebnis: R< MkQ =40,49 .
0,495

Schlussfolgerung

Je kleiner der Widerstand R des Spannungsteilers ist, desto geringer ist der Ein-
fluss des parallel geschalteten Widerstandes auf die Ausgangsspannung.
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Aufgabe 3.20 | Netzwerkberechnung mit Ersatzspannungsquelle

Fir das nachstehende Netzwerk wurden die Maschen- und Knotengleichungen bereits in
Kap. 3 aufgestellt. In diesem Beispiel soll der Strom durch den Widerstand R; auf zwei
unterschiedlichen Wegen berechnet werden.

Abbildung 1: Betrachtetes Netzwerk

1. Berechnen Sie den Strom durch den Widerstand R;, indem Sie die Maschen- und
Knotengleichungen nach diesem Strom auflésen.

2. Ersetzen Sie das Netzwerk auf der linken Seite in Abb. 2 durch die auf der rechten
Seite dargestellte Ersatzspannungsquelle, sodass sich die beiden Netzwerke beziig-
lich eines an die Ausgangsklemmen angeschlossenen Lastwiderstandes R; gleich
verhalten.

Abbildung 2: Umrechnung in eine aquivalente Ersatzspannungsquelle

3. SchlieBen Sie den Widerstand R, an die Ersatzspannungsquelle an und tiberpriifen
Sie, ob der Strom durch R; mit der Losung aus Teilaufgabe 1 iibereinstimmt.
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zur Teilaufgabe 1:

Aus den Knotengleichungen K; und K, in Gl. (3.59) erhalten wir die beiden Beziehungen
L=I+I; und I,=I,+I,,

die in die Maschengleichung (3.61) eingesetzt werden und zunéchst das Zwischen-
ergebnis

R, +(R,+R;)I; = Uy
(H2 + 33)13 +R,I, -Rgl; =0
-R,, +R,, +R; =U,

mit den drei noch unbekannten Strémen I, I, und I; liefern. Aus diesen Gleichungen
miissen die Strome I, und I; eliminiert werden, sodass nur noch eine Beziehung mit
dem gesuchten Strom I; verbleibt. Aus der obersten Zeile folgt direkt

I, = 1 Uq— L]
R, +R; R, +R;

I,

Wir kénnen jetzt Iy in die zweite Zeile einsetzen und diese nach I, auflosen. Einsetzen
von I, und I; in die dritte Zeile liefert dann die gesuchte Beziehung. Den Strom I,
erhalten wir aber auf eine etwas einfachere Weise, indem wir die zweite und dritte
Zeile addieren. Aus dem Ergebnis folgt unmittelbar der Strom I,:

I S R,
R,+R, ? R,+R,

RJI;+(R,+R,)1, =U, - I

. I,

Einsetzen in die zweite oder dritte Zeile liefert eine Gleichung fiir die Berechnung des
Stromes I;. Wir verwenden die zweite Zeile:

R R’

2 U, - =0.
R,+R, 7 R,+R,

sy o tsth g

(Ry+Rs) 15+ -
R +R; 7 R, +R

I
Multiplikation mit (R,+R,) (R,+Rs) und Umsortieren liefert das Ergebnis
[(R,+Ry)(R, +Ry)(Ry + Ry)— RyR, (R, + By )+ RyRy (R, + Ry) | I; = [R,R; — RyR, | Uy,

R,Bs —R R, U
(R,R, +R;R, + R3R, ) (R, + R;)+ RR; (R, +R,) ¢

I =
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zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten die Netzwerke in Abb. 2 und berechnen im ersten Schritt die beiden Leer-
laufspannungen. Im rechten Netzwerk gilt U; = U,. Das linke Netzwerk wird entspre-
chend der Abb. 3a umgezeichnet, sodass wir mithilfe der Spannungsteilerregel das fol-
gende Ergebnis erhalten:

R R
Ry Uq _ R, Uq > Uy= (—5_—2] o
R, +R, R,+R, Ry +R; R,+R,

Up=U;-U,=

R,

|

o|© P .

—e

0
a8 b

Abbildung 3: Alternative Netzwerkdarstellung

*—

Im néchsten Schritt muss der in die Ausgangsklemmen hinein gemessene Innenwider-
stand R; bestimmt werden. Wird die Quellenspannung U, in Abb. 2 zu null gesetzt,
dann liegen die Widerstdnde R; und R5 sowie R, und R, parallel. Das sich daraus erge-
bende Netzwerk ist in Abb. 3b dargestellt. Fiir den Innenwiderstand erhalten wir

B Rs + RyR,

; =(Rl||R5)+(B2"R4)= R +R, R,+R, '

zur Teilaufgabe 3:

Wird der Widerstand Rj jetzt an die Ersatzspannungsquelle in Abb. 2 angeschlossen,
dann flieBt der Strom

Rs R,
__ Uy _ R+R; R,+R, -
Ry +R; R, + RRy 4 R,R, 1
R,+Ry R,+R,
Ry(R,+B,)~R,(R, +R;) .
Ry(R, +R,)(R, +Rs)+R,Rs (R, + Ry )+ RRy (R +Rs)

I

Dieses Ergebnis stimmt mit der Losung aus Teilaufgabe 1 iiberein.
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Aufgabe 3.21 | Ersatzspannungsquelle

Das im linken Teilbild dargestellte Netzwerk soll in die auf der rechten Seite darge-
stellte Ersatzspannungsquelle umgerechnet werden, sodass sich die beiden Netzwerke
beziiglich eines an die Ausgangsklemmen angeschlossenen Lastwiderstandes R;
gleich verhalten.

Abbildung 1: Aquivalente Quellen

1. Bestimmen Sie den Innenwiderstand R; des Netzwerks im linken Teilbild, indem
Sie die Quellen zu null setzen und den Widerstand zwischen den Ausgangsklem-
men berechnen.

2. Zerlegen Sie das Netzwerk im linken Teilbild in zwei Teilnetzwerke, in denen je-
weils nur eine Quelle enthalten ist, und berechnen Sie die Leerlaufspannungen fiir
die beiden Teilnetzwerke.

3. Geben Sie den Innenwiderstand und den Kurzschlussstrom fiir eine dquivalente
Stromquelle an.

4. Geben Sie die Leerlaufspannung U, und den Widerstand R; im rechten Teilnetzwerk
fiir die Daten B, =1Q, R,=2Q, B;=6Q, [,=3 A und U, =6V an und berechnen Sie
fiir diese Daten den Kurzschlussstrom einer dquivalenten Stromquelle.

zur Teilaufgabe 1:

Wird die Stromquelle durch einen Leerlauf und die Spannungsquelle durch einen
Kurzschluss ersetzt, dann vereinfacht sich das Netzwerk zu der Schaltung in Abb. 2.

R,

R;

I

& o
Abbildung 2: Zur Berechnung von R;

Fiir den gesuchten Innenwiderstand erhalten wir die Beziehung

(R, +R,)R,

R, =(R +R,)I IH3=R TR R
1 2 3

125



Einfache elektrische Netzwerke

zur Teilaufgabe 2:

GemibB der Vorgehensweise bei der Uberlagerung wird jeweils eine Quelle zu null gesetzt
und der Beitrag der anderen Quelle zur Leerlaufspannung berechnet. Die gesamte Leer-
laufspannung ergibt sich dann durch Uberlagerung der beiden Teillésungen.

Die folgende Abbildung zeigt die beiden Netzwerke.

L R

—

I, VI

ORIt

Abbildung 3: Teilnetzwerke: a) mit Stromquelle, b) mit Spannungsquelle

Beginnen wir die Betrachtung mit dem Netzwerk a. Der Quellenstrom I teilt sich auf
die beiden Zweige mit R, bzw. R, + R; auf. Mit I, = I; und der Stromteilerregel gilt

I R RR
L= 1 Uy, =Rl=—"2"—1.
I, R+R+R R +R,+R,
Im Netzwerk b stellt sich der Strom
1= Y
R +R,+R,
ein, sodass wir die Leerlaufspannung
R R +R
U,,=U,—IR,=|1— ! = U
’ B R +R,+R,)] * R +R,+R, *

erhalten. Die Uberlagerung liefert dann

R R, R, +R,
I + .
R +R,+R, * R+R,+R, °

Uy=Uy,;+U.y =

zur Teilaufgabe 3:

Die dquivalente Stromquelle besitzt den gleichen Innenwiderstand R; und den Kurz-
schlussstrom

;U RE R +R,
° R (R +R,)R, * (R+R,)R, 7

zur Teilaufgabe 4:

3:6 6Q* 3Q 4V
=———Q=20Q, U, = 3A+—6V =4V, I, =——=2A.
14246 9Q 9Q
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Wichtige Formeln

Au Au / A1t mg

3 =—r 0= t=
Faraday’sche Gesetze] m o (0] o 9647 As

Max.
zulidssiger
Durchlass-
strom

Diodenkennlinie ]

Sperrrichtung Durchlassrichtung

U
Arbeitsbereich 1= Io[e""f —1}

k=138-10" Ws/K e=1602-10""C

Arbeitspunkt-
bestimmung

itspunkt




4

Stromleitungsmechanismen

4.1 Verstandnisaufgaben

1. Auf welche Geschwindigkeit wird ein Elektron beschleunigt, wenn es im Vakuum
eine Potentialdifferenz von 0,1 V durchlauft?

2. Beschreiben Sie kurz, was unter Elektrolyse verstanden wird.

3. Durch Elektrolyse sollen pro Tag 100 kg Aluminium gewonnen werden. Welcher
mittlere Gleichstrom wird hierfiir benétigt?
(Atomgewicht von Aluminium: A, = 26,27, Wertigkeit: z = 3)

4. Ein Akzeptor in Silizium (Si) ist ein Fremdatom im Halbleiter-Gitter, das ...
a) weniger Valenzelektronen als ein Si-Atom besitzt,

b)mehr Valenzelektronen als ein Si-Atom besitzt,

¢)zu einer n-Dotierung fiihrt.

5. Welche Diode(n) leiten im folgenden Netzwerk, wenn 0 < IR < U, gilt?

6. Gegeben ist ein Netzwerk, bestehend aus der idealen Gleichspannungsquelle U,,
dem Widerstand R und einer Diode. Die Spannungsquelle und der Widerstand
besitzen die in der Abbildung angegebenen Werte, die Diodenkennlinie ist daneben
dargestellt.

Bestimmen Sie grafisch den Arbeitspunkt der Diode und geben Sie dort die Dio-
denspannung und den Diodenstrom an.

1, 100 /
mA 80
R=25Q
— 60
Vi1,
40
<=>qu =25V SZl U, /
20
0

0 0,5 1 1,5 2 2,5
—> U,/V




4.1 Verstandnisaufgaben

7. Gegeben ist das in der Abbildung dargestellte Netzwerk. Stellen Sie den Verlauf
des Gesamtstromes I, als Funktion der Quellenspannung U, in einem Diagramm dar.
Die Diodenkennlinie und der Widerstandswert kénnen aus Aufgabe 6 ibernommen
werden.

qu R SZl U,

zur Aufgabe 1:

1 (4.8)
Emov2 = eU

-19 2
b2 2eU _2-1,602-10 z:xls 0,1V ~3517.10° VAs :3,517_1010m_2
m, 9,1094-107" kg kg s

k
v=1875-10° 2 = 187,52
S S

zur Aufgabe 2:

Durch Elektrolyse konnen Metalle aus geeigneten Fliissigkeiten gewonnen werden.
Wird eine elektrische Spannung an Fliissigkeiten angelegt, so bewegen sich die
Ionen zu den Elektroden und lagern sich dort ab. Die dort abgeschiedene Masse ist
proportional zu der Ladungsmenge.

zur Aufgabe 3:

Mit dem 1. Faraday’schen Gesetz gilt unmittelbar

m z-96,47 sA_1083-96,47 1
mg A, t 26,27 24-60-60

I= A =12,75KkA.

zur Aufgabe 4:

Richtig ist Antwort a).

zur Aufgabe 5:

Der Strom I, fliefit durch die Diode D,, d.h., D, ist leitend. Der Spannungsabfall an D,
infolge des Stromes I, ist nach Aufgabenstellung kleiner als die Quellenspannung U,
An der Diode D, entsteht daher eine Spannung in Vorwértsrichtung, sodass auch
diese Diode leitet.
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zur Aufgabe 6:

Der Widerstand und die Diode werden vom gleichen Strom durchflossen. Die bei-
den Spannungen Ui und Up werden wegen der Reihenschaltung addiert und miis-
sen der Quellenspannung U, entsprechen.

Grafisch lidsst sich das Problem auf einfache Weise dadurch 16sen, dass wir in das
Kennliniendiagramm der Diode auch die Widerstandskennlinie einzeichnen. Wegen
des linearen Zusammenhangs am Widerstand benétigen wir neben dem Ursprung
lediglich einen weiteren Punkt. Bei einem Strom von 100 mA durch den Widerstand
gilt Uy = RI = 2,5 V. Damit lasst sich die Kennlinie bereits zeichnen. Der néchste
Schritt besteht darin, die beiden Kurven zu addieren, und zwar so, dass fiir einen
vorgegebenen Wert des Stromes die beiden Spannungen gemél der Reihenschaltung
addiert werden. Zum Beispiel werden bei I=100mA die Spannungswerte
Up=1,12Vund Ug = 2,5 V zu Uy, = 3,62 V addiert. Diese punktweise Addition der
beiden Kennlinien liefert die Kennlinie fiir die Reihenschaltung. Der letzte Schritt
besteht darin, den Punkt auf dieser Kennlinie bei der angelegten Spannung
U, = 2,5 V einzuzeichnen und den zugehérigen Strom abzulesen. Als Ergebnis erhal-
ten wir I = 60 mA, Up=1Vund Uy = 1,5 V.

]D 100
Fral Hu, v,
T 60——-—---___/_._4______ d Uge
4 |
40 :\
20 / : U"
e a

0 05 1 15 2 25 3 35 4

—» U/V
zur Aufgabe 7:

In dieser Schaltung ist die Spannung an der Diode und am Widerstand gleich. Der
Strom durch die beiden Komponenten addiert sich zum Gesamtstrom I,. Die grafi-
sche Losung kann auf dhnliche Weise wie in der Aufgabe 6 hergeleitet werden. Der
Unterschied besteht lediglich darin, dass jetzt bei gleicher Spannung die Stréme

addiert werden. Das Ergebnis zeigt die folgende Abbildung.

7 200 /
mA g4
Iq
120
f\ I, ]
80
L
40
//
0




4.2 Level 1

4.2 Level 1
Stromleitung in Fliissigkeiten

Eine quaderformige, nichtleitende Wanne ist bis zur Hohe h mit einem Elektrolyt gefiillt.
An den Stirnfldchen sind ideal leitende Elektroden angebracht. Die Ladungstrdagerkon-
zentration (Anzahl der Ladungen pro Volumen) der jeweils einfach geladenen Anionen
und Kationen des Elektrolyts sei jeweils gleich 7. Die Beweglichkeit der Anionen sei ,,
die der Kationen 4. Zwischen den Elektroden wird eine Gleichspannungsquelle ange-
schlossen.

U

0

Z A

A |

a
Abbildung 1: Betrachtete Anordnung

1. Wie groB ist die Stromdichte J, wenn der Strom I zunéchst als bekannt angenommen
wird?

2. Ermitteln Sie den Strom I in Abhéngigkeit von den geometrischen Gré8en und von
7, Ha, iy sowie von der Elementarladung e und der Spannung U,. Uberlagern Sie
dabei die Stromanteile der positiven und negativen Ladungstréger.

3. Wie groB sind die Stromdichte J* und der Strom I’, wenn der Behilter mit destillier-
tem Wasser bis zur Hohe 2h weiter aufgefiillt und die Fliissigkeit gleichmé&Big durch-
mischt wird?

zur Teilaufgabe 1:

Bei bekanntem Strom I ergibt sich fiir die Stromdichte

(211) ... . I T |
I = Lj]-dA:/hb - J=os T=e
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zur Teilaufgabe 2:

Mit dem Ohm’schen Gesetz und dem Zusammenhang aus Teilaufgabe 1 folgt:

- (217) . (4.20) ~ (1.30) _ Uq ! I
J = kB = nze(ua+ux)E = ecne(us+ug) :
1

!
=e,—

‘a  “hb
Dies ldsst sich nach dem Strom aufldsen:

U,

a

I=nehb(ua+pug)

zur Teilaufgabe 3:

Die Anzahl der Ladungstrédger bleibt erhalten, die Querschnittsflache wird verdoppelt,
die Ladungstridgerkonzentration halbiert, d.h., das Produkt 7h bleibt unverdndert.
Damit bleibt der Gesamtstrom erhalten und die Stromdichte halbiert sich:

, 5 1
I'=I, ==7.
V=37

Aufgabe 4.2 | Gleichstromnetzwerk mit idealer Diode

Gegeben ist die Diodenschaltung in Abb. 1, bestehend aus der idealen Gleichspannungs-
quelle U,, den Widerstinden mit den Werten R bzw. 2R sowie der idealen Diode D.

1 Py
| S
R
2R
I
b v,
IDI

Abbildung 1: Diodenschaltung

1. Zeichnen Sie die Kennlinie der idealen Diode.
2. Zeichnen Sie das resultierende Netzwerk fiir den Fall, dass die Diode sperrt.

3. Berechnen Sie die Sperrspannung Up an der idealen Diode in Abhéngigkeit von U,
und R fiir den Fall, dass die Diode sperrt.

4. Zeichnen Sie das resultierende Netzwerk fiir den Fall, dass die Diode leitet.

5. Berechnen Sie den Diodenstrom I, in Abhéngigkeit von U, und R fiir den Fall,
dass die Diode leitet.

zur Teilaufgabe 1:

Eine ideale Diode besitzt die Eigenschaft, den Strom nur in eine Richtung (Vorwértsrich-
tung) durchflieBen zu lassen. Sie verhélt sich in diesem Fall wie ein idealer Kurzschluss,
d.h., es fillt keine Spannung iiber der Diode ab. Ein Stromfluss in die umgekehrte Rich-
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tung (Sperrrichtung) wird verhindert. Die Diode verhilt sich in diesem Fall wie ein Leer-
lauf. Die zugehorige Kennlinie fiir dieses idealisierte Ventilverhalten ist in Abb. 2 darge-
stellt.

AD

U,=0 fiir 1,20
1,=0 fir U,<0

bedeutet Kurzschluss
bedeutet Leerlauf

N

>
>
Up

Abbildung 2: Kennlinie der idealen Diode

zur Teilaufgabe 2:

Okl T,
]

Abbildung 3: Netzwerk fiir den Fall, dass die Diode sperrt

zur Teilaufgabe 3:

Bei sperrender Diode, z.B. wegen U, < 0, gilt I, = 0. An dem Widerstand 2R fillt folglich

keine Spannung ab, sodass an den beiden Parallelzweigen die gleichen Spannungen

anliegen: Up = U,. Diese Spannung kann {iber einen Spannungsteiler berechnet werden:
U __2rR _2 U, =Up = 2y

= = - .
U, R+2R 3 3 9

zur Teilaufgabe 4:
) R

q

2R

Op [ o

I,

Abbildung 4: Netzwerk fiir den Fall, dass die Diode leitet

133



Stromleitungsmechanismen

134

zur Teilaufgabe 5:

Die Parallelschaltung aus zwei Widerstdnden der GroBe 2R verhélt sich elektrisch
genauso wie ein Widerstand der GréBe R. Somit kann der Quellenstrom I, in Abb. 4
direkt angegeben werden:

Uq Uq Uq

Y R aR[2R "R+R 2R

Dieser Strom teilt sich je zur Hilfte auf die beiden Widerstéinde 2R auf, sodass I, = I,/2
gilt.

4.3 Level 2

Aufgabe 4.3 | Stromleitung im Vakuum

Zur Ablenkung des Elektronenstrahls in einer Bildréhre wird die Kraftwirkung des
elektrischen Feldes ausgenutzt. Wir betrachten ein einzelnes Elektron der Elementar-
ladung -e und der Ruhemasse m,, das mit der Anfangsgeschwindigkeit v = e,v, in den
Bereich zwischen den beiden Platten eintritt. Die Platten befinden sich im Abstand d
und liegen an einer Gleichspannung U.

Elektronenstrahl

G+ ++++ +)

=
Bildschirm

X
Abbildung 1: Prinzipielle Anordnung zur Ablenkung eines Elektronenstrahls

Bestimmen Sie die Auslenkung a des Elektronenstrahls in Abhéngigkeit von der
Spannung U, der Anfangsgeschwindigkeit vy und den in der Abbildung angegebenen
Abmessungen. Die leichte Bildschirmkriimmung soll dabei vernachléssigt werden.

Solange sich das Elektron noch auferhalb der beiden Platten befindet, wird es seine
Anfangsgeschwindigkeit v = e,v;, beibehalten. Es geniigt also die Betrachtung der bei-
den Zeitabschnitte

. b . . . .
0<t<t, mit ¢ =—, wenn sich das Elektron im Bereich der Platten befindet, und
Vo
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ty<t<t, mit ¢, =t +-,  wenn sich das Elektron zwischen Platten und Schirm
Vo

befindet.

Im ersten Zeitabschnitt erfahrt das Elektron eine konstante Beschleunigung in y-Rich-
tung. Beim Verlassen des Plattenbereichs besitzt es eine y-gerichtete Geschwindigkeit:

“4) eU eU b

v, (t=t =
v (t=t myd ! myd v,
Seine Auslenkung in y-Richtung betrégt zu diesem Zeitpunkt

451 eU , 1eU b
2 myd !

N1 T2 myd v,? '

Im zweiten Zeitabschnitt erfihrt das Elektron keine weitere Kraft, sodass es seine
Geschwindigkeit beim Verlassen des Plattenbereichs v = ,v,+€,v, beibehilt. Wéhrend
der Zeit bis zum Auftreffen auf den Schirm legt es in y-Richtung bei Vernachldssigung

der Bildschirmkriimmung den Weg

eU_ bc

V2 =Vy(tz—t1)=m v

zuriick. Als Gesamtauslenkung erhalten wir das Ergebnis

a=y +y,=1eU B eU bc_ eU b_2(1+£)
MARE 2myd vy® myd vy2 mydvii\2 b))

Aufgabe 4.4 | Arbeitspunktbestimmung bei einer Diodenschaltung

Die Reihenschaltung aus einer Diode und einem Widerstand R = 2,7 Q liegt an einer
Gleichspannungsquelle U, = 4,5 V. Die Diodenkennlinie ist in Abb. 1 dargestellt.

/

Y

0
0 0,4 0,8 1,2
— U, /V

Abbildung 1: Gleichstromnetzwerk und Diodenkennlinie

1. Bestimmen Sie den Strom I.

2. Ersetzen Sie die Diodenkennlinie durch zwei Geradenstiicke und geben Sie ein
einfaches Ersatzschaltbild an, das dieser Geradenapproximation entspricht.

3. Berechnen Sie mit der Approximation aus Teilaufgabe 2 die Verluste in der Diode.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Besonderheit dieser Schaltung besteht darin, dass sie eine Komponente mit einem
nichtlinearen Zusammenhang zwischen Strom und Spannung enthélt. Bei derartigen
Netzwerken gelten nach wie vor die Kirchhoff’schen Gleichungen. Die Maschenglei-
chung liefert den Zusammenhang

Uy=Up+IR — Iz%—%UD. (1)
Da die Diodenkennlinie in grafischer Form vorliegt, werden wir auch eine grafische Vor-
gehensweise wahlen, um den Strom zu bestimmen. Die Gl. (1) stellt im I-Up-Diagramm
eine Arbeitsgerade dar. Die sich an der Diode einstellende Strom-Spannungs-Kombina-
tion kann nur solche Werte annehmen, die diese Gleichung erfiillen. Da es sich bei der
Gl. (1) um eine Gerade handelt, gentigen zwei Punkte zu deren Darstellung.

Die einfachste Moglichkeit, diese Punkte zu bestimmen, besteht darin, die Diode
jeweils durch einen der beiden Grenzfille Leerlauf bzw. Kurzschluss zu ersetzen.
Nehmen wir also an, dass die Diode einen Leerlauf darstellt, dann gilt I = 0 A und die
Diodenspannung entspricht der Quellenspannung Up = 4,5 V. Dieser Punkt ist auf der
horizontalen Achse in Abb. 2 eingetragen. Fiir den Fall, dass die Diode einen Kurz-
schluss bildet, gilt Up =0V und der Strom kann aus Gl. (1) zu I= U/R =167 A
bestimmt werden. Diesen Punkt tragen wir auf der vertikalen Achse ein.

2
1
—
A Ll T[] Arbeitspunkt

T
1
/ ! . Arbeitsgerade
i ~—
/| ~
0 /1 ~_
0 1 2 3 4 5

— U,/V

Abbildung 2: Arbeitsgerade und Diodenkennlinie

Die Verbindung der beiden Punkte liefert die durch Gl. (1) beschriebene Gerade. Da
der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung an der Diode aber zusétzlich
durch die Diodenkennlinie vorgegeben ist, erhalten wir aus dem Schnittpunkt der bei-
den Kurven den so genannten Arbeitspunkt, bei dem wir den sich einstellenden
Strom durch die Diode sowie den Spannungsabfall an der Diode ablesen kénnen. Fiir
das vorgegebene Zahlenbeispiel erhalten wir das resultierende Ergebnis I= 1,32 A,
Up =0,94 Vund Ug = 3,56 V.

zur Teilaufgabe 2:

Zur Berechnung des Netzwerks in Abb. 1 ist eine mathematische Beschreibung der
Diodenkennlinie erforderlich. Liegt die exakte Funktionsbeschreibung nicht vor, dann
ist es in vielen Féllen ausreichend, den Kurvenverlauf durch einzelne Geradenstiicke
Zu approximieren.
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2 T
i " Reale Diode
A 1 I |
] ]
/1A = Yp >

Al !

0 IIAU / R
—>
D
0 04 ‘0'8 1.2 deale Diode U,
— > U, /V

Abbildung 3: Approximation der Diodenkennlinie

Nach Abb. 3 kann die Kennlinie durch die beiden gestrichelt eingezeichneten Geraden
angendhert werden. Die grofite Abweichung von der realen Kurve tritt im Bereich der
Knickstelle auf. Das waagerechte Geradenstiick entspricht einer konstanten Spannung
(Knickspannung), fiir die im vorliegenden Beispiel Uy = 0,7 V gilt. Die schrdg anstei-
gende Gerade entspricht einem Widerstand R, dessen Wert aus den Seitenldngen des
markierten Dreiecks berechnet werden kann Rp = AU/AI=~ 0,22 V/1,25 A = 0,176 Q.
Die gesamte an der Diode abfallende Spannung wird somit aufgeteilt in die Knickspan-
nung und den Spannungsabfall an Rj. Das Ersatzschaltbild fiir die reale Diode besteht
also in der hier abgeleiteten Form aus der Knickspannung Uy, dem Widerstand Rp und
einer idealen Diode mit der in Aufgabe 4.2 dargestellten Kennlinie. Die Funktion der
idealen Diode im Ersatzschaltbild besteht nur noch darin, einen Strom in Sperrrichtung
zu verhindern.

Wird die Diode also durch das auf der rechten Seite der Abb. 3 dargestellte Dioden-
ersatznetzwerk ausgetauscht, dann kann die in Abb. 1 angegebene Schaltung durch
das dquivalente Netzwerk in Abb. 4 ersetzt werden. Auf die ideale Diode wird in die-
sem Netzwerk verzichtet, da der Strom bei der vorgegebenen Schaltung ohnehin nur
in Vorwirtsrichtung durch die Diode flieBen kann. Fiir den Strom erhalten wir das
Ergebnis

U,-U 4,5-0,7
U, =Ug+I(Rp+R) — I=—1_—2=
4 R,+R 0,176+2,7

A=1,32A.

Abbildung 4: Ersatznetzwerk
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zur Teilaufgabe 3:

Fiir die Verluste in der Diode gilt

Py =Upl = (Ug +Upg, )1 =Ugl +RpI*.

Schlussfolgerung

Zur Berechnung der Verluste in der Diode wird die Knickspannung mit dem Strom
multipliziert, der Widerstand aber mit dem Quadrat des Stromes.

Aufgabe 4.5 | Diodenschaltung

Abb. 1 zeigt eine Schaltung, in der eine Leuchtdiode (LED) tiber einen Vorwiderstand
R an eine ideale Gleichspannungsquelle U, = 5 V angeschlossen ist. Der maximale
Diodenstrom betrégt I,,, = 30 mA und die maximale Verlustleistung in der Diode ist
P . =72 mW.

R
iy ;¥

> I _mA 30

U, 25

Uql@ éSZlUu T //

0 0,5 1 1,5 2 2,5
— U,/V

Abbildung 1: Schaltung mit Leuchtdiode und Diodenkennlinie

1. Geben Sie die Maschengleichung fiir das Netzwerk an.

2. Ermitteln Sie aus der Maschengleichung und der Kennlinie den minimal zuléssi-
gen Wert fiir den Widerstand R, sodass der maximale Diodenstrom nicht iiber-
schritten wird.

3. Wird die maximale Verlustleistung der Diode bei I, iberschritten?

4. Ermitteln Sie grafisch den Strom durch die Diode fiir R = 150 Q.

zur Teilaufgabe 1:

Die Maschengleichung des Netzwerks lautet

U, =RI+Up.



4.3 Level 2

zur Teilaufgabe 2:

Aus dem Diagramm in Abb. 1 ergibt sich bei einem maximal zuldssigen Diodenstrom
von 30 mA die Vorwartsspannung der Diode zu Up(I,,,) = 2 V. Daraus ergibt sich ein
minimaler Widerstand von

mn I 30 mA

zur Teilaufgabe 3:

P(Inax) =Up (Imax ) Imax =2V -30mA =60mW

=100 Q.

max

Die Verlustleistung an der Diode ist geringer als der maximal zuldssige Wert
P = 72 mW.

max

zur Teilaufgabe 4:

Entsprechend der Beschreibung in Aufgabe 4.4 wird zunéchst die Arbeitsgerade ermit-
telt. Aus der Maschengleichung von Teilaufgabe 1 ergibt sich die Gleichung fiir den Dio-
denstrom:

Ersetzen wir die Diode durch einen Leerlauf, dann erhalten wir den ersten Punkt im
Kennlinienfeld bei I =0 mA und Up= U, = 5 V. Wird die Diode durch einen Kurz-
schluss ersetzt, dann folgt der zweite Punkt bei U, = 0 V und

U 5V

[=—3%= =33mA.
R 150Q

Die Verbindung dieser beiden Punkte im Kennliniendiagramm ergibt nach Abb. 2
einen Schnittpunkt mit der Diodenkennlinie bei I = 20,4 mA.

1 30"\

mA T~
25

T ~_||Arbeitspunkt
20
T~
15 .
10 / ~~_ Arbeitsgerade
5 / ™
T~
0
0 1 2 3 4 5

— U,/V

Abbildung 2: Arbeitsgerade und Diodenkennlinie
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4.4 Level 3

Aufgabe 4.6 | Stromleitung im Vakuum?

Zwischen den in der Abb. 1 dargestellten leitenden Platten wird eine Spannung U,
angelegt. Die aus der Katode austretenden Elektronen werden von der Anode angezo-
gen, sodass insgesamt ein Strom I von der Anode zur Katode flief3t.

y
Anode

——— (T T T T F T+ T FF F]

A

" d

Katode
Abbildung 1: Elektronenbewegung im Vakuum

1. Begriinden Sie, warum sich eine von der Koordinate y abhingige elektrische Feld-
stiarke E = éyE (y) zwischen den Elektroden einstellt.

2. Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldstdrke und der
ebenfalls von der Koordinate y abhdngigen Raumladungsdichte p(y) innerhalb der
Platten her.

3. Stellen Sie eine Gleichung auf, in der nur noch das von y abhéngige elektrische Poten-
tial ¢,(y) enthalten ist, indem Sie die bisher verwendeten von y abhingigen Grofen
durch das Potential ausdriicken.

4. Losen Sie die in Teilaufgabe 3 aufgestellte Differentialgleichung fiir das Potential,
indem Sie den Ansatz ¢,(y) = ay” verwenden, und bestimmen Sie die unbekann-
ten Konstanten a und b.

zur Teilaufgabe 1:

Nach Kap. 4.1 werden die aus der Katode austretenden Elektronen infolge des elektri-
schen Feldes in Richtung auf die Anode hin beschleunigt. Sie besitzen also eine von
der Koordinate y abhédngige Geschwindigkeit. Ein konstanter Strom bedeutet aber eine
konstante, d.h. von der Koordinate y unabhéngige Stromdichte J = pv. Wegen der mit
wachsendem Abstand y ansteigenden Geschwindigkeit muss die Raumladungsdichte
mit y abnehmen. Vor der Katode wird sich also eine h6here Raumladungsdichte ein-
stellen, sodass ein Teil der von der Anode ausgehenden Feldlinien nicht auf der
Katode, sondern auf den Elektronen in der Raumladungswolke endet. Als Konsequenz
erhalten wir eine von der Koordinate y abhéngige elektrische Feldstarke.

1 Pregla, R., Grundlagen der Elektrotechnik, 6. Aufl., Hiithig Verlag, Heidelberg, 2001.
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zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten jetzt das in Abb. 2 dargestellte elementare Volumenelement dV = Ady der
Querschnittsfliche A und der elementaren Dicke dy, in dem die Gesamtladung p(y)dV
eingeschlossen ist. An der Unterkante besitze die y-gerichtete Feldstirke E = e,E(y) den
Wert Ey, an der Oberkante liegt die um den elementaren Beitrag dE, geinderte Feldstirke
VOr.

—(F T T FTF T T F T T T
y y 4
— | | dy
2C)
| A

Abbildung 2: Zur Ableitung der Raumladungsdichte

=Y

Einen Zusammenhang zwischen diesen beiden GroBen liefert die Gl. (1.36), nach der
das Hiillflichenintegral der elektrischen Flussdichte der im Volumen enthaltenen
Gesamtladung entspricht:

p(y)Ady =& | [éy (E,+dE,)-é,dA+8 E, - (-6,) dA} =g AdE, —
A

dE,

p(y)=2 Ay (1)

zur Teilaufgabe 3:

Da das Wegintegral der elektrischen Feldstdrke nach Gl. (1.30) der Spannung bzw. der
Potentialdifferenz entspricht, gilt unter Beachtung der Vorzeichen E,dy = -dg,. Fiir
den Strom in Richtung der elektrischen Feldstirke, d.h. von der Anode zur Katode,
gilt nach Gl. (2.11) I = -p(y)v(y)A. Mit diesen beiden Zusammenhédngen verbleibt in
der Gl. (1) nur noch die von y abhédngige Geschwindigkeit
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Damit erhalten wir resultierend eine Differentialgleichung fiir das von der Koordinate
y abhéngige Potential:

i i, _ dz‘pe (Y) ) (2)
AN\ 2ep,(y) dy?

zur Teilaufgabe 4:

Mit dem in der Aufgabenstellung angegebenen Ansatz liefert die Gl. (2) das Zwische-
nergebnis

I |my _pp
- =¢.b(b-1 3
2ea Y %o (b-1)ay”™? (3)

das aber fiir alle y-Werte nur erfiillt werden kann, wenn die Exponenten gleich sind.
Die Erfiillung dieser Forderung legt die Konstante b fest:

y 2oyt 5 _p=2b-4 - b=4/3.

Die noch unbekannte Konstante a wird aus den so genannten Randbedingungen
?,(0) = 0und ¢,(d) = U, bestimmt. Wihrend die erste dieser beiden Forderungen durch
den Ansatz bereits erfiillt ist, fiihrt die zweite Randbedingung auf das Ergebnis

/3 _ -4/3
pe(d)=ad®=U, — a=Ud

und damit insgesamt auf das Potential

Die Auflésung der Gl. (3) nach dem Strom liefert schlieBlich die gesuchte Beziehung

(4.11)
=¢gob(b—1)aA z"izgoilaa/zA s 45024
my 33 m, 9 d
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5.1 Verstandnisaufgaben

5.1 Verstandnisaufgaben

1. Geben Sie fiir Teilbild a die Durchflutung der von der Kontur C eingeschlossenen
Flache an. Wie dndert sich die Durchflutung, wenn der Strom I, nicht mehr in
einem diinnen Leiter, sondern wie in Teilbild b als raumlich verteilte Stromdichte
il in einem Massivleiter der Querschnittsfldche A flieBt?

I I A

2. Ein unendlich langer, gerader Linienstrom verlduft in einem Zylinderkoordina-
tensystem entlang der z-Achse. In z-Richtung flieBt der Gleichstrom I. Geben Sie
die magnetische Feldstirke H und die magnetische Flussdichte B im gesamten
Raum (Vakuum) an.

3. Der Linienstrom mit der konstanten Stromstérke I > 0 liegt in der von der recht-
eckigen Leiterschleife des Fldacheninhalts A aufgespannten Ebene. Mit fortschrei-
tender Zeit wird der Abstand c gréBer. Was gilt fiir den magnetischen Fluss @, der
die Leiterschleife in Richtung von n durchsetzt?

a) ® nimmt zu
b) @ bleibt gleich
¢) ® nimmt ab

® =

A
\/

4. Welche Kraft erfihrt ein Elektron im Vakuum, das sich mit der Geschwindigkeit
v = é,v in einem homogenen Magnetfeld H = é,H bewegt?

5. Welche Kraft erfihrt ein Proton im Magnetfeld der Flussdichte B = €, Boa/p, wenn
sich das Proton mit der Geschwindigkeit v = €,v im Abstand a/2 von der z-Achse
bewegt?
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6. Eine Spule besitzt N Windungen auf einem hochpermeablen Ringkern mit einem
sehr kleinen Luftspalt der Lange I,. Die Induktivitit sei L;. Wie dndert sich die Induk-
tivitdt der Spule, wenn ein zweiter gleich groBler Luftspalt angebracht wird und die

Anzahl der Windungen gleichzeitig verdoppelt wird?

_N
T
I8
}2 -
-
:
\
N

H, =0

zur Aufgabe 1:

Teilbilda: ©= gSﬁ sds=1,-1,-1I,
C

Im allgemeinen Fall muss die rdumlich verteilte Stromdichte iiber die vom Strom
durchflossene Fldche integriert werden. Ist der Gesamtstrom durch einen Leiter
bereits bekannt, dann muss das Flachenintegral nicht mehr berechnet werden. Ist im
Teilbild b die iiber den Drahtquerschnitt A integrierte Stromdichte J, gleich dem
Strom I, dann dndert sich die Durchflutung nicht:

©=fH-ds= [[J-dA= [[J,"dA-L,~L,=I,~I,~ L.
C A A

zur Aufgabe 2:

Aus dem Oersted’schen Gesetz folgt der Zusammenhang

I= gSﬁ-d§=Hznp.
C

Daraus folgt fiir die magnetische Feldstdrke und die Flussdichte

Hzéq,L und ﬁ=é¢#—01.
27p 27p




5.1 Verstandnisaufgaben

zur Aufgabe 3:

Antwort c) ist richtig, der magnetische Fluss ® nimmt mit groBerer Entfernung zum
erregenden Leiter ab.

zur Aufgabe 4:

F= Q(E+Vx]§) =—e(0+8,vx&uoH ) = —& uoevH

zur Aufgabe 5:

F =Q(E+V><]§) =e(6+ézvxé(p230) =—€,ev2B,

zur Aufgabe 6:

Mit der mittleren Lange 1, des Ringkerns erhalten wir zunédchst die magnetischen
Widerstdnde der beiden Anordnungen
R 1:Im—lg+ Iy wo= I,
m
MA A HoA
- I, -2, N 21, oo 21,
m
uA A oA

und daraus die beiden Induktivititen:

L1=N2 1 =N2fu0A
R

ml g

m2 zg g

Die Induktivitdt der rechten Anordnung ist doppelt so grof3: L, = 2L,.
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5.2 Level 1
Aufgabe 5.1 | Feldstarke eines unendlich langen Linienleiters an beliebiger Position

Die beiden Teilbilder in Abb. 1 zeigen jeweils einen vom Gleichstrom I durchflosse-
nen, in z-Richtung unendlich ausgedehnten Linienleiter. Im Teilbild a liegt der Leiter
im Ursprung der xy-Ebene, im Teilbild b ist er an die Position xq,yq verschoben. Der
Leiter befindet sich in Luft, sodass mit der Permeabilitét x4, des Vakuums gerechnet
werden kann.

YA YA

Yaq

Abbildung 1: a: Linienleiter im Ursprung, b: Linienleiter an beliebiger Stelle

1. Bestimmen Sie die kartesischen Komponenten der magnetischen Feldstirke H(x,y)
im gesamten Raum fiir beide Félle aus Abb. 1.

Die Anordnung wird nun, wie in Abb. 2 gezeigt, durch einen zweiten Linienleiter

erweitert. Die Leiter werden von den Gleichstrémen I; und I, in der angezeigten Rich-

tung durchflossen.

Leiter 1 I, Leiter 2

&

X

=< Y

Abbildung 2: Anordnung aus zwei Linienleitern

2. Bestimmen Sie die vom Linienleiter 1 hervorgerufene Feldstirke H; am Ort des
Linienleiters 2.

3. Berechnen Sie die Kraft pro Langeneinheit der Koordinate z, die auf den Leiter 2
ausgeiibt wird, wenn dieser vom Strom I, durchflossen wird.

In einer letzten Erweiterung werden vier Linienstréme verwendet, die die xy-Ebene an

den Ecken eines Rechtecks mit den Seitenldngen a und 2a passieren, siehe Abb. 3. Es

gelte I; = 41,.
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Abbildung 3: Anordnung aus vier Linienleitern

4. Berechnen Sie die von den Strémen I,, I, und I, hervorgerufene Feldstirke H am
Ort des Linienstromes I, in Abhéngigkeit von I, I, und a. Geben Sie das Ergebnis
in kartesischen Koordinaten an.

5. Zeigen Sie, dass durch eine geeignete Wahl des Verhiltnisses I,/I, die auf den vom
Strom I, durchflossenen Leiter ausgeiibte Kraft zum Verschwinden gebracht wer-
den kann. Geben Sie dieses Verhiltnis an.

6. Bestimmen Sie die pro Lingeneinheit auf den vom Strom I, durchflossenen Leiter
ausgeiibte Kraft F// fiir den Fall I, = 0

zur Teilaufgabe 1:

Ein unendlich langer Linienleiter, der sich auf der z-Achse des kartesischen Koordina-
tensystems befindet und in z-Richtung von einem Strom I durchflossen wird, ruft
nach Gl. (5.17) die magnetische Feldstarke

1

H=¢
®2mp

(1)
hervor. Die Umrechnung von der Darstellung in Zylinderkoordinaten in die Darstel-
lung in kartesischen Koordinaten erfolgt mithilfe der im Anhang Koordinatensysteme
zusammengestellten Formeln:

_ —-e,y+e x
H:é L: _é Sinq)_l,_é cos @ L:L _é l.}ré l :L L .
? 27p Y V——2mp 27 p? Yp?) 2a| xP4y?

ylp x/p y

Betrachten wir jetzt den im Teilbild b dargestellten Fall, bei dem der Linienleiter an
die Quellpunktskoordinate xq,yq verschoben ist. Die Feldverteilung bleibt die gleiche
wie vorher, d.h., die Feldlinien sind noch immer konzentrische Kreise um den Linien-
leiter. Der einzige Unterschied besteht darin, dass bei der mathematischen Beschrei-
bung eine Koordinatentransformation, d.h., eine Verschiebung in x- und y-Richtung
beriicksichtigt werden muss.

Ein Punkt P(x,y), in dem die Feldstédrke berechnet werden soll, weist von dem Linienlei-
ter die Abstdnde x-xq in x-Richtung bzw. y-yq in y-Richtung auf. Werden die bisherigen
Werte x,y durch die jetzt auftretenden Differenzen ersetzt, dann gelangen wir zur allge-
meinen Beziehung

el 6+ (y-¥q)+8 (x-xq)
(x-xq) +(y-vq)"

21
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Damit kann die magnetische Feldstdrke im Punkt P(x,y) fiir den Fall berechnet wer-
den, dass sich der z-gerichtete Linienstrom an der Stelle (xQ,yQ) befindet.

zur Teilaufgabe 2:

Wir benétigen das Feld im Punkt P(x,,0), d.h. an einer Stelle auf der x-Achse. Ausge-
hend von Gl. (1) und mit é(p = éy und p = x, erhalten wir die magnetische Feldstérke

H, (x,,0) = 8,1 =&, —L

zur Teilaufgabe 3:

Die Kraft auf den stromdurchflossenen Leiter 2, verursacht vom Magnetfeld des Lei-
ters 1, berechnet sich zu

1, (-6, dnxBy ) =16, xB, [da =18, B,
0 0

Mit der Flussdichte B, (x,,0) = sH, (x,,0) an der Stelle des Leiters 2 gilt fiir die Kraft
pro Langeneinheit der Koordinate z

E = (a #OI1J:é to L,
) .

=-l,e,x

Die beiden entgegengesetzt gerichteten Stréme stoBen einander ab.

zur Teilaufgabe 4:

Beitrdge der Strome I, und I;:

- . I .1 I - ~
HZS (20,(1) = —exﬁ*‘eyﬁ :ﬁ(—ex +2ey) .

Beitrag des Stromes I;:

- - I - - I - -
H,(2a,a)=é,————=| —&, sin@+¢é,cosQ 1_=(-e, +2e .
1( ) (DZn./az+(2a)2 XT y‘_z\fx_‘ Zna\/g ( ’ y)lona
a5 a\s

Fiir die gesuchte Feldstirke H(2a,a) erhalten wir durch die Uberlagerung das Ergebnis
ﬁ(Za,a) = ﬁzs (2a,a)+ ﬁl (2a,a)

1 - - . I, .2l 1 I - -
=—1|-e]l,+e2l,-e —L+e —L|=—/|L+-1|-€ +2e,).
Zﬂa( 2Ty g T 5) 2na(2 5 ( x Y)

zur Teilaufgabe 5:

Die Kraft verschwindet fiir B(2a,a) = ,uOﬁ(ZG,a) = 0, d.h., es muss gelten

L

I,

IZ+I—1=0 =-5.
5
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zur Teilaufgabe 6:

Fiir den Fall I, = 0 gilt

= L . ~
B(2a,q) =%(—eX +Zey).

Damit wird auf den Leiter 4 pro Liangeneinheit folgende Kraft ausgetibt:

~ |

- 1,8,xB(2a.a) =I4§°TI;[EZX(—EX)+EZ><26Y] =%(—éy ~2,).

Der Leiter mit dem Strom I, wird von den anderen gleichgerichteten Strémen angezogen.

Aufgabe 5.2 | E-Kern mit einer Wicklung

Auf einem Kern in E-Form ist eine Wicklung mit N Windungen gem&l Abb. 1 ange-
bracht. Alle Schenkel haben die gleiche quadratische Querschnittsfliche A = a?, wobei
das Kernmaterial des rechten Schenkels die Permeabilitdtszahl x,, und das Kernmate-
rial des linken und mittleren Schenkels eine sehr grofle Permeabilitédtszahl (z,, — ©)
aufweist.

Wiéhrend die effektive Wegldnge des rechten Schenkels I betrégt, besitzen der linke
und mittlere Schenkel jeweils einen Luftspalt mit der sehr kleinen Breite /,. Das mag-
netische Feld kann in den Luftspalten als homogen angenommen werden. Durch die
Wicklung fliefit der Gleichstrom I, mit der im Bild angegebenen Zahlrichtung.

Abbildung 1: E-Kern

1. Geben Sie die magnetischen Widerstdnde R,,; des linken, R,,;, des mittleren sowie
R,z des rechten Schenkels an. Wie grof ist die von der Kontur Cj rechtshéndig
umfasste Durchflutung ®5? Zeichnen Sie mit diesen Ergebnissen das Ersatzschalt-
bild des magnetischen Kreises.

2. Berechnen Sie die magnetischen Teilfliisse ®;, ®,; und ®; in Abhéngigkeit des
Stromes I,

3. Wie grob ist die Induktivitdt L der Wicklung? Geben Sie den A;-Wert der Anord-
nung an.
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zur Teilaufgabe 1:

Das hochpermeable Material s, — o liefert keinen Beitrag zu den magnetischen Wider-
stinden, sodass wir fiir die einzelnen Zweige die Ergebnisse

l

/
BmL =5 5 = ImM und RmB :% (1)
Hoa Hrifod

erhalten. Die Kontur wird von @ = NI, durchflutet. Damit ergibt sich das in Abb. 2 dar-
gestellte Ersatzschaltbild.

R mL R mM <¢ @ R

Abbildung 2: Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises

zur Teilaufgabe 2:

Aus den Kirchhoff’schen Gleichungen ergeben sich die Teilfliisse

6y 2
CDB — G)B — ®BB — zﬂrlﬂoa NI und
RmH + BmL " RmM RmH + “imL ZIH + ‘urllg
2
2
(I)L — (I)M — (I)H — HUriMod qu .

2 le +ﬂrllg

zur Teilaufgabe 3:

Die Induktivitdt der Wicklung berechnet sich aus dem Verhiltnis von dem gesamten
die Wicklung durchsetzenden Fluss zu dem den Fluss verursachenden Strom

L= N(DB — NZ zlurlluoaz

I, 2+ puply

Den A;-Wert der Anordnung erhalten wir aus L = N*A; zu
2
— zlurLan

ZIH + :"‘rllg .

5.3 Level 2

Aufgabe 5.3 | Feldstarkeberechnung, Koaxialkabel

Das in z-Richtung als unendlich lang angenommene Koaxialkabel in Abb. 1 fiithrt im
Innenleiter einen Gleichstrom I, der im Auflenleiter wieder zurtickfliefit.
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oV

@éz

Abbildung 1: Querschnitt durch ein Koaxialkabel

Berechnen Sie die magnetische Feldstdrke im gesamten Bereich 0 < p < o fiir die bei-
den Fille:

a) die beiden Leiter besitzen die gleiche Symmetrieachse und

b) der Mittelleiter ist um den Abstand d aus der Mittelpunktslage verschoben.

Lo5ung)

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der magnetischen Feldstérke ist die Gleichung
gSﬁ.dg = fﬁd&
c A

Wir betrachten zunéchst den Fall a:
Fiir den Beitrag des Innenleiters ist das Ergebnis in Gl. (5.25) bereits angegeben:

L /a <a
H;=¢, L e fir P
2na |alp p=a
Der AuBenleiter ruft nur im Bereich p > b eine magnetische Feldstdrke hervor. Diese
ist aus Symmetriegriinden ¢-gerichtet, sodass fiir den Bereich innerhalb des Leiters
b < p < c folgende Beziehung gilt:

27 2T P - 7 Z_bz
P P —-e,l ~ p
e,H,(p) e,pdo=27pH,(p)= J' Iﬁ'ezpdpd(p=—l%
0 NS S —0p=b TTC -xb” ——— n(c —b)
—H =ds ¢=Up —r A

—I pZ_bZ

H =——Fr -

a(p) 2mp 21

Im Bereich p > ¢ nimmt die Feldstédrke den gleichen Wert an wie bei einem Linienlei-
ter mit Strom -Iim Ursprung. Zusammengefasst gilt:

pZ_bZ
H, =6, 1Z2_p2 fir
1
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Die Uberlagerung der Ergebnisse fiir die beiden Teilraume liefert H = H;+H,, = €, H(p) mit

_Lp
2rma a p=a
1
— . a<p<b
H(p): 27p fiir
I Cz_pz
- <p<
Zitpcz—bz bsp=c
0 csp

Im Bereich p > ¢ verschwindet der vom Umlauf eingeschlossene Strom und damit auch
die Feldstirke. Das nachstehende Bild zeigt die Auswertung fiir a = 0,5 mm, b = 3 mm
und ¢ = 3,2 mm.

1 T T
H(p) 1

A

— b—>
e i
0 0,5 1 15 2 25 3 3,5
—» p/mm

Abbildung 2: Betrag der Feldstérke im Bereich0 < p < ¢

Wir betrachten jetzt den Fall b:

Das Feld des AuBenleiters ist identisch zum Fall a. Da es im Bereich p < b verschwin-
det, ist das Feld im Innenraum identisch zum Feld des Innenleiters. Zur Uberlagerung
der beiden Feldanteile fiir p > b muss fiir das Feld infolge des Innenleiters eine Koor-
dinatentransformation vorgenommen werden. Die Vorgehensweise ist bereits bei der
Aufgabe 5.1 beschrieben und soll hier nicht nochmals wiederholt werden. Die Abb. 3
zeigt den Feldlinienverlauf fiir ein ausgewéhltes Beispiel.

Abbildung 3: Feldlinienbild fiir exzentrisches Koaxialkabel
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Schlussfolgerung

Der AuBenraum ist bei einem Koaxialkabel nur dann feldfrei, wenn die Exzentri-
zitdt verschwindet, d.h., es muss gelten d = 0!

Aufgabe 5.4 | Randbedingungen

Ein permeables Material der Eigenschaft ¢ = s,1, mit z,>1 hat eine ebene Grenzflache
zum Vakuum (siehe Abbildungen 1a bis 1d). In allen vier Abbildungen liegt in den
beiden Teilrdumen jeweils ein homogenes magnetisches Feld der Feldstirke H vor,
dessen Richtung durch je eine repréasentative Feldlinie definiert ist. Das in den Abbil-
dungen hinterlegte Gitterraster sei quadratisch.

Hy Hy

Abbildung 1: Verhalten an der Materialsprungstelle

1. Geben Sie eine kurze Begriindung, weshalb in den Abb. 1a und 1b physikalisch
unmogliche Feldverldufe dargestellt sind.

2. Welche der beiden Abbildungen 1c und 1d stellt einen realistischen Feldverlauf
dar und wie grof ist die Permeabilitédtszahl z,?

zur Teilaufgabe 1:

In der Trennebene miissen die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke
und die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte stetig sein.

Abb. 1a: VerstoB gegen die Stetigkeit von H, (verschwindet im oberen Halbraum).
Abb. 1b: VerstoB gegen die Stetigkeit von B, (verschwindet im oberen Halbraum).
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zur Teilaufgabe 2:

Mit den Bezeichnungen B = zH, im oberen Halbraum sowie B = #H im unteren Hal-
braum sind folgende Randbedingungen am Materialtibergang zu erfiillen:

Hy=Hy und  uH,=uHg,.
Nach der Vorgabe in Abb. 1c und Abb. 1d sind die beiden Komponenten der magneti-
schen Feldstirke im unteren Halbraum gleich groB. Aus H, = H, folgt

H(]n
Hy,

H toHy H,
A n = - = Mo - = Mo

H, H, H,

und mit g = ., folgt unmittelbar der Zusammenhang

Abb. 1c

2
‘u = e—= 1 ﬁir
' > Abb. 1d .
2
Mit der Bedingung g, > 1 zeigt nur die Abb. 1c einen mdglichen Feldlinienverlauf. In
diesem Fall gilt p = 244,

Aufgabe 5.5 | Kraftberechnung im Magnetfeld

Die im Querschnitt dargestellte Leiteranordnung ist in z-Richtung unendlich ausge-
dehnt. An den Stellen x = -a@ und x = a befinden sich zwei Linienleiter, die von den
Gleichstromen I, = I/2 und I, = I/2 mit der im Bild angegebenen Orientierung durch-
flossen werden. Der Riickleiter besteht aus einem Hohlzylinder mit dem Radius b und
einer vernachldssigbar kleinen Wandstarke. Er wird von dem iiber den Querschnitt
des Riickleiters homogen verteilten Gleichstrom I; = -I durchflossen.

YA

Abbildung 1: Leiteranordnung
1. Bestimmen Sie das magnetische Feld H(x,y) im gesamten Raum, indem Sie die
Beitrdge der einzelnen Leiter tiberlagern.

2. Welche auf die Léinge / bezogene Kraft F wirkt auf den bei x = -a befindlichen Linien-
leiter?



5.3 Level 2

zur Teilaufgabe 1:

Die Feldstédrke eines an der Stelle (xq,yq) befindlichen Linienleiters haben wir bereits
in Aufgabe 5.1 berechnet. Das Feld infolge der beiden an den Stellen (-a,0) und (a,0)
befindlichen Linienleiter erhalten wir durch Uberlagerung der beiden Beitrige

_ . I|-ey+e, (x+a) —-ey+e,(x—a
H1<x,y>+Hz(x,y>=—{ xra) oo )]-

4w (x+a)2+yz (X—a)2+yZ

Der Strom I, ist als Strombelag konzentrisch um den Ursprung verteilt. Die zugehdrige
magnetische Feldstarke Hj; ist also ¢-gerichtet und héngt nur von der Koordinate p ab.
Aus dem Oersted’schen Gesetz folgt fiir das Feld des Riickleiters

27

— R . 0 .. 0<p<b
CJSHS'ds: JHa(p)ew'e(ppd(p:anHa(p):@: fiir P2

N -I p>b
¢ 0 e
0 0<p<b
H, = — _] e, y+e,x fir
3 — 1 _ 1 xy N p>b

e —_— e ——
®2rp 21 xP+y?

Diese Feldstérke entspricht fiir p > b dem Feld eines Linienleiters -1 im Ursprung. Damit
ergibt sich nach Uberlagerung der Einzelfelder das gesamte Feld in den Bereichen.

Innenbereich 0 < p < b:

H=H,+H,=—

_ I [—éxy+éy(x+a)+—éXy+éy(X—a)}'
4

(x+a)2+yZ (x—a)2+yz

Aubenbereich p > b:

F—H, +H,+H, = I —éxy+éyx+i{—éxy+éy(x+a)+—éxy+éy(x—a)}.

2r x2+y? 47

zur Teilaufgabe 2:

Zur Berechnung der Kraft auf I, werden die Feldstirken H, und H; bengtigt. Wegen
H;(-a,0) = 0 liefert nur die Feldstirke H, einen Beitrag:

(x+a)2+y2 (x—a)z+y2

i, (~a, 0) = I —&y+eé,(x—a) [ e (-2a) _ ]
2 an (x—a)z+yZ anm (—20)2

s .
Y 8na

Die Integration tiber die Lange / geht wegen der Unabhédngigkeit von der Koordinate z
in eine Multiplikation mit / iber:

- L - I . _ ) -1 I .
F=I1[lez><B(—a,0)J=Elez></40H2(—a,0)=Elez><ey,uo = uel a[—ezxey]
S

Ergebnis:
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Aufgabe 5.6 | Magnetischer Kreis, Induktivitdtsberechnung

Gegeben ist die aus Ferritmaterial (Permeabilitdtszahl z,) bestehende Kombination aus
zwei gleichen U-Kernen und einem I-Joch. Alle Schenkel haben einen quadratischen
Querschnitt mit der Seitenldnge a. Die effektive Wegldnge der beiden U-Kerne /4 sei
bekannt, ebenso die effektive Wegladnge /;, des I-Jochs. Zwischen den U-Kernen und
dem I-Joch besteht jeweils ein Luftspalt der Linge /.

Auf dem linken U-Kern ist eine Wicklung mit N Windungen aufgebracht, die vom
Strom I in der angegebenen Richtung durchflossen wird. Zur Vereinfachung wird
angenommen, dass die magnetische Flussdichte B homogen iiber den Kernquerschnitt
verteilt ist. Der Streufluss im Luftspalt wird vernachléssigt, sodass fiir den Luftspalt
der gleiche Querschnitt wie fiir die Kerne angenommen werden kann.

— O, =
—————LI 7T [ ——
I i / ﬂr
__E_/N E#
s :
T i,
e o=
I —

Abbildung 1: Induktivitat aus zwei U-Kernen und einem I-Joch

1. Geben Sie die magnetischen Widerstdnde R,,; und R, des linken und rechten U-
Kerns (mit Luftspalten) sowie R,,;; des mittleren I-Jochs an.

2. Ermitteln Sie die Durchflutung 0, die von der Kurve C rechtshandig umfasst wird,
und zeichnen Sie das Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises.

3. Berechnen Sie unter Beachtung der in der Abbildung angegebenen Zahlrichtungen
die magnetischen Fliisse ®; und ®; durch den linken und rechten U-Kern sowie
®,, durch das I-Joch.

4. Bestimmen Sie die Induktivitdt L und den A;-Wert der Anordnung.



5.3 Level 2

zur Teilaufgabe 1:

Mit der Querschnittsfliche A = a? folgt fiir die magnetischen Widerstinde des linken
und rechten Schenkels unter Beriicksichtigung der Luftspalte

l 2l
HmL = RmR = A 2 + gZ und BmM = lM 2
Urto@  Upa HrHpa
zur Teilaufgabe 2:
Die Durchflutung betrdgt ® = NI
RmL
—
 I—
q)L
O=NI R R, .

Abbildung 2: Magnetisches Ersatzschaltbild

zur Teilaufgabe 3:

Der magnetische Fluss ®@; durch den linken U-Kern kann mithilfe des Ohm’schen Geset-
zes sofort angegeben werden:

(DL _ 1 e-= 1;- 7 O = HmM+HmH NI.
BIHL + (HmM || BmR) RmL + mM~'mR RmLRmM + RmLBmR + BmMRmH

BmM + BmH

Die beiden anderen Fliisse folgen daraus mithilfe der Stromteilerregel:

), = B Q) = B NI,
BmM + BmH RmLRmM + RmLBmH + BmMBmH

Op = Ry O, = Rinm NI.
RmM + RmH RmLBmM + BmLRmH + BmMRmH

zur Teilaufgabe 4:

Nach der Definitionsgleichung gilt ® = N®; = LI und damit fiir die Induktivitat

L:N¢L2N2 Ry + Bip

I RmLRmM + HmLRmR + HmMBmR

=N?A, .
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5.4 Level 3
Aufgabe 5.7 | Drehmomentberechnung, Prinzip des Drehspulinstruments

In einem homogenen Magnetfeld der Flussdichte B = e,B, ist eine rechteckige Leiter-
schleife um die z-Achse des kartesischen Koordinatensystems drehbar gelagert. Die
Leiterschleife besitzt die Hohe h und die Breite b. Der Abstand d zwischen den Strom-
zufithrungen sei vernachlédssigbar klein. Abb. 1a zeigt den Schnitt durch eine Ebene
z = zy mit 0 < z; < h bei einem Winkel ¢ > 0, Abb. 1b zeigt die Vorderansicht bei dem
Winkel ¢ = 0. Diese Anordnung kann zur Messung eines die Leiterschleife durchflie-
Benden Gleichstromes I verwendet werden.

YA Z?

<V

2

N | o

@/ ) vl @
’ L
a) o ¢

Abbildung 1: Im externen Magnetfeld drehbar gelagerte Leiterschleife

1. Bestimmen Sie die Teilkrifte F, bis F, auf die vier Leiterstiicke der Kontur C in
Abhingigkeit des Winkels ¢ und des Stromes I.

2. Bestimmen Sie das Drehmoment auf die Leiterschleife. Das Drehmoment M, wird
berechnet aus dem Vektorprodukt Hebelarm x Kraft.

zur Teilaufgabe 1:

Die Teilkrifte F, und F, sind unabhingig vom Winkel ¢:

. (66) .
F, = -If [ 6,dzxByg, |=€,JhBy, F,=-F, =—,IhB,
0

Die Winkelabhingigkeit bei den Kriften F, und F, ergibt sich aus der Koordinatenum-
rechnung:

bi2 b/2 bi2
F, =21 J. [épdproéyJ =2IB, I [épdpx(ép sinp+e, cosq))} =e,2] B,cos¢ J. dp
0 0 0

F,=¢,IbB,cosp, F,=-F,.
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zur Teilaufgabe 2:

Die Beitrédge der Leiterstiicke 2 und 4 heben sich gegenseitig weg, da der Hebelarm
jeweils gleich, die Kréfte aber entgegengesetzt gerichtet sind.
Drehmoment infolge des Leiterstiickes 1:

- b_- IhbByr- o . IhbB, .
MD1=epE><F1= 5 [excos((p+n)+eysm((p+n)}<ex=eszm(p.
Drehmoment infolge des Leiterstiickes 3:
= ~ b _= IThbB, - S -
MD3=epE><F3=— 5 O[excosq)+eysm(p}<ex=MD1.

Ergebnis:  Mp =Mp, +Mp, =é,I hbB,sin¢.

Die Abb. 1 zeigt einen Ausschnitt aus einem rechteckigen Leiter der Breite b und der
Dicke d, der von einem Strom I in der angegebenen Richtung durchflossen wird. Der
Leiter befindet sich in einem x-gerichteten homogenen Magnetfeld der Flussdichte B.

X
Abbildung 1: Stromdurchflossener Leiter im homogenen Magnetfeld

1. Bestimmen Sie die Kraftwirkungen auf die bewegten Ladungstrager.

2. Bestimmen Sie die sich zwischen oberer und unterer Berandung des Leiters ein-
stellende Hall-Spannung (benannt nach dem amerikanischen Physiker E. H. Hall,
1855-1938).

3. Bestimmen Sie die Anzahl der am Ladungstransport beteiligten Elektronen pro Volu-
men.

161



Das stationire Magnetfeld

162

zur Teilaufgabe 1:

Die Elektronen bewegen sich infolge eines von aullen angelegten elektrischen Feldes mit
einer Driftgeschwindigkeit v, = —éyve nach Gl. (2.14) entgegen der technischen Strom-
richtung, d.h. in Gegenrichtung zur Koordinate y (Abb. 2).

Abbildung 2: Richtung der Elektronenbewegung und Kraftvektoren

Auf die bewegten Ladungstridger wirkt dann eine zusétzliche magnetische Kraft
F, = Q(Gxﬁ) = —e(—éyve xéXBO) =-e,ev, B,

die die Elektronen in Richtung der unteren Leiterberandung zieht. Der Elektronentiber-
schuss an der unteren Berandung und der dadurch entstehende Elektronenmangel an
der oberen Berandung hat ein -z-gerichtetes elektrisches Feld zur Folge. Dadurch ent-
steht eine elektrische Kraftwirkung F, in positiver z-Richtung, die im Gleichgewichts-
zustand der magnetischen Kraft entspricht:

F,=-F,=¢é,ev,.By=—eE — E=-¢,v,B,.

zur Teilaufgabe 2:

Die Integration der elektrischen Feldstidrke entlang der Koordinate z iiber die Platten-
breite b entspricht einer Spannung

Uy =bv,By,

die sich quer zur Stromrichtung einstellt (Abb. 3).

Abbildung 3: Hall-Spannung
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zur Teilaufgabe 3:

Da sich die Stromdichte J = éyI/ (bd) nach Gl. (2.9) auch als Produkt von bewegter
Raumladungsdichte und Geschwindigkeit darstellen ldsst

]=pf'=n(—e)(—éyve) - 1L __I5

n= —_—
ev, bd eUyxd

s

kann aus der Kenntnis der Geschwindigkeit nach obiger Gleichung die mit n bezeichnete
Anzahl der am Ladungstransport beteiligten Ladungstrdger (Elektronen) pro Volumen
bestimmt werden.

Aufgabe 5.9 | Induktivitatsberechnung

Die beiden AuBenschenkel des aus Ferritmaterial (Permeabilitdtszahl u,) bestehenden
Kerns besitzen die Querschnittsfliche A und die effektive Wegldnge /,. Der Mittelschen-
kel besitzt die Querschnittsfliche 2A und die effektive Wegldnge I, Aus dem Mittel-
schenkel wird ein Teil des Ferritmaterials entfernt, sodass ein Luftspalt der Lénge /, ent-
steht.

Auf dem Kern befinden sich drei in Reihe geschaltete Wicklungen mit den Windungs-
zahlen N;, N, und Nj. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die magnetische
Flussdichte B homogen iiber den Kernquerschnitt verteilt ist. Der Streufluss beim Lufts-
palt wird vernachlassigt, sodass fiir den Luftspalt der gleiche Querschnitt wie fiir den
Mittelschenkel angenommen werden kann.

Abbildung 1: Permeabler Kern mit Luftspalt

1. Erstellen Sie ein vollstdndiges magnetisches Ersatzschaltbild.

2. Berechnen Sie die Fliisse ®; und ® durch den linken und den rechten Schenkel so-
wie ®@,, durch den Mittelschenkel.

3. Berechnen Sie die Induktivitdt der Anordnung in Abhéngigkeit von den gegebenen
Parametern.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Zahlrichtung fiir die Fliisse ®;, ® und @), wird gem&lB dem Generatorzdhlpfeil-
system festgelegt, ist aber willkiirlich.

RmL RmR =RmL
] CDL R Iy
N, O '
g ! +/ 0, =Nl @, Qv
N.——— N
@, 2 ; 0, =N,I 0, =N;1
CDR

Abbildung 2: Festlegung der Fliisse und magnetisches Ersatzschaltbild

Zugehorige magnetische Widerstiande:

! ! ! v~ 1
Ry =Rpp=-4=—4— und Ry =—2—+ £ - =11, +1y |
T WA A T H02A upg2A Iur:uOZA[( el i
zur Teilaufgabe 2:
Knotenregel: D, + Dy =Dp.
N,-N,)I+d,R
Linke Masche: ~ N,I-N,I =®,R,, ~®y Ry — <I>L=( ! 22% M_mM,
mL
N,+N;)I-®,R
Rechte Masche: NI+ N3l =® R+ PR — (I)H:( : 31)? M_mM

mL

Die beiden Fliisse werden nun in die Knotenregel eingesetzt und diese nach ®,, aufgelost:

(Nl—Nz)I+(I)MHmM+q) (Ny+N3)I—®y R,
M

RmL HmL
@M[1+ZRmMj:(N2+N3)I_(N1_Nz)1 N Py _ =N, +2N, + Ny
HmL BmL HmL I HmL + ZRmM

RmL HmL HmL + ZHmM

& N, -N, + R,y —N;y+2N,+ Ny
1

&_ N, + N, B Rovm —N;+2N, + Ny
I RmL HmL BmL +2RmM

zur Teilaufgabe 3:

Die Induktivitiat berechnet sich nun aus

L:E:N1&+qu)—M+N3&_
I I I I
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magnetische Feld

Wichtige Formeln

Faraday’sches
[ Induktionsgesetz ] o(r) R
= ”o(t)
E-ds=Ri B-dA
fF-d5 = i)~ 50 - jj
it)
1 1
. ) di L, 7;;
Induktivitéat u, = —> ges
J dt Reihenschaltung L, =YL,
k
.
[Gekoppelte Schleifen
v,
G 2 @ :Rli1+£(®ll_®12)
. . dr
b (t), — — 2 (t) d dl
R R, d
u,(t) u, (¢) =Ryir + i ( D, +D,,)
. di di
D, D,, =Ry, = Ly, dl; +L, dl;
O R111+((11 (®11+(D12)
B iZ(t) di, di
=R, + Ly dtl +L12d7t2
i d
: u, (¢) Uy = Ryt +(T(¢’n +@,,)
. di, di
o, D, =Ryiy + Ly — ar +L22§
[ Energie ] W, —le = ZZ L1, =%J.”I?I-l§dl/
i=l k=1 14




Wichtige Formeln

¥,

Zugehdriges Gleichungssystem  u, = Rji, +1L;, P

di
0=Ryi —M—=
’ dr

Zugehoriges
Ersatzschaltbild




Wichtige Formeln
. ] N + fir &, N
Idealer Ubertra - 1 ’
U, N - fir @, TTq)z




6 Das zeitlich verdnderliche elektromagnetische Feld

6.1 Verstandnisaufgaben

1. Das homogene, zeitabhingige Magnetfeld mit der Flussdichte B = nB(t) tritt senk-
recht durch die kreisformige Leiterschleife mit Radius a. Welche Beziehung gilt fiir
die Spannung u(f)?

(1) a) u(t)=-B(t)nd*
b) u(t t)ma®
Ao
o ult)=-—5,
d) u(t)=+ diit) wa?

2. Eine Spule mit N = 4 Windungen ist, wie in der Abb. dargestellt, von einem mag-
netischen Fluss @ 4(f) = 0,6 t/s Vs durchsetzt. Wie groD ist die an den Klemmen auf-

tretende Spannung u(#)?
1 @, (1)

N

o——

u(t) i

3. Geben Sie den Wert Ry des auf die Primérseite transformierten Widerstandes R; an.

Wie ist das Ubersetzungsverhiltnis ii fiir Leistungsanpassung zu wihlen, wenn
R;=25Qund R; = 1 Q gilt?
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6.1 Verstandnisaufgaben

4. Auf einem aus zwei E-Kernhilften bestehenden Ferritkern sind auf den AuBen-
schenkeln zwei gleiche Wicklungen aufgebracht.

Uberpriifen Sie die folgenden Aussagen fiir den Fall, dass die Luftspaltlinge Io ver-
groBert wird:

wird bleibt wird
kleiner gleich grofer
Die Selbstinduktivitét L,; = L,, O | O
Die Gegeninduktivitéit |L,| = |Ly| = M) O O O

5. Zwei gleiche kreisférmige Leiterschleifen liegen in einer Ebene und werden ent-
sprechend der Abbildung auf zwei unterschiedliche Arten zusammengeschaltet.
Die Induktivitit einer einzelnen kreisformigen Leiterschleife sei L.

1 1
I
Induktivitat L Induktivitat L, Induktivitat L,
Fiir die Gesamtinduktivitdten gilt:
Ly<2L L =2L L >2L Ly<2L Ly=2L L,>2L
O O O O O O

6. Ein in z-Richtung orientierter, unendlich langer, geradliniger Leiter, der in der
xz-Ebene liegt, wird vom Strom i(f) durchflossen, der im gesamten Raum das Mag-
netfeld mit der magnetischen Induktion B eines Linienstroms hervorruft. Die recht-
eckformige Schleife, an deren Anschlussklemmen die induzierte Spannung u(%)
gemessen werden kann, befindet sich in der xz-Ebene und kann sich mit der
Geschwindigkeit v bewegen (die Startsituation ist im Bild gezeichnet).
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i(t) A l w(®) )
eZ

€, e,
Es tritt
i(t) = iy sin(wt) i(t) = I i(t) = I i(t) = iy sin(wt)
V=0 vV = e,V vV =¢e,, V=8,V

R.uhelnduk- O O O O

tion auf

Bewegungs-

induktion auf = - = -

keine Induk- O O O O

tion auf

Esgilt: i, #0, I, 20, v, #0, v, #0.

7. Eine Leiterschleife wird von der Flussdichte B = €,B,cos(7x/2b)sin(wt) durchsetzt.

YA
a
B®
b b X
- i(t)

1. Legen Sie eine Fldchennormale fiir die Schleifenfldche fest und bestimmen Sie
den magnetischen Fluss ®(t), der die Schleife in Richtung dieser Flachennor-
malen durchsetzt.

2. Bestimmen Sie den in der Abbildung eingetragenen Strom i(t) in der Schleife,
der bei einem Schleifenwiderstand R infolge der induzierten Spannung flieft.
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6.1 Verstandnisaufgaben

zur Aufgabe 1:

(1)

@ IR0

Die rechtshdndig mit dem Fluss verkniipfte Umlaufrichtung ist in der Abbildung
eingetragen. Da in der offenen Schleife kein Strom flieBt, fallt auch keine Spannung
an dem Schleifenwiderstand ab. Das Integral der Feldstédrke liefert bei der angege-
benen Integrationsrichtung nur den negativen Wert der eingetragenen Spannung.
Damit gilt

((‘Jjbfi'dE——u(t)——%:[_l-]é'd[&——%(BA)———na - u(t)= wa®.

zur Aufgabe 2:

Wir bilden das Umlaufintegral der elektrischen Feldstdarke entlang der eingetragenen
Kontur C und erhalten mit dem Induktionsgesetz den Zusammenhang

—— d (s .= do do
g}E'ds:u(t):—EAUB-dA:—E:—N th.

1%@

N

o—

u(t) i

Einsetzen der Zahlenwerte liefert das Ergebnis u(f) = -4-0,6 V=-2,4 V.

zur Aufgabe 3:
BE = HZHL

Bei Leistungsanpassung muss der Lastwiderstand gleich dem Innenwiderstand der
Quelle sein. Aus der Forderung Ry, = R; folgt ii® = 25 bzw. ii = £5. Die Frage nach dem
Wickelsinn bzw. dem Vorzeichen von ii spielt bei der Leistungsanpassung keine
Rolle.

17



Das zeitlich veranderliche elektromagnetische Feld

172

zur Aufgabe 4:

Wir betrachten das zugehorige Ersatzschaltbild mit der von einem Strom in der lin-
ken Spule hervorgerufenen Durchflutung.

R, R.=R,,

m,

Bei einer VergroBerung der Luftspaltlainge nimmt der magnetische Widerstand R,
im Mittelschenkel zu. Dadurch nimmt der Fluss durch die linke Spule

D, = ©, _ 9,

Rm ges HmL + (HmM " BmL)

ab, da der Parallelwiderstand (R, || R,,;) groBer wird. Mit abnehmendem Fluss
wird aber auch die Selbstinduktivitédt entsprechend Gl. (5.56) geringer.

Die Anderung der Gegeninduktivitit hingt davon ab, wie sich der Fluss ®j durch
die rechte Spule dndert. Mit den Kirchhoff’schen Gleichungen lésst sich leicht
nachrechnen, dass der Zusammenhang

1

PR R R /R
2 mL+ mL -mM

6,

gilt. Mit steigendem Widerstand R,,),; wird der Nenner kleiner, der Fluss ®; und
damit auch die Gegeninduktivitdt wird groBer.

zur Aufgabe 5:

Wiren die beiden Einzelschleifen nicht gekoppelt, dann wére die Gesamtinduktivi-
tdt wegen der Reihenschaltung genau doppelt so groB, ndmlich 2L. Ob die Indukti-
vitdt der Doppelschleife groBer oder kleiner als 2L ist, hdangt von der Kopplung der
beiden kreisféormigen Schleifen ab. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung, in
der die Strome in den beiden Kreisschleifen mit einem Index versehen sind. Die
von den Stromen hervorgerufenen Fliisse durch die beiden Schleifen sind mit den
entsprechenden Indizes gekennzeichnet. Der erste Index kennzeichnet verein-
barungsgemdl die vom Fluss durchsetzte Schleife, der zweite Index den verursa-
chenden Strom. Die Fliisse durch die Doppelschleife auf der linken Seite werden
infolge der Kopplung groBer, da sich die Teilfliisse gleichsinnig tiberlagern. Im
Ergebnis muss also L, > 2L gelten.



6.1 Verstandnisaufgaben

Bei der Doppelschleife auf der rechten Seite subtrahieren sich die Fliisse, der
Gesamtfluss durch die Schleife wird geringer und es gilt L, < 2L.

1, />

zur Aufgabe 6:

Es tritt
i(t) = iy sin(wt) i(H) = I i(H) =1 i(t) = iy sin(wt)
V=0 V = @,y V=8,v, vV =8,v,

R.uhelnduk- x a O X

tion auf

Bewegungs-

induktion auf - X = -

k'elne Induk- O O X O

tion auf

zur Teilaufgabe 7.1:

Wir wihlen die Flichennormale so, dass es eine rechtshdndige Verkniipfung mit
dem eingetragenen Strom ergibt: n = e,. Fiir den Fluss in z-Richtung gilt dann

@:'&[E-dA:Bosin(wt) JIZ T cos(nzx—bjdydx

x=-by=-a

’ 8ab
}sin (wt) =B, 2B gin (wt).
b E4

=By2a &{sin (n 1]
T 2b )|

zur Teilaufgabe 7.2:

Aus dem Induktionsgesetz folgt

i )——ldﬁz—w—BO@cos(wt) .
R dt R =n
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6.2 Level1

Aufgabe 6.1 | Induktionsgesetz, Bewegungsinduktion

Der in Abb. 1 dargestellte Schleifkontakt aus Metall rotiert mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit @ um den Ursprung. Der Zeiger gleitet dabei auf einem Metallring
mit dem Radius a. Ein homogenes Magnetfeld mit der Flussdichte B = &,B, durchflutet
den gesamten Metallring senkrecht zur Ringebene. Alle Betrachtungen sollen fiir
0 < ot < 27 erfolgen.

2a

Abbildung 1: Rotierender Zeiger im homogenen Magnetfeld

Berechnen Sie die in Abb. 1 eingetragene induzierte Spannung u(f), die sich infolge
der Bewegung zwischen dem Drehpunkt des Zeigers und dem Metallring einstellt.

Wird das Umlaufintegral der elektrischen Feldstirke um die markierte Flache A(¢) in
Richtung der eingetragenen Spannung gebildet, dann zeigt der rechtshdndig verkniipfte
Fluss @ (1) in die Zeichenebene hinein, also in -z-Richtung. Aus dem Induktionsgesetz

C d
E-ds=u(t)=——®(t
GE-ds=u() =L o)

ergibt sich mit dem magnetischen Fluss

wt a
D(t)=- I j é,B, e,pdpde = —laZBOwt
2
¢=0p=0

als Ergebnis die Spannung
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Aufgabe 6.2 | Induktionsgesetz, Ruheinduktion

Ein auf der z-Achse befindlicher, unendlich langer Linienleiter wird von einem zeit-
abhéngigen Strom i(f) durchflossen. Der Riickleiter ist sehr weit entfernt, sodass sein
Einfluss vernachldssigt werden kann. In der Ebene y = 0 befindet sich eine nicht
geschlossene quadratische Leiterschleife der Seitenlédnge b-a.

A U0

i(t) A

Slua) ;

»
' T

a b X 0 oT T
Abbildung 1: Betrachtete Leiteranordnung und zeitabhangiger Strom

~Y

1. Berechnen Sie die in der Abbildung eingetragene induzierte Spannung u(t) als Funk-
tion des Stromes i(1).

2. Stellen Sie fiir den dreieckférmigen Stromverlauf die induzierte Spannung u() in
einem Diagramm dar und geben Sie Maximal- und Minimalwert der Spannung an.

3. Welche Gegeninduktivitdt M besteht zwischen den beiden Schleifen?

zur Teilaufgabe 1:

Zur Berechnung der induzierten Spannung wird die zeitliche Anderung des magneti-
schen Flusses durch die Schleife bené&tigt. Der magnetische Fluss wird durch Integra-
tion der magnetischen Flussdichte iiber die vom Fluss durchsetzte Fldche berechnet.

Der z-gerichtete Strom verursacht in der Ebene y = 0, x > 0 (hier gilt &, = €, p = x)
ein Magnetfeld

- (5.16) - ~ (617) _ ugi(t
Blot) = gl = g 1) 2 e, Lol

das die Flache durchsetzt und somit folgenden Fluss erzeugt:

(6530) oL . b b uoi(t) Hoi(t) 3
(I)(t) = J.J.B.dA: -[ J-ey 27T X .ededX:T(b_a)I;dX
A x=az=a a
= Ho 1(t) (b-a) lné.
21 a
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Wird das Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke in Richtung der eingetragenen
Spannung gebildet, dann zeigt der rechtshindig verkniipfte Fluss aus der Zeichen-
ebene heraus, also in -y-Richtung:

$E-ds =u(t)= _de(y) i[—

dt dt

zur Teilaufgabe 2:

Da die Spannung nach Gl. (1) aus der Ableitung des Stromes berechnet wird, folgt aus
einem linear ansteigenden Stromverlauf eine konstante positive Spannung und aus
einem linear fallenden Stromverlauf dementsprechend eine konstante negative Span-
nung, siehe Abb. 2.

to I(t) bl u b di(t)
T(b—a)lng:i—ﬁ(b—a)lng~ TR (1)

u(t) A

max

o or T 2Tt

min

u

Abbildung 2: Zeitabhangige induzierte Spannung

~

. b
Maximalwert: u = —(b-a)ln
Minimalwert: — u_; =- i Mo (b-a) lné .

T-0T 2 a

zur Teilaufgabe 3:

Die Gegeninduktivitit ldsst sich berechnen aus dem Quotienten des Flusses, der die
quadratische Leiterschleife durchsetzt, und dem Erregerstrom. Damit folgt aus M = ®/i
mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe 1

M = &(b—a) lné.
2n a

Aufgabe 6.3 | Zylindrische Luftspule, Induktionsgesetz

In Abb. 1a ist die Vorderansicht einer aus N Windungen bestehenden zylindrischen
Luftspule der Linge / mit dem Radius a <</ dargestellt. Im Inneren befindet sich eine
ringférmige Leiterschleife mit dem Radius b < a, die mit einem idealen Spannungsmess-
gerdt verbunden ist. Das von der Spule erzeugte magnetische Feld kann im Bereich der
Leiterschleife als homogen angesehen werden. Die Lage der Leiterschleife kann der
Abb. 1b entnommen werden, die den Schnitt in der xy-Ebene darstellt. Durch die Spule
flieBt der zeitabhéngige Strom i(t) = isin(wt) mit der Zahlrichtung aus Abb. 1.
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N Windungen

Abbildung 1: a: Vorderansicht bei @ = 0, b: Schnitt durch die zylindrische Luftspule

1. Welche magnetische Flussdichte B stellt sich im Inneren der Spule ein?

2. Wie groB ist der magnetische Fluss @ (f) durch die ringférmige Leiterschleife in
Richtung der Fldchennormalen n(¢)?

3. Berechnen Sie den Zeitverlauf der Spannung u(t) des idealen Spannungsmess-
gerits in Abhédngigkeit vom Winkel ¢.

zur Teilaufgabe 1:

Im Inneren der Spule stellt sich folgende Flussdichte ein:

. _ (5.28) Ni(t
B=u,H = éxﬂofl()

zur Teilaufgabe 2:

Die senkrecht auf der von der Leiterschleife aufgespannten Fldche stehende Fldchen-
normale kann durch dig Beziehung n(¢) = e,cos(¢) +éysin(go) beschrieben werden. Mit
dem Fldachenelement dA = n(¢p)dA erhalten wir dann den magnetischen Fluss

D [520) jjﬁ'dA=jIéxM'(éx cosp+e, sin<p)dA
A A

Ni(t Ni(t)xb®
e ALY 1()COS¢deA=—ﬂO i(t)= cosg.
l ” l
A
2

nb
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zur Teilaufgabe 3:

Bei der Anwendung des Induktionsgesetzes ist die rechtshidndige Verkniipfung zwi-
schen der magnetischen Flussdichte durch die Schleife und dem Wegintegral der elek-
trischen Feldstdrke zu beachten. Die Flussdichte ist x-gerichtet, zeigt also aus der Zei-
chenebene heraus, damit ist die Integration entlang der Schleife im Gegenuhrzeigersinn
durchzufiihren. Fiir den Zeitverlauf der gemessenen Spannung erhalten wir mit

— 2 ~
?E-dé =-u(t)= —% = —Mcosq)%[isin(wtﬂ

das Ergebnis

. 2
u(t) :wiwcosgocos(wt).

Aufgabe 6.4 | Ringkern mit Luftspalt, Induktivitatsberechnung

Auf einem Ringkern mit der quadratischen Querschnittsfliche A = a®> und der end-
lichen Permeabilitdtszahl u, ist eine Wicklung mit N Windungen aufgebracht. Der
Ringkern besitzt den mittleren Durchmesser d,, und einen Luftspalt mit der sehr klei-
nen Breite /,. Zur Vereinfachung wird das Magnetfeld im Luftspalt als homogen {iber
den Querschnitt verteilt angenommen. AuBerhalb von Luftspalt und Kern wird es ver-
nachléssigt. Abb. 1 zeigt neben dem Ringkern eine Leiterschleife, die die gleiche qua-
dratische Form wie der Ringkernquerschnitt besitzt.

Abbildung 1: Ringkern mit Luftspalt

1. Berechnen Sie den magnetischen Fluss @, im Kern.

2. Berechnen Sie die magnetische Induktion B im Luftspalt in Abhingigkeit von i(t).
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3. Wie groB ist die Selbstinduktivitdt der Ringkernspule?

Nun wird die Leiterschleife so in den Luftspalt eingebracht, dass sie parallel zum Lufts-
palt liegt. Fiir x = 0 ist sie vollstdndig im Luftspalt, fiir x > a auBerhalb des Luftspaltes.

4. Berechnen Sie die Spannung u(t) in Abhéngigkeit von i(t) und x fiir 0 < x < a.

zur Teilaufgabe 1:

Mit der mittleren Lénge des Ringkerns /,, = 7d,,~/, ldsst sich der magnetische Fluss im
Kern berechnen:

(5.73)
O, () = Ni(t)Letod _ )ttt

L + gl wdy +1, (1, =1)
zur Teilaufgabe 2:

Wegen der als homogen angenommenen Feldverteilung im Luftspalt erhalten wir die
magnetische Flussdichte, indem wir den Gesamtfluss durch die Querschnittsfldche divi-
dieren:

- (5.30)
B=6,B = 8,24 =§,Ni(t)— Lt

A" ndm+lg(u,—1).
zur Teilaufgabe 3:

Die Selbstinduktivitdt der Ringkernspule kénnen wir ebenfalls aus dem Fluss berechnen:

DPa(t) _ Moo A

L N .
i(t) ndm+lg(u,—1)

zur Teilaufgabe 4:

Wird die Leiterschleife in das Luftspaltfeld eingebracht, so ist der die Schleife in z-Rich-
tung durchsetzende Fluss von der in Abb. 1 eingetragenen Position x abhéngig:

(1) = =20, (1),

Fiir die in der leerlaufenden Schleife induzierte Spannung gilt unter Beachtung der
eingezeichneten Spannungsrichtung der Zusammenhang

d (I)(t)za—x d Na(a—x) ppg di(t).

ult)= 5 PRPTALIY) wdy +1, (1, —1) dt
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Aufgabe 6.5 | Ringkerniibertrager, Induktivitatsberechnung

Auf einem Ringkern mit der Querschnittsfliche A und der Permeabilitét y, — o sind
zwei Wicklungen mit N; bzw. N, Windungen gemdBl Abb. 1 angebracht. Der Ringkern
besitzt einen Luftspalt mit der sehr kleinen Breite /,. Das magnetische Feld kann im
Luftspalt als homogen angenommen werden.

Querschnittsflache A

E—_f/_/f uz(t)l

Abbildung 1: Ringkerniibertrager

1. Berechnen Sie die magnetische Flussdichte B im Luftspalt in Abhingigkeit von
i; (1) und i,(t).

2. Berechnen Sie den magnetischen Fluss @ 4 im Kern. Wie grof ist die Spannung u, ()
in Abhéngigkeit von 7, (t) und i,(£)?

3. Wie groB sind die sekundérseitige Selbstinduktivitét L,, und die Gegeninduktivitat M?

zur Teilaufgabe 1:

Da das magnetische Feld im Luftspalt als homogen angenommen wird, besitzt die
Flussdichte im Luftspalt nur eine x-Komponente B = &,B,.

Der Fluss @, soll, wie in Abb. 1 eingezeichnet, in €,-Richtung positiv gezdhlt wer-
den. Damit ist eine Integration iiber den Luftspalt ds = e,dx in den Grenzen von [, bis
0 durchzufiihren:

R ée.B. _ Y& B _ B (5.21)
q‘)H-ds = _[ CxTx . g5 = Iex *eedx=-—*1, = ©
Luftspalt Ho ly Mo Ho

Die Position x = 0 kann auch in die Mitte des Luftspaltes gelegt werden. Die Integra-
tion von x = [,/2 bis x = -1,/2 liefert dann das gleiche Ergebnis.

Zu der gewidhlten Flussrichtung gehort nach Gl. (5.21) die Durchflutung ® = N,i;+N,i,,
woraus sich die magnetische Flussdichte im Luftspalt direkt angeben lésst:

B=-8, %(Nlil +N,i,).
zur Teilaufgabe 2:
Mit der vorgegebenen Flussrichtung berechnet sich der magnetische Fluss im Kern aus

(5.30) A
u . .
D, = —BXA=#(N111+N212).
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Die Spannung an der Wicklung 2 ist damit
(6.26) i i
() = N, 3P4, koA (Nlﬂﬂv ﬂ]. (1)

2
dt ly dt dt
LHV0[¢) zur Teilaufgabe 3:

Die beiden Fliisse unterstiitzen sich, sodass wir das Gleichungssystem (6.36) bzw.
(6.45) verwenden:

di di.
llz(t)z d—;+L22d—tZ.

Durch Vergleich mit der Beziehung (1) erhalten wir die gesuchten Induktivitdtswerte

M =N,N, HoA und L,, = NZZ M
lg lg

Aufgabe 6.6 | Ringkerniibertrager, Induktivitatsberechnung

Auf einem um die z-Achse des zylindrischen Koordinatensystems (p,9,z) konzent-
risch angeordneten ringférmigen Ferritkern ist eine Primérwicklung mit N; Windun-
gen und eine Sekundédrwicklung mit N, Windungen aufgebracht. Der Ringkern besitzt
die Dicke d und besteht im Bereich 1 (a < p < b) aus einem Material der Permeabilitit
4, und im Bereich 2 (b < p < ¢) aus einem Material der Permeabilitét z,.

Abbildung 1: Ringkerniibertrager

1. Driicken Sie die magnetische Feldstdrke H im Kern durch die Stréme i; (1) und i, (1)
aus.

2. Ermitteln Sie die magnetische Flussdichte B, im Bereich 1 und B, im Bereich 2.
3. Berechnen Sie die in Abb. 1 eingetragenen magnetischen Teilfliisse ®; und @,

4. Driicken Sie die Spannungen u, (f) und u,(f) durch die beiden Stréme i, () und i,(¢)
aus und geben Sie die Selbstinduktivitdten von Primér- und Sekundérwicklung L,
bzw. L,, an. Wie groB ist unter der Voraussetzung, dass ®,, und ®,; bzw. ®,; und
®,, die gleiche Orientierung besitzen, die Gegeninduktivitat M?

5. Wie grof} ist der A;-Wert des Kerns?
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zur Teilaufgabe 1:

Mit der magnetischen Feldstirke H im Ringkern H = €, H,(p) ergibt die Auswertung
des Durchflutungsgesetzes

@H -ds = IH 6y '8, pde = 27p H, (p)=© =N, iy (t)+ Ny iy (t)

H=s, N11'1(t)+Nziz(t).
27p

Eine Unterscheidung in die Teilrdume 1 und 2 ist bei der Feldstédrke nicht erforderlich.

zur Teilaufgabe 2:

Mit den unterschiedlichen Permeabilitdten folgt fiir die Flussdichten

By =y, =8 Ny iy (t)+ Ny iy (t) Ny iy (t)+ Ny iy (1)

27p

und B, =y H,=¢
27p 2 = Uy Hly =€ply

zur Teilaufgabe 3:

Zur Berechnung des magnetischen Flusses wird die Flussdichte tiber die Fldche integriert:

b .
N N. N N.
cpl_J'J'B -dA = J' J’ LZIZ() -8 deZ_ﬂllll()Z#dJ. dp
z=0 p=a T 4
_ N1i1(t)+N2i2(t)dlnﬁ
! 27 a’

Ny (1) + N,y (t) c

Analog: ®, = u, dlng.

zur Teilaufgabe 4:

Zur Berechnung der induzierten Spannungen wird der Gesamtfluss im Kern benétigt:

2r

D=D, +D,.

Die induzierten Spannungen ergeben sich aus der zeitlichen Ableitung des Flusses,
multipliziert mit der jeweiligen Windungszahl:

do d b c di(t di,(t
lll(t)ZNlﬁleg[ﬂlln;‘l‘ﬂzlnzj(Nl (;E )+N2 (if )]

di(t d
=N12i£ullné+ﬂzlnﬁj A )+N1N d (y]lnb+,uzln J b(t)
27 a b b

dt dt
L, M

di(t) . ,d

d b b c
_NlNZ (ulln +/421an i +N, E(,ullnzﬂuzlngj

M L,

d i, (t)
t)=N,— )
(1) Zdt dt
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zur Teilaufgabe 5:

Der A;-Wert des Kerns betrégt

679 1, L, d b o
A I Ly _df g b g0
TONE N2 Zn(ﬂlna “an)

Aufgabe 6.7 | Zylinderférmiger Ubertrager, Induktivitatsberechnung

Auf einem zylindrischen Wickelkorper des Durchmessers 2a sind zwei Wicklungen
der Lange [ aus vernachldssigbar diinnen Drihten aufgebracht. Die duflere Wicklung
mit N; Windungen wird von dem Gleichstrom I, die innere Wicklung mit N, Win-
dungen von dem Gleichstrom I, durchflossen. Der Wickelkérper besitzt die Permeabi-
litat u = y,.

Zur Vereinfachung der Berechnung wird angenommen, dass das magnetische Feld
im Zylinder homogen ist. AuBerhalb des Zylinders soll das magnetische Feld vernach-
lassigt werden. Die Anordnung kann als verlustloser streufreier Ubertrager betrachtet
werden.

YA
1 M
! 1
RN RARYRARIRARIRARIRIIXAIRARIRARIKANR) 2
O W WWW W N YW W WY W KW —a—
———— °
N, P T
\*J ] 5 | Q\
_= a N
\/
ON OO ONONONONONONO! ©
O'OOOOOOOOOO‘OO’OOOOOOOOOOOOOO

Abbildung 1: Zylinderformiger Ubertrager

1. Geben Sie den magnetischen Widerstand R,, des Innenraums an.
2. Bestimmen Sie die Selbstinduktivitdten L;; und L,,.

3. Bestimmen Sie die Gegeninduktivitit M und das Ubersetzungsverhltnis ii des
streufreien Ubertragers.

4. Welche Energie W,, ist in der Anordnung gespeichert?

zur Teilaufgabe 1:

Das als homogen angenommene magnetische Feld im Zylinder besitzt nur eine z-Kom-
ponente. Der magnetische Widerstand R,,, des Innenraums betragt

(5.70) 1

m 2"
Hora

183



Das zeitlich veranderliche elektromagnetische Feld

184

Bemerkung:

Die Feldverteilung bei einer lang gestreckten Zylinderspule ist in Abb. 2 dargestellt. Es
ist zu erkennen, dass sich der magnetische Fluss im Innenbereich auf dem Zylinder-
querschnitt zusammendréingt, wihrend er sich im AuBenraum iiber einen wesentlich
groBeren Querschnitt verteilen kann. Daher ist der magnetische Widerstand des AulBen-
raums wesentlich kleiner und bleibt bei der vorliegenden Aufgabe unberiicksichtigt.

Abbildung 2: Magnetfeld einer lang gestreckten Zylinderspule

zur Teilaufgabe 2:

Mit der vereinfachenden Annahme erhalten wir die Selbstinduktivitiaten der beiden
Wicklungen mit Gl. (5.76) zu

Ny* =N2 poma’
R )

m

zur Teilaufgabe 3:

Die magnetische Feldstdrke zeigt innerhalb des Zylinders in negative z-Richtung. Die
rechtshidndig mit den Stromen verkniipften Teilfliisse ®,, und ®,, werden daher in
negative z-Richtung positiv gezahlt. Wir zdhlen die Teilfliisse @, und ®,, ebenfalls in
negative z-Richtung positiv. Wegen der angenommenen Streufreiheit gilt k = +1 und
wir erhalten als Gegeninduktivitét

N,? uyma’
und L22=—2=N220—.

L, = |

m

M ! ugma*
k= =1 — M=L,L,, =N,N, o=

VLllLZZ

Das Ubersetzungsverhiltnis berechnet sich aus dem Verhiltnis der Windungszahlen zu

- M

ii=
NZ

zur Teilaufgabe 4:

In Teilaufgabe 3 wurde festgelegt, dass die Teilfliisse ®,; und ®,, bzw. ®,, und ®,, in
die gleiche Richtung gezidhlt werden. In diesem Fall gilt das Gleichungssystem (6.36)
und die gespeicherte magnetische Energie wird aus der Beziehung (6.56) mit dem
positiven Vorzeichen bei dem gemischten Glied berechnet:
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1 1 1 2 pgma® 2
Wm=EL11[12+M1112+5L22122=W(N1[1+N212) = Ozl (N11y + N, )"

m

Bemerkung:

Hatten wir die Flisse ®@,, und @,, in positive z-Richtung positiv gezdhlt, also in Gegen-
richtung zu den Fliissen ®,; und ®,,, dann héitten wir das Gleichungssystem (6.37)
zugrunde legen miissen. Im Ergebnis héitte die Gegeninduktivitédt ein anderes Vorzei-
chen erhalten, die gespeicherte Energie wire aber unveréndert geblieben:

poma® poma’

M =-N,N, (NI + N,1,)%

und W, =%L11112 -MLI, +%L22122 =
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Aufgabe 6.8 | U-Kern mit bewegtem I-Joch, Induktionsgesetz

Gegeben ist die aus einem Ferritmaterial der Permeabilitdt ¢ bestehende Kombination
aus einem U-Kern und einem I-Joch. Alle Schenkel haben einen quadratischen Quer-
schnitt mit der Seitenldnge a. Die einzelnen Abschnitte der effektiven Weglédngen sind
in Abb. 1 eingezeichnet.

Auf dem U-Kern befindet sich eine Wicklung mit der Windungszahl N;, die vom
Gleichstrom I, in der angegebenen Richtung durchflossen wird. Zur Vereinfachung
wird angenommen, dass die magnetische Flussdichte B homogen iiber den Kernquer-
schnitt verteilt ist.

Nun wird das I-Joch, beginnend beim Startpunkt s(¢ = 0) = 0, mit konstanter Geschwin-
digkeit v = e,v, in Richtung der Koordinate x bewegt. Infolge des sich d&ndernden Flusses
@ (1) stellt sich an den offenen Klemmen der zweiten Wicklung mit der Windungszahl N,
die Induktionsspannung u(f) ein.

u(t)
Abbildung 1: U-Kern mit bewegtem I-Joch

1. Berechnen Sie den Fluss ®4(#) in Abhéngigkeit des Stromes I

2. Geben Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung u(f) an.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Anwendung des Durchflutungsgesetzes nach Gl. (5.22) entlang der in Abb. 2 ein-
gezeichneten Kontur C liefert den Zusammenhang

GH-ds = H (t)[ Iy +1 +25(t) | = © = Ny I,

4_
u(t)

Abbildung 2: Integrationsweg

Mit der homogen tiber den Kernquerschnitt verteilten Flussdichte B() = LH (D) erhalten
wir den Fluss durch den Kern durch einfache Multiplikation mit der Querschnittsfldche:

N, I,

®,(t)=B(t)d* = ua* ———1——,
alt)=B(t)a = pa lop+1,+2s(t)

zur Teilaufgabe 2:

Die Anwendung des Induktionsgesetzes auf die zweite Schleife fithrt auf den Zusammen-
hang

= d d d 1
E-ds=u(t)=-—®=-N,~—®, = —ua’N,N, I, —| —————
PE-ds = u(t) dt pg AT RO th{lo+lm+25(t)}'

Die Ausfiithrung der Integration liefert
ua®NyN, I, ,ds(t)

[lo +1n +Zs(t)J 2o _dt

Vo

d -1
u(t)=-ua®NyN, I, E[l" +l,+2s(t)] =

und damit resultierend die Spannung

ZVOptaZNlNqu
u =—Z .
(Ip + 1y +2vt)
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Aufgabe 6.9 | Bewegungsinduktion

Auf einem Ferritkern mit der quadratischen Querschnittsfliche A = ¢* und einer sehr
hohen Permeabilitétszahl x4, — o sind zwei Wicklungen mit N; bzw. N, Windungen, wie
in Abb. 1a dargestellt, aufgebracht. Die Wicklungen sind jeweils an eine Spannungs-
quelle mit der Gleichspannung U, bzw. U, und dem Innenwiderstand R; bzw. R, ange-
schlossen. Der Luftspalt des Ferritkerns besitzt eine sehr kleine Linge /,. Das magneti-
sche Feld kann in dem Luftspalt als homogen verteilt angenommen werden.

Abbildung 1: a: Bewickelter Ferritkern mit Luftspalt b: Anordnung zu einem Zeitpunkt 0 <t < T

1. Geben Sie die Strome I, und I, in Abhéngigkeit von Uy, und U, an.

2. Berechnen Sie die magnetische Flussdichte B im Luftspalt.

Die Abb. 1b zeigt den Querschnitt des Ferritkerns in der xz-Ebene in etwas vergrofer-
tem Ma0stab. Ein zu der z-Achse des in Abb. 1a eingetragenen kartesischen Koordina-
tensystems (x,y,z) parallel angeordneter diinner Metallstab bewegt sich geméafi Abb. 1b
mit konstanter Geschwindigkeit v = e,v, in x-Richtung durch den Luftspalt. Zum Zeit-
punkt t = 0 befindet er sich bei x = 0 und zum Zeitpunkt ¢t = T erreicht er die Position
x = a. Der Metallstab ist iiber einen Schalter S mit den zwei ruhenden Widerstanden
R, und R, verbunden. Der Schalter S, die Zuleitungen sowie die Widerstdnde R, und
R;, befinden sich stets auBlerhalb des Luftspaltbereichs. Die Induktivitdt und der ohm-
sche Widerstand des Stabs, des Schalters S sowie der Zuleitungen sind zu vernachlés-
sigen. AuBerhalb des Luftspaltes und des Ferritkerns gilt B = 0.

3. Der Schalter S ist geschlossen. Berechnen Sie den Zeitverlauf der in Abb. 1b einge-
tragenen Strome i,(t) und i,(t) im Zeitintervall 0 <t < T. In welchem Verhiltnis
miissen die Spannungen Uy und U, stehen, damit i,(f) = 0 und i,(f) = 0 fiir alle
Zeitpunkte 0 < t < T gilt?

4. Welcher Zeitverlauf der Strome i,(tf) und i,(t) stellt sich im Zeitintervall 0 <t < T
ein, wenn der Stab bei ge6ffnetem Schalter S bewegt wird?
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zur Teilaufgabe 1:

Aus dem Ohm’schen Gesetz folgt

U U
I = _ql, I, = —az
R R,

zur Teilaufgabe 2:

Wegen u, — o verschwindet die magnetische Feldstdarke im Kern, sodass wir nur im
Luftspalt einen Beitrag zum Umlaufintegral der magnetischen Feldstidrke entlang der
Kontur C erhalten. Mit der im Luftspalt y-gerichteten Feldstérke gilt

S A (5.22)
$H-ds= [Hy 8,8, dy=Hl, = ©=-NL+N,,
c 0 e

=1

- _ _ N,,-NJI, . u Ug Un
B=pyH=¢pu,—22—t1l-¢ 0N, E_N_T|
Mo yHo ] v ( sz 1R1

g g
zur Teilaufgabe 3:

Der bewegte Stab bildet mit den beiden Widerstdinden zwei Maschen, die infolge der
Bewegung des Stabes von einem zeitlich verdnderlichen magnetischen Fluss durchsetzt
werden. Die Anwendung des Induktionsgesetzes auf die Masche mit dem Stab und dem
Widerstand R, liefert die erste Gleichung. Wird diese Schleife in Richtung des Stromes
i, umlaufen, dann gilt

L d 630 g d(t , e
Cg‘)E'dSZHala(t)z—Eq)a = _E[ByAa(t)J:_ByE[?a ]Z—By?
i, (t) :ﬂo_az[Nlﬁ_ zﬁ}

¢ R,Tl, R, R,

Die analoge Vorgehensweise bei der Masche mit Stab und Widerstand R, liefert die zweite
Gleichung. Wird die Schleife in Richtung des Stromes i, umlaufen, dann muss wegen der
rechtshdndigen Verkniipfung von Umlaufrichtung und Fluss durch die Schleife jetzt die
in -y-Richtung gezihlte magnetische Flussdichte eingesetzt werden. Damit gilt

PP d G630 g d(, t 2
CJ.)E-ds:Hbq)(t):—E(Db = —E[—ByAb(t)J:+Bya(a1_?a2j:_By%
Cb

2( U, U
iy (1) = £ Ny =2 - N, =2
RyTl,

Zur Kontrolle kann der Maschenumlauf in der duBleren, nicht bewegten Schleife mit
R, und R, betrachtet werden. Da sich der Fluss durch diese Schleife nicht dndert, gilt

§ E-ds = Ryi, (1)~ Ryl () = 440
J dt
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Diese Gleichung ist aber mit den bereits berechneten Strémen erfiillt.
Aus der Bedingung i,(f) = i,(t) = 0 fiir alle Zeitpunkte 0 < t < T ergibt sich fiir das
Verhiltnis der Spannungen

Un Ug N,R
N L _N 2 _9 — Voly )
'R, ’R, > Un N,R, Vs

zur Teilaufgabe 4:

Der Fluss durch die dulere Schleife mit R, und R, ist zeitlich konstant, d.h., es gilt

d . .
E<1>=0 - I, (t)=1,(t)=0.

Aufgabe 6.10 | E-Kern, Induktivitdtsberechnung

Auf einem Kern in E-Form sind zwei Wicklungen mit N; bzw. N, Windungen angebracht.
Diese Wicklungen werden von den Strémen i, (f) bzw. i, () mit der in Abb. 1 angegebenen
Zahlrichtung durchflossen. Alle Schenkel haben die gleiche Querschnittsfliche A, wobei
das Kernmaterial eine sehr groBle Permeabilitdtszahl (4, — ) aufweist.

Beide AuBenschenkel besitzen je einen Luftspalt mit der sehr kleinen Breite /,. Das
magnetische Feld kann in den Luftspalten als homogen iiber den Querschnitt verteilt
angenommen werden.

q)L(t)<_ q)M(t) —> (DR(t)

Abbildung 1: E-Kern

1. Geben Sie die magnetischen Widerstdnde R,,; und R,z des linken und rechten Zweigs
sowie die von der Kontur C; rechtshdandig umfasste Durchflutung ®,(f) an. Zeichnen
Sie das Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises und geben Sie den A;-Wert an.

2. Berechnen Sie die magnetischen Teilfliisse @ (t), ®p(t) und ®,,(f) in den einzelnen
Schenkeln in Abhéangigkeit der Strome i, (f) und i,(t).

3. Stellen Sie die Spannungen u, (t) und u,(f) in Abhéngigkeit von i, (f) und i,(¢) dar,
indem Sie die Konturintegrale der elektrischen Feldstérke entlang der Stromschleifen
1 und 2 bilden.

4. Wie groB sind die Induktivitdten L,;, M und L,,?
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zur Teilaufgabe 1:

[

R ,=—f—=R
mL ,qu 'mR

O ()= P H-ds = Nyi, (1)~ N iy (1)

Q. (1) D)

@, (1)

| o .

Abbildung 2: Magnetisches Ersatzschaltbild

mL

1

Der von den Windungen erzeugte Fluss @, (f) teilt sich auf die beiden parallel liegen-
den Widerstdnde R,,; und R,z auf:

R — Ryt Rur — l lg (5.76) 1 2upA
e BmL + HmR 2 :uUA R - I .

zur Teilaufgabe 2:

Die magnetischen Teilfliisse sind

659 ©,(t) _ sy
DRSO

BmL g

[N1i1 (t) — Ny, (t)] =Qp (t)’

(1) = @y (1)+ @ (1) =229 [Ny, (1)~ Ny (1))

g
zur Teilaufgabe 3:

Konturintegral entlang der Stromschleife 1 (in Richtung von i;):

. d do
E-ds=-u (t)=-—(N,®,,)=-N, —H4
g) s=-u(t) dt( 1Pur) =Ny dt
m (t) =N, d(DM(t)ZZNMoA N, d11(t)_N2 diy (t) ) (1)
dt I, dt dt
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Konturintegral entlang der Stromschleife 2 (in Richtung von i,):

Fods— R d(=®y) do
E-ds=Ryi,(t)=u,(t)=-N,——*=N,—1
g) dt dt

ddy, (t) _ 2Ny A N diy (t) _N di, (t) .

1 2
dt I, dt dt

U, (t) = Ryl (t) = N, (2)

zur Teilaufgabe 4:

Bei der Berechnung der Durchflutung in Teilaufgabe 1 entsprechend Gl. (5.50) wird
die gesamte magnetische Feldstdrke infolge beider Strome entlang des gleichen vekto-
riellen Wegelementes ds integriert. Beide Anteile des Magnetfeldes werden in die
gleiche Richtung gezahlt, d.h., die Situation entspricht der Anordnung mit den gekop-
pelten Stromkreisen in Abb. 6.18. Aus einem Vergleich der Beziehung (1) mit der obe-
ren Gleichung in (6.45)

di, (t) M d12_(t)

dt dt

u (t) =Ly,
erhalten wir die beiden Induktivitdten L;; und M:

2upA 2upA

=N?A,, M=-N,N,
8 8

L, =N =-N;N,A,.

Die Wicklung 2 liegt auf dem gleichen Schenkel wie die Wicklung 1 und unterschei-

det sich von dieser nur durch die andere Windungszahl, d.h., L,, kann direkt ange-
geben werden:

Ly, = sz _ZI;OA = szAL :

g
Das gleiche Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Beziehung (2) in der Form

_2NpeA | di (t)_N di, (t)

1 2
I dt dt

Ry, (1)

mit der unteren Gleichung in (6.45) vergleichen.

Bitte nicht verwechseln: die Spannung u,(f) ist im vorliegenden Beispiel die Span-
nung am Verbraucher R,, in Gl. (6.45) ist u,(t) eine unabhéngige Quellenspannung im
Sekundarkreis.

Aufgabe 6.11 | Serien- und Parallelschaltung gekoppelter Induktivitaten

Fiir die beiden gekoppelten Leiterschleifen der Abb. 1 gelten die Beziehungen

di di di di.
U1=L11d—;+Md—t2 und uZ=Md_;+LZZd_;‘

Die Induktivitdtswerte L,,, L,, und M werden als bekannt vorausgesetzt.
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00

<

Abbildung 1: Zusammenschaltung gekoppelter Induktivitéten

Welche Gesamtinduktivitit stellt sich jeweils zwischen den Eingangsklemmen ein, wenn
die beiden Schleifen entsprechend den Abb. 1a bis 1d zusammengeschaltet werden?

In Abb. 1a werden die beiden Schleifen in Reihe geschaltet, d.h., es gilt i; = i, und

di di; di; di
—u1+u2—L11 +2M i +L,,—L i Lgesd—tl.
Damit folgt fiir die Gesamtinduktivitét Ly, = Ly1+2M+Ly,.
In Abb. 1b werden die beiden Schleifen ebenfalls in Reihe geschaltet. Allerdings
sind die beiden Anschliisse der zweiten Schleife vertauscht, d.h., es gilt i, = -i; und

u=u — uz—Llldl1 di, _ [Md11+L d12j

dt dt 7 dt
di di di di di
=L,—X-M 2 - |M—2L-L 1 L, —~.
dt dt ( dt % dtj 8% dt
Ergebnis: Lges = Ly1-2M+Ly,.

In Abb. 1c werden die beiden Schleifen parallel geschaltet, d.h., es gilt u; = u, = u
und i = i;+iy:

di, . d(i-i) di, , d(i-i)
=L,—t+M —~— Y-y =M1y, —
=l gy dt E dt 7 dt
di; di
- (L —2M+L,,) =+ 1 =Ly, - M)E
di di Ly,—M di di
(L -M) S Y oy LM A A
tr = (L )dt dt (L )L11—2M+LZZ }dt 8 dt
_ 2
Ergebnis: L, =-tule=M"

8% Ly —2M+ Ly,
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In Abb. 1d werden die beiden Schleifen ebenfalls parallel geschaltet. Allerdings sind
die beiden Anschliisse der zweiten Schleife vertauscht, d.h., es gilt u; = -u, = u und
i=1-iy

N (L11+2M+L22)%=(L22+M)%
u1:(1.11+M)%—M%: (LH+M)%— %: ges%
Ergebnis: Lges = M
L,+2M+L,,

Aufgabe 6.12 | Energieaufteilung zwischen Kern und Luftspalt

Ein Ringkern der Abmessungen a = 2 cm, b = 2,5 cm und der Dicke h = 0,5 cm besteht
aus hochpermeablem Material # = 10004, und besitzt einen Luftspalt der Lange
l,= 1 mm. Das Feld auBerhalb des Luftspaltes wird vernachléssigt. Die Wicklung
besteht aus N = 6 Windungen und wird von einem Strom I = 1 A durchflossen.

b /‘i
O
a d
I 7

Hy
Abbildung 1: Ringkern mit Luftspalt

1. Bestimmen Sie die Induktivitdt der Anordnung.
2. Bestimmen Sie die insgesamt in dem Bauelement gespeicherte Energie.

3. Berechnen Sie die magnetische Feldstdrke und die Flussdichte im Kern und im
Luftspalt.

4. Bestimmen Sie die prozentuale Aufteilung der Energie zwischen Kern und Luftspalt.
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zur Teilaufgabe 1:

Mit der Querschnittsfliche A = (25-20)-5 mm? = 25 mm? und der mittleren Linge im
Kernmaterial /,, = 27(a+b)/2-1, = 140,37 mm folgt fiir die Induktivitit der Anordnung

(5.74) 3. -7 . 2
L NZ U oA _3610 47107 -25 Vs mm

Im+lgu, 140,37+1000 Am mm

zur Teilaufgabe 2:

Die gespeicherte Energie ist

=0,992uH.

w, :%LI2 =0,4959uWs.

zur Teilaufgabe 3:

Mit der bekannten Induktivitét ergibt sich der Fluss im Kern mit Gl. (5.74) zu

LI
5= =0,1653uVs.

Damit ldsst sich die Flussdichte im Kern und im Luftspalt berechnen:

_&_ 0,1653uVs

B 2
A 25mm

= 0,006612E =6,612mT.
mZ

Aufgrund der unterschiedlichen Permeabilitdten von Kernmaterial und Luft ergeben
sich auch unterschiedliche Feldstédrken:

im Luftspalt: H, =£=MV—ZA—IH=5,261-1OSA,
Uy  4m107" m* Vs m
im Kern: Hy = B :i=5,261é-
Urlbo My m

zur Teilaufgabe 4:

Die Energie im Kernmaterial hat mit

w,

m

K= lHKB-VK = l-5,261é-0,006612£-25mm2 -140,37mm =0,06104 uWs
2 2 m m?

lediglich einen prozentualen Anteil von 12,31 %. Im Gegensatz dazu sind im Lufts-
palt mit

w,

m

L :lHLB-VL =1 5261.10°2.0,006612-Y% .25 mm? -1 mm = 0,4348uWs
2 2 m m?

87,69 % der Energie gespeichert.
Kontrolle: W + Wk =W, -

m
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Schlussfolgerung

Der tiberwiegende Anteil der Energie ist bei den magnetischen Komponenten im
Luftspalt gespeichert!

Aufgabe 6.13 | Induktivitatserhohung durch Ferritring

Ein praktisch unendlich langer, gerader Runddraht (Permeabilitét z,, Radius a) fiihrt
den Gleichstrom I. Der Riickleiter ist sehr weit entfernt, sodass sein Einfluss vernach-
lassigt werden kann. Um den Draht wird ein Hohlzylinder aus nicht leitendem, per-
meablem Material (Permeabilitédt u > y,, Lange /, Innenradius b, AuBenradius c) kon-
zentrisch angeordnet.

ZA

—» 2a

Abbildung 1: Kupferrunddraht mit Ferritring

1. Um welchen Betrag dndert sich die magnetische Energie durch das Anbringen des
permeablen Hohlzylinders?

2. Welche zusétzliche Induktivitdt erhédlt der Stromkreis durch das Anbringen des
permeablen Hohlzylinders?

zur Teilaufgabe 1:

Die magnetischen Feldlinien sind konzentrische Kreise um den Linienleiter. Der perme-
able Ringkern ist so angeordnet, dass die magnetischen Feldlinien tiberall tangential zur
Oberfldche des Ringkerns verlaufen. Wegen der Stetigkeit der Tangentialkomponente
der magnetischen Feldstdrke an einer Materialsprungstelle mit unterschiedlichen Per-
meabilitdten nach Gl. (5.42) wird sich das Feldbild nicht &ndern. Die magnetische Feld-
starke bleibt nach Gl. (5.19) gleich, die magnetische Flussdichte B = s,u,H wird aus-
schlieflich im Bereich des Ringkerns um den Faktor z, groBer.
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Bezeichnen wir die magnetische Flussdichte ohne Ringkern mit B, und nach Einbrin-
gen des Ringkerns mit B, dann gilt fiir die Anderung der magnetischen Energie

I

T Z

=

pd(pdpdz =(u- uo)—nln—

l
> Il H(B-5) uuog 3

ngkem

zur Teilaufgabe 2:

Fiir die Zunahme der Induktivitit erhalten wir

o —

AL =

2AW,,
e
2 = (u- ﬂo) nb

Abbildung 2: Praktische Realisierung

Schlussfolgerung

Die Erhohung der Induktivitdt durch einen Ferritring auf dem Verbindungskabel
in Abb. 2 reduziert hochfrequente Stérstréme auf dem Kabel und stellt damit
eine EntstormaBinahme dar.

Aufgabe 6.14 | Gekoppelte Spulen

Auf einem Kunststoffwickelkorper sind gemali Abb. 1 zwei Spulen mit vernachléssig-
barem ohmschen Widerstand angeordnet. Die Selbstinduktivitdten L, der linken Spule
und L,, der rechten Spule sind bekannt. Fiir den Koppelfaktor gilt | k| = 0,5.

WL I e

il(t)i l i (?)
—> -
A u() B C u() D
Abbildung 1: Gekoppelte Spulen
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1. Berechnen Sie die Gegeninduktivitdt M der beiden Spulen und geben Sie das Glei-
chungssystem an, in dem die beiden Spannungen durch die beiden Stréme ausge-
driickt werden.

2. Berechnen Sie die Gesamtinduktivitdt zwischen den Punkten A und D, falls B und
C leitend miteinander verbunden werden.

3. Berechnen Sie die Gesamtinduktivitit zwischen den Punkten A und C, falls B und
D leitend miteinander verbunden werden.

Im Folgenden gibt es keine leitende Verbindung zwischen den beiden Spulen. Der Strom
i, (f) nimmt zunédchst den folgenden Verlauf an.

() A

~Y

Abbildung 2: Verlauf des Spulenstromes i, (t)

4. Skizzieren Sie den prinzipiellen zeitlichen Verlauf der Spannung u, ().

Jetzt wird die linke Spule von einem Gleichstrom i, (t) = I durchflossen, die rechte
Spule ist stromlos. Zudem wird die linke Spule entgegen der Richtung der z-Achse
(nach links) bewegt.

5. Ist die Spannung u,(f) positiv oder negativ und wie dndert sie sich mit der Zeit?
Begriinden Sie Thre Aussage.

zur Teilaufgabe 1:

Die von dem Strom i, () erzeugte magnetische Flussdichte durchsetzt beide Spulen in
z-Richtung. Zdhlen wir also den Fluss ®,,(t) durch die Spule 2 infolge des Stromes
1,(t) ebenfalls in positive z-Richtung, dann erhalten wir einen positiven Wert fiir die
Gegeninduktivitdt und es gilt

M =+|k|\JLi;Ly; =0,5-\[Lj1Lyy.

Die von dem Strom I, (f) erzeugte magnetische Flussdichte durchsetzt beide Spulen aber
in negative z-Richtung. Mit den entgegengesetzt gerichteten Fliissen durch die Spulen
gilt das Gleichungssystem

i (1) diy (1)
dt dt
Gi(1) |, di(t)

dt 224t

(1)
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zur Teilaufgabe 2:

Werden B und C leitend miteinander verbunden, so ergibt sich fiir die Spannung u,p
zwischen den Punkten A und D: usp(f) = u,(f)-u,(¢). Mit der Beziehung i, (f) = -i,(?)
fiir die Strome erhalten wir durch Zusammenfassung der beiden Gleichungen in (1)

Qi () Ay (1) din()_ dig(t) _

tan (1) = L dt dt dt 254t
dig(t)  dig(t) - di(t) diy (t) diy (t)
= +M +M +L = +2M + Lyy ) ——— .
=g, dt dt 224t u dt

Lap

zur Teilaufgabe 3:

In diesem Fall erhalten wir fiir die Spannung usc zwischen den Punkten A und C die
Summe uac(t) = u,(H)+u,(t). Fiir die Stréme gilt dann i,(¢) = i,(#). Dementsprechend
ergibt sich

din(t) . diy(t)

uAc(t)zL“ -M _Mdil(t)+L diZ(t)_

dt dt dt 24t
dig(t) dip(t) di(t) diy (t) diy (t)
- -M -M +L =(L, —2M +L .
In—=5, dt dt 2 dt M dt

‘AC
zur Teilaufgabe 4:
Aus Gl. (1) erhalten wir den Zusammenhang

diy (t)
dt

u, (t)=-M
Der prinzipielle Verlauf der Spannung u, () ist in Abb. 3 dargestellt.

u,(t) A

4 t t

-~V

Abbildung 3: Verlauf der Spannung u, (t)

zur Teilaufgabe 5:

Wir wenden das Induktionsgesetz auf die rechte Spule an und wéhlen den Integra-
tionsweg willkiirlich entgegen dem in Abb. 1 eingezeichneten Strom i, (). Der rechts-
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héndig mit diesem Umlauf verkettete Fluss zeigt in positive z-Richtung und damit in
die gleiche Richtung wie der von der linken Spule erzeugte Fluss @, (f). Damit gilt

<0

PE-ds —uy(t) = - 9Pz _ 4Py
dt dt
¢ >0

Durch die Fortbewegung der linken Spule vergréBert sich die Distanz zwischen den bei-
den Spulen und somit durchsetzt weniger Fluss infolge des Stromes in der linken Spule
die von der rechten Spule aufgespannte Fliche. Demnach ist die zeitliche Anderung des
Flusses am Ort der rechten Spule negativ. Aufgrund der gegebenen Zihlrichtung ist die
Spannung u,(t) dann positiv.

6.4 Level 3

Aufgabe 6.15 | Wirbelstrombremse

In dieser Aufgabe soll ein einfaches physikalisches Experiment etwas ndher unter-
sucht werden. Ein langes zylindrisches Kupferrohr mit Innenradius a wird senkrecht
zur Erdoberfldche angeordnet. Wir lassen einen runden Stabmagneten durch das Rohr
nach unten fallen und beobachten, dass die Dauer, die der Magnet bis zum unteren
Ende des Rohres bendtigt, wesentlich ldanger ist als erwartet. Offenbar wird der freie
Fall infolge des Kupferrohrs stark gebremst und die Fallgeschwindigkeit v = -e,v,
nimmt einen geringeren Wert an.

Abbildung 1: Fallender Stabmagnet im Kupferrohr

1. Welche Komponenten besitzt die magnetische Flussdichte auBerhalb des Stabmag-
neten und von welchen Koordinaten hédngen diese ab?

2. Wir betrachten jetzt den Querschnitt durch das Kupferrohr in einer Ebene z = z,.
Wie dndert sich der Fluss durch die Kupferschleife in der Ebene z,, wenn sich der
Stabmagnet wihrend der Zeit At um Az nach unten bewegt?
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zur Teilaufgabe 1:

Das Feldlinienbild eines Stabmagneten entspricht dem einer lang gestreckten Zylinder-
spule und ist in Aufgabe 6.7 dargestellt. Wird die Anordnung in Abb. 1 in Zylinderkoor-
dinaten betrachtet, dann besitzt die Flussdichte aufgrund der Rotationssymmetrie keine
¢-Komponente und ist auch nicht von dieser Koordinate abhéngig. Somit gilt die Bezie-
hung B-= €, B,(p,z)+¢,B,(p,z).

zur Teilaufgabe 2:

Wir wihlen eine Ebene z, unterhalb des Stabmagneten und betrachten die Flussénde-
rung durch die Kupferschleife allein infolge der Bewegung des Magneten. Der Beitrag
der insgesamt im Rohr fliefenden Wirbelstrome zur Flussianderung soll zur Verein-
fachung vernachléssigt werden. Die Abb. 2 zeigt auf der linken Seite die Situation zu
einem Zeitpunkt f. Die kreisformige Querschnittsfliche innerhalb des Kupferrohrs
A = 7a® in der Ebene z, wird von dem Fluss @, durchsetzt. Zum Zeitpunkt t+At hat sich
der Stabmagnet entsprechend dem Teilbild auf der rechten Seite um Az nach unten
bewegt. Die in der Ebene z, liegende Flidche wird jetzt von dem Fluss ®, durchsetzt.
Wegen des kiirzeren Abstandes zwischen der Ebene z, und dem unteren Ende des Mag-
neten ist der Fluss @, groBer als der Fluss @,. Entsprechend der Knotenregel setzt sich
der Fluss @, zusammen aus dem Fluss @, und dem durch die eingezeichnete Mantelfla-
che nach innen eintretenden Fluss ®,, Wihlen wir den Zeitabschnitt At und damit
auch die Strecke Az hinreichend klein, dann kann der Fluss ®,,aus dem Produkt von p-
gerichteter Flussdichte in der Ebene z, und Mantelfldche 2 7aAz berechnet werden:

Az 27

@, =@, + 0y =0+ | [ 6B, (az)(-&,)adedz =D, —B, (a,7)-2maAz. (1)
00

Wegen der nach innen gerichteten Flussdichte ist Bp(a,zo) < 0 und fiir den Fluss gilt
(DM > 0-

Zeitpunkt ¢ Zeitpunkt t+At

Abbildung 2: Betrachtung zweier aufeinanderfolgender Zeitpunkte ¢ und ¢+ At
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Bilden wir jetzt das Linienintegral der elektrischen Feldstédrke in der Ebene z = z, entlang
des Kupferrohres, d.h. in Richtung der Koordinate ¢, dann erhalten wir entsprechend
dem Induktionsgesetz den Zusammenhang

27
- - . do D, -P ) Az
-([ e(pE(p . e(pad(p = Ri (t) = —E = _ZA—tl = —A—A: = Bp (a,zo)~ ZJTGA—t (2)
i(t)= %Bp (a,zﬂ)~2nai—j = %BP (a,zy)-2mav,.

R ist der Widerstand des elementaren Ausschnitts aus dem Kupferrohr mit der Lange
27ma. Der nach Gl. (2) in ¢-Richtung flieBende Strom ist wegen der negativen Fluss-
dichtekomponente negativ.

Ersetzen wir jetzt den Stabmagneten entsprechend der Beschreibung in Kap. 5.10.4
durch eine Zylinderspule mit einem Strombelag auf der Oberfldche, dann muss dieser
Strom auf der Oberfldche in Richtung der Koordinate ¢ flieBen, damit das Feld am
unteren Ende in den Magneten eintritt. Der im Kupferrohr unterhalb des Magneten
induzierte Strom fliet aber genau in die entgegengesetzte Richtung. Da sich entgegen-
gerichtete Strome aber gegenseitig abstoBen, entsteht eine Kraft auf den Magneten, die
der Gravitationskraft entgegenwirkt und damit die Fallgeschwindigkeit reduziert.

Stellen wir die gleiche Betrachtung fiir eine Ebene oberhalb des Stabmagneten an,
dann wird der Fluss durch diese Fldache infolge des zunehmenden Abstandes vom
Magneten geringer werden. In diesem Bereich des Kupferrohres wird also ein Strom
in Richtung der Koordinate ¢ flieBen, der die gleiche Richtung wie der Oberfldchen-
strom auf dem Magneten hat und daher den Magneten anzieht, also ebenfalls der Gra-
vitationskraft entgegenwirkt.

XIXIXIIXIXIXIX]

[X]

Abbildung 3: Richtung der Strdme und angedeutete Kraftwirkungen

Die Wirbelstréme im Kupferrohr sind wegen der von z abhéngigen p-gerichteten Fluss-
dichtekomponente ebenfalls abhéngig von der Koordinate z. In der Mitte des Stabmagne-
ten verschwinden diese Strome, oberhalb und unterhalb haben sie verschiedene Rich-
tungen.
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Aufgabe 6.16 | Gekoppelte Induktivitaten

Die aus einem Material der Permeabilitédtszahl x4, bestehenden vier gleichen Ringkerne
mit rechteckigem Querschnitt werden von einem sinusférmigen Strom i, (t) durchflos-
sen. Jeweils zwei Kerne sind durch widerstandslose Kurzschlussschleifen verbunden,
in denen sich die Strome i,(f) und i;(f) einstellen. Nun soll das Klemmenverhalten
dieses Bauelements untersucht werden.

Z A .
i (7)
= o)
@® ||®, A
i(7) &
® |(|@,
i, (?) u, (t)
I
d @ (Dl /’lr
¢ o
> P
a b

Abbildung 1: Induktivitat aus vier Ringkernen

1. Bestimmen Sie die magnetischen Fliisse @, (), ®,(f), ®4(¢) und ®,(¢) in Abhéngig-
keit der Strome, der Geometrie- und der Materialdaten.

2. Wenden Sie das Induktionsgesetz auf die beiden Kurzschlussschleifen an und be-
rechnen Sie i,(t) und i;(¢) in Abhéngigkeit von 1, (t).

3. Berechnen Sie die Induktivitdt L, der Anordnung.

4. Welche Induktivitdt L besitzt die Anordnung nach dem Entfernen der beiden Kurz-
schlussschleifen?

zur Teilaufgabe 1:

Aus dem Ansatz fiir die magnetische Flussdichte B- étp B(P(p) folgt zusammen mit
dem Durchflutungsgesetz (5.22)

@ﬁ-dé =@ und ds=¢,pde
c
unmittelbar

27
B(p(p)é(p@(ppd(p:@ und damit B¢(p)=M@) bzw. B=s Mot g

0 Mol —f—:l 27p @ 27p
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Die Flussdichte kann nach Gl. (5.30) zunéchst fiir eine allgemeine Durchflutung ®
iiber den Kernquerschnitt integriert werden:

db

<I)=“"u0#’®é °é¢dpdz=—ﬂ°ﬂr®dln[2j.
0 2mp —— 2m a
a =1

Die vier Gesamtfliisse in den Kernen lauten damit

®, (1) :”O—“rdm(ﬁj L), Dy ()= Hated (EJ [ (6) -1, ()],

2n a 2m a

@,(0)= 220 2300 1(0). @a() = 2000 2] () (0)]

2n 2n a

zur Teilaufgabe 2:

Die Anwendung des Induktionsgesetzes auf die mittlere Kurzschlussschleife liefert
d !
a(<I>Z +@;)=0 — 20 (t)-2i,(t)—i(t) = const =0.

Die Anwendung des Induktionsgesetzes auf die obere Kurzschlussschleife liefert

!
%@3 +®,)=0 — 20 (t)-i,(t)-2i;(t) = const = 0.

Daraus folgt i, (t)=13(t) = %jl (t)-

zur Teilaufgabe 3:

Aus der allgemeinen Formel (5.56) folgt

d. (b 1 1. 1], .
D (1) = D, () + D, (1) + Dy (1) + Dy (1) =%1n(zj[1+§_§+ﬂ iy (t) = Ly iy (1)
Ergebnis: Ly = Mln (éj .
3 a

zur Teilaufgabe 4:
b

!
Esgilt 1,(t)=1i3(t)=0 unddamit L= Mln (—j
7 a
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Aufgabe 6.17 | Ringkerntransformator, Induktionsgesetz

Auf zwei Ringkernen sind zwei Wicklungen mit N; bzw. N, Windungen gemé&l Abb. 1
angebracht. Der duBere Ringkern mit der Querschnittsfliche A, und dem mittleren
Radius a besteht aus einem Kernmaterial mit der Permeabilitédtszahl g, Der innere
Ringkern mit der Querschnittsfliche A besitzt einen Luftspalt der Lange I, wobei das
Kernmaterial eine sehr grofe Permeabilitdtszahl (u, — ) aufweist. Zur Vereinfa-
chung wird das magnetische Feld in diesem Luftspalt und in beiden Kernen als homo-
gen verteilt angenommen. Bei der Berechnung darf die mittlere Lange des Kerns ver-
wendet werden.

Abbildung 1: Ringkerntransformator

1. Berechnen Sie die im Bild angegebenen magnetischen Teilfliisse @ »,(f) und ® 4, (1)
in Abhéngigkeit der Stréme i, () und i,(%).

2. Stellen Sie die Spannung u,(f) in Abhéngigkeit von i, (f) und i,(t) dar, indem Sie
das Konturintegral der elektrischen Feldstdrke entlang der Schleife 1 (Kontur C;)
bilden.
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zur Teilaufgabe 1:

Im ersten Schritt wird die magnetische Feldstdrke im Ringkern berechnet, und zwar
so, dass sie die gleiche Richtung wie der in der Abb. 1 eingetragene Fluss aufweist.
Das Integral der magnetischen Feldstédrke entlang der Konturen C, bzw. Cj, ist mit den
Stromen rechtshandig verkniipft, die in die Zeichenebene hineinflieBen. Fiir den
duberen Ring gilt
. (5.22)
$H, ds=27naH, = ©,(t)=Nyi(t)-Nyi(t).
c

a

Im zweiten Schritt berechnen wir die magnetische Flussdichte im Ring in Richtung
der Orientierung von @ 4, (f):

Ba = :um/"OHa .

Wegen der als homogen angenommenen Verteilung der Flussdichte iiber den Kern-
querschnitt erhalten wir den Fluss aus einer einfachen Multiplikation von Flussdichte
und Querschnittsfldche:

(5.30) .. -
Do(t) = [[B,edB= 4,8, =0 4 [Ny, (6)- Ny (1))
Aq
Mit den gleichen Schritten gilt fiir den inneren Ring
@ﬁb'dgzlgHb :®b(t):Nlil(t) und ﬁbzﬂﬂﬁb'
Ch

Wiéhrend die Feldstdarke infolge s, — o nur im Luftspalt existiert, besitzt die Fluss-
dichte den angegebenen Wert wegen der Stetigkeit ihrer Normalkomponente sowohl
im Luftspalt als auch im Kern. Fiir den magnetischen Fluss erhalten wir

D 4 (1) = H B,-dA = A,B, = %Alejl (1).
8

Ap
zur Teilaufgabe 2:

Aus dem Konturintegral entlang der Schleife C,; folgt

_dey ()

qusﬁ-dgz_ul(t): i =—N1%[<I>Aa(t)+%b(t)]

l dt dt

1 di, (t di, (t
] (t):leﬂo[;;; Aa+_AbJ 1( )_N1Nz ﬂzr;/jlo A, 2( ) .
g

205



Das zeitlich veranderliche elektromagnetische Feld

206

Aufgabe 6.18 | Induktionsgesetz, Induktivitatsberechnung

Auf dem linken Ferritkern in Abb. 1 mit der mittleren Kernlédnge /,,,, der Querschnittsfla-
che A und der endlichen Permeabilitatszahl u,, sind zwei Wicklungen mit N; bzw. N,
Windungen aufgebracht. Die Sekundérseite ist mit der aus N3 Windungen bestehenden
Wicklung, die sich auf dem rechten Ferritkern befindet, verbunden. Dieser rechte Ferrit-
kern besitzt die gleiche Querschnittsfliche A und einen Luftspalt der Lange lg, wobei
das Kernmaterial eine sehr groBe Permeabilitdtszahl (z,;, — o) aufweist. Das magneti-
sche Feld kann in diesem Luftspalt und in beiden Kernen als homogen {iber den Quer-
schnitt verteilt angenommen werden.

Abbildung 1: Anordnung mit Ubertrager und separater Spule

1. Berechnen Sie abhidngig von den Strémen i, (f) und i,(f) die in der Abbildung ein-
getragenen Teilfliisse ® 4,(f) und © 4, (1).

2. Driicken Sie die Spannung u, () in Abhéngigkeit von i, () und i,(¢) aus, indem Sie
das Konturintegral der elektrischen Feldstdrke entlang der Leiterschleife 1 bilden.

3. Driicken Sie die Spannung u,(t#) sowohl in Abhéngigkeit von ® ,,(f) als auch von
® 4, () aus. Welcher Zusammenhang besteht damit zwischen den Teilfliissen ® 4,()
und @ 4,()? Wie hiingt die zeitliche Anderung des Stromes di,(t)/dt von der zeit-
lichen Anderung des Stromes di, (t)/dt ab?

4. Bestimmen Sie die an die Spannungsquelle angeschlossene Induktivitdt L der An-
ordnung aus der Beziehung u, (¢) = Ldi, (¢)/dt.
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zur Teilaufgabe 1:

- Tt i e L alnntaiad]

G i ! | i
— H 2 3 | !

,_i_/ ‘_i_/. O < ‘_i_/ i

@lul(t) _{_/Nl N2 _:_/ Tuz(t) _i_/ N3 i
_:_/ | 7 B J //‘ E

Abbildung 2: Betrachtete Anordnung mit eingezeichneten Integrationswegen

Wir betrachten zunéchst den linken Ferritkern. Das Umlaufintegral der magnetischen
Feldstdrke im Kern in Richtung des Flusses @ 4,(t) liefert entsprechend dem Durchflu-
tungsgesetz den Zusammenhang

S (5.22) (5.21) )
$H,dS=Hyly = O,(t) = Nyiy(t)=Nyiy(t)-
C,

a

Mit der in Richtung von ® ,,(t) orientierten Flussdichte im Kern B, = #,,44,H, erhalten
wir den Fluss

D (1) e [[B,-dA=B,A= ”fﬂl/‘ﬂA [Ny iy (£)=Nyiy (1) ] (1)
A

m

durch die Querschnittsfliche A. Im rechten Ferritkern verschwindet die Feldstédrke
wegen 1, — ©. Die Integration liefert daher nur im Bereich des Luftspaltes einen Bei-
trag:

§ Hy - ds = Hyly = 0, (1) = Nyiy (1)
Chp
Die Flussdichte besitzt wegen der Stetigkeit der Normalkomponente beim Ubergang

vom Luftspalt in das Kernmaterial sowohl im Luftspalt als auch im Kern den gleichen
Wert By, = #yH,,. Damit gilt fiir den Fluss im rechten Kern

®,,(t)=[[By-dA =B,A= “;’A Nyiy(t). (2)
A 4
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zur Teilaufgabe 2:

Die Spannung folgt aus dem Konturintegral entlang der Schleife C;:

@ E-ds=-u (t)=-N, APaa(t) (t)
é dt
/’tm/’tOA d11 (t) d12 (t)
=N N _N. ) 3
i (t) =Ny Im Ydt % dt ®
zur Teilaufgabe 3:
Konturintegrale entlang der Schleifen C, und Cj:
E-ds = -y (1) = -, 220 (1)
c dt
2
§E-ds =y (1) = -, 222,

o

Aus den beiden Beziehungen folgt unmittelbar der Zusammenhang zwischen den bei-
den Fliissen:

dq)Aa (t) =N d(I)Ab (t) .

= 4
2t T 4)
Einsetzen der Gln. (1) und (2) in die GI. (4)
raltoA d . d . A d .
N, Hrato? zZO [NlFl(t)-NZEIZ (t)} =N, ”l(; Ny (1)
und Umsortieren liefert
d . NNl d
— iy (1) = ———5—— i (1), (5)
dt Nyl + Ny ol dt

zur Teilaufgabe 4:

Aus den bisherigen Gleichungen lésst sich die Induktivitédt bestimmen:

w (1) (3;5) N.2 MraltoA 1— NZZ/‘mlg di; (t) —N.2 Ny ptrtoA  diy (1)
! Yoo, Nyl + N ply | dt YN+ N g, dt
L

Aufgabe 6.19 | Doppelleitung

Gegeben ist eine aus Runddrédhten der Durchmesser 2¢ und der Leitfiahigkeit x beste-
hende Doppelleitung. Thre Lange / sei sehr gro gegeniiber den sonstigen Abmessun-
gen a und b. Parallel zu der Doppelleitung verlaufen die beiden Linienstrome I; und
L,, die in der gleichen Ebene liegen und den Abstand 2a voneinander aufweisen.
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Nun bewegt sich die Doppelleitung beginnend beim Startpunkt s(t = 0) = 0 mit kons-
tanter Geschwindigkeit v = €,v; in Richtung der Koordinate x. Infolge des sich d&ndern-
den Flusses @ (1) stellt sich an den offenen Klemmen der Doppelleitung die Induktions-

spannung u(t) ein.
_éy
Draufsicht
YA
: >

z eX
@(t)
1, * I,
—@ C:::::::l::::::C @—:
—a 0 a

A

—o —» 0—
u(?) K~

(1)

NI;I_|V+§
0| > @ M
Y

Abbildung 2: Doppelleitung, Anordnung in der xz-Ebene

. Bestimmen Sie den ohmschen Widerstand der Doppelleitung.

. Geben Sie die y-Komponente By (x) der von den beiden Linienstrémen I; und I, in
der Ebene y = 0 verursachten magnetischen Flussdichte an.

. Welcher magnetische Fluss @ (t) durchsetzt die Doppelleitung der Linge /, wenn
sich die Leitung an der Position s(f) befindet?

. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf von u(t) fiir den Fall I, = 0.
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zur Teilaufgabe 1:

Unter Vernachlédssigung der Breite b gilt fiir den ohmschen Widerstand mit Gl. (2.27)
2l

R=——.
KmcC

zur Teilaufgabe 2:

Die magnetische Feldstdrke eines unendlich langen z-gerichteten Linienleiters wurde
in Aufgabe 5.1 (Teilaufgabe 1) berechnet. Befindet sich der Linienleiter an der Stelle
XY@, dann ist die Feldstérke im Aufpunkt x,y durch die Beziehung

e L 6 (Y-va)+é (x-xq)
(X—XQ)Z+(Y—YQ)Z

2
gegeben. Mit yq = 0 gilt fiir beide Linienleiter in der Ebene y = 0 die vereinfachte Glei-
chung

Daraus folgt fiir die y-Komponente B (x) der von den beiden Linienstrémen I, und I,
verursachten magnetischen Flussdichte

Mo (_ L I
B, (x)=22 ———-—=1|.
Y< ) 2n(x+a x—a]
zur Teilaufgabe 3:

Den magnetischen Fluss @ (f) durch die Fldche der Doppelleitung erhalten wir mithilfe
der GL. (5.30) aus

b b
/ s(t)+§ , s(t)+§ I !
(D(t)zﬂﬁ dA = ‘[ By(x)dxdz—’u0 ( 1 2 )dx—
9 0 b 2 X+a X-—a
x=s([)—E x=s(t)—
b
/ s(t)+2 1ol s(t)+—+a s(t)+——a
’u—O[Il In(x+a)-1, ln(x—a)} ) 0 n 2 ~-I,In 12)
s(t)-5 s(t)-—+a s(t -, a

mit s(f) = vyt.
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zur Teilaufgabe 4:

Mit der definitionsgeméfen Zuordnung von Umlaufrichtung und Flussrichtung gilt

o do(t [
q.DE-d§:—u(t):—J __Molh 4 In V0t+2+a ~In VOt—é+(1 =
& dt 2m  dt 2 2
I,=0 L
:_ﬂoul Vo _ Vo
27 V0t+é+a Vot—é+a
2 2 ]
u(t) —Ho 111vob

2n[v0t+é+aj(vot—g+a]
2 2

Aufgabe 6.20 | Induktivitat des Koaxialkabels

Ein Koaxialkabel besteht aus einem kreiszylindrischen Innenleiter vom Radius a und
einem AuBenleiter in Form eines Hohlzylinders vom Innenradius b und AuBlenradius
c. Fiir den Raum zwischen Innen- und AuBenleiter a < p < b kann y = x4, angenommen
werden. Die Leiter bestehen aus Kupfer und weisen somit ebenfalls die Permeabilitét
Ho auf. Die in Abb. 1 dargestellte Anordnung wird in z-Richtung als unendlich lang
angenommen.

AuBenleiter V P

Innenleiter

Abbildung 1: Querschnitt durch die Koaxialleitung
1. Berechnen Sie fiir das in Abb. 1 dargestellte Koaxialkabel die Induktivitdt pro Lan-
geneinheit.

2. Welche Beitrdge liefern Innenleiter, Zwischenraum und AuBenleiter zur Induktivi-
tdt, wenn die Abmessungen a = 0,5 mm, b = 3 mm und ¢ = 3,2 mm betragen?
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zur Teilaufgabe 1:

Zur Berechnung der Induktivitdt wird die magnetische Energie W,, im gesamten Volu-
men berechnet und daraus gemab der Beziehung

a :%jvﬂﬁ-fsdvzéuz

die gesuchte Induktivitdt. Die Integration ldngs der Koordinate z fithrt auf eine Multip-
likation mit der Lange, sodass fiir die Induktivitédt pro Langeneinheit die Beziehung

2m oo
L

== L[ [#-Bpdpde= ﬂo—f )’ pdp
=0 p=0 p=0

gilt. Das Integral wird in die drei Teilintegrale fiir 1. Innenleiter, 2. Zwischenraum und
3. Auflenleiter aufgeteilt. Die magnetische Feldstdrke in den drei Teilrdumen wurde
bereits in Aufgabe 5.3 berechnet. Im Innenleiter gilt die bereits in Gl. (6.67) berechnete
Induktivitat

Mit der Feldstdrke im Zwischenraum H,(p) = I/27p gilt

L, —,uOZnI pdp :ﬂlné.
l (an) 2r  a

Bemerkung:
Den Induktivitdtsbeitrag im stromlosen Gebiet (Zwischenraum) erhalten wir auch aus
dem auf den Strom bezogenen Fluss durch die Querschnittsflache:

L <I>_/1=_JBd _/‘Oj dp =01 2.

1 2T a

Der Beitrag des AuBenleiters zur Induktivitét berechnet sich aus

L 27 ¢ C(CZ—PZ)Z
JT
Tr=po Ty [ Hyp) pdp=—t0 [ dp
I p=b Zn(cz—bz) b P
C
_m| My 3-(bro)’
1-(b/c)*
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Fiir die Gesamtinduktivitdt pro Langeneinheit gilt damit

=—+ = —+Iln—+ s > -
l 1 I 2m|4 a [1—(b/c)2] 4 21—(b/c)

L L L Ly #)1, b
l

lng
L_m| b, b 1

I 27| a [1_(1)/0)2]2 2-2(b/c)

7|

Fiir einen sehr diinnen AuBenleiter verschwindet im Grenziibergang b — ¢ der Induk-
tivitatsbeitrag L; und es gilt

lim£:—+ﬁ:& l+lné.
boc [ l 1 27 | 4 a

zur Teilaufgabe 2:

Mit den gegebenen Abmessungen gilt

L, =50£, L, =358ﬂ und I, =4,44E.
m m m
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Der Ubergang zu den
zeitabhangigen Strom- und

Spannungsformen

Strome und Spannungen
im Netzwerk

zeitlich konstant, U, / zeitabhangig, u(t), i(f)
nicht periodisch
nicht sinusférmig

4



Wichtige Formeln

u |sin(a)t)|
7
W= L fular = =" fuonfaton) G
T 27

1=ty wt=p)

u sin( wt)

[t sin(or)]?

Spitzen- und
Spitze-Spitze-Wert

u sin(wt)




7.1 Verstandnisfragen

7.1 Verstandnisfragen

1. Gegeben ist folgender dreieckférmiger Spannungsverlauf:

u(t) A
7 L2t
“ i 0<i<L
u(t) = far . 2
PEACnl) Z<i<r
Il - T 2
0 T2 T t

Diese Spannung wird nun nacheinander an einen Widerstand und einen Konden-
sator angelegt. Berechnen Sie jeweils den Stromverlauf in den Netzwerkelementen.
Als Anfangswert der Kondensatorspannung gelte u(t = 0) = 0.

2. Gegeben ist folgender sinusférmiger Spannungsverlauf: u(t) = tsin(wt).

Diese Spannung wird nun nacheinander an einen Widerstand, einen Kondensator
und eine Spule angelegt. Berechnen Sie jeweils den Stromverlauf in den Netzwer-
kelementen. Zum Zeitpunkt t = 0 sind die Kondensatorspannung und der Spulen-
strom gleich null.

3. Welche mathematischen Schritte sind erforderlich zur Berechnung des Gleich-
richtwertes und des Effektivwertes?

4. In den Abbildungen a bis d sind periodische, zeitabhédngige Spannungen mit dem
Spitzenwert 1 =10V und der Periodendauer T gegeben. Berechnen Sie jeweils den
Mittelwert, den Gleichrichtwert sowie den Effektivwert fiir die Spannungsverldufe.

u(t) & u(t) A
—0 T2 T—=t —0 T 2T*=t
u(t) A u(®) A
0 T 27 | =t Al T 2T =t
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zur Aufgabe 1:

—aZ o<t<l
n(t)=—u(n)=% T fiir 2
R 1.2(T-t) Toier
R T 2
d.2t) .2
Cc—| i |=ca2 T
du(t) dt(uTj T 0st<3
ig(t)=C— > = . fir 2
t Ci ﬁu :_Cﬁi ~<t<T
el T T 2

Der Strom durch den Widerstand besitzt die gleiche Zeitabhdngigkeit wie die Span-
nung und nimmt somit einen dreieckférmigen Verlauf an. Der Strom durch den Kon-
densator ist proportional zur zeitlichen Anderung der Spannung und nimmt in den
beiden Zeitabschnitten daher einen konstanten positiven bzw. negativen Wert an.

zur Aufgabe 2:

in (1) =%u(t) = Lisin(wt)
c(t)=C dzgt) =wClcos(wt)

Die Berechnung des Spulenstromes aus einem Integral ohne Integrationsgrenzen
fiihrt auf die folgende Losung mit der Integrationskonstanten I:

1A u
i; (t)=—=|usin(wt) dt = ———cos(wt) + I.
L ()= [asin (o) dt = cos(wr)
Der Wert von I wird aus der Forderung bestimmt, dass der Spulenstrom zum Zeit-
punkt t = 0 verschwinden soll:

. u , u

i (t=0=0 —» I=— = I(t)=—|1-cos(wt)]|.

1(t=0) oL 1 (t) » L[ (wt)]
Damit ist der Spulenstrom eindeutig bestimmt. Wir wollen an dieser Stelle noch
eine etwas abgewandelte Vorgehensweise betrachten, die natiirlich auf das gleiche
Ergebnis fiihrt. Dazu stellen wir den bekannten Zusammenhang zwischen Strom

und Spannung an der Induktivitdt zundchst in der folgenden Weise um:

diL(t)z%uL(t)dt BN jdjL(t)=%juL(t)dt.

Wir kénnen jetzt die Integrationsgrenzen einsetzen und diese beiden Integrale berech-
nen. Auf der rechten Gleichungsseite wird iiber die Zeit von dem Anfangswert t = 0
bis zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ integriert. Auf der linken Gleichungsseite wird
tiber den Strom integriert, d.h., die Integrationsgrenzen sind Strome. Die untere
Grenze ist der Strom zum Anfangszeitpunkt f = 0 und die obere Grenze ist der Strom
zum Endzeitpunkt :



7.1 Verstandnisfragen

ir(t) 1 t

j diy (t —juL
) L
ir,(0) 0

Auf der rechten Gleichungsseite wird t gleichzeitig als Integrationsvariable und als
obere Integrationsgrenze verwendet. Daher wird die Integrationsvariable iiblicher-
weise durch ein anderes Zeichen, z.B. rersetzt. Die resultierende Gleichung liefert
nach Ausfiihrung der Integration das bereits bekannte Ergebnis

ir(t) t t N
1 , . 1. u
T t)=1,(0)=— dr=—o/1- 1.
iL{O]dIL L{uL - I(t) 1L(() ) L-[[usm(a)r) 4 a)L[ cos(w )}

zur Aufgabe 3:

Berechnung des Gleichrichtwertes:
1. Schritt: von der zu integrierenden Funktion wird der Betrag gebildet,
2. Schritt: von dem Ergebnis wird der Mittelwert berechnet.

Berechnung des Effektivwertes:

1. Schritt: die zu integrierende Funktion wird quadriert,

2. Schritt: von dem Ergebnis wird der Mittelwert berechnet,
3. Schritt: von dem Ergebnis wird die Wurzel gezogen.

zur Aufgabe 4a:

T R
Mittelwert: u =lju(t) dt :_{ﬁg_ﬁZ} _u_ 5V.
T 0 2

_ T
Gleichrichtwert: |u| = %J. |u(t)| dt = ?[ﬁ7+ —ﬁ|—} =0=10V.

T
Effektivwert: Uy = %J.uz(t) dt =\/%[ﬁ2£+(—ﬁ)2%} =0a=10V.
0

zur Aufgabe 4b:

17t
Mittelwert: 7 = _Iﬁ_ df = ——
T T

Gleichrichtwert: | | =u=5V.

1p(at)
Effektivwert: Uy = —J. (ﬁ—j dt =
T 5 T
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zur Aufgabe 4c:

Mittelwert: t=—=2,5V.

H>|E>

Gleichrichtwert: |u| =u=2,

2]
<

T/2

1 o n
Effektivwert: U,y = |— =,/—=—=4,08V
E T £ 6 6
zur Aufgabe 4d:
Mittelwert: u = 0.
Gleichrichtwert: H = l[ﬁz+ ﬁz} Y 5y
T 4 4 2
Effektivwert:
T/2 2 T _ 2 ~2 ~2 ~
Uy =3 | (25 ) deog ] (20850 ar= | Ta 57w,
T T T T 6 6 3
0 T/2
7.2 Level1

Strom- und Spannungsbeziehungen an Widerstand und Spule

Die Induktivitdt L des Netzwerks in Abb. 1 ist zum Zeitpunkt t = 0 stromlos, i;(0) = 0.
Abb. 1 zeigt den Zeitverlauf der Spannung u(f), die sich nur im Zeitintervall 0 < t < T
von null unterscheidet.

i(t)
- L u(t) A
i (?) i, (1)
Uy
<¢ u(t) R L -
0 2 T 7
T

Abbildung 1: Netzwerk mit Spannungsverlauf

1. Skizzieren Sie die Zeitverldufe der Strome iz(t) und i;(t) aus Abb. 1.

2. Skizzieren Sie den Zeitverlauf des Stromes i(t) aus Abb. 1.
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zur Teilaufgabe 1:

Infolge der Parallelschaltung liegt an beiden Komponenten die Spannung u(#) an. Fiir
den Strom am Widerstand ergibt sich somit

iR(t):%

und aus

_p i

g (t) S [di, =%juL(t)dt

folgt fiir den Strom durch die Induktivitédt im Zeitabschnitt 0 < ¢ < T/2

it 1t . uot U, ..
IdjL:jL(t)_iL(o):zguL(f)df - 1L(t)=7£dr=7t fir 0=<t<T/2.

. —_—
i (t=0) 0

Der Strom durch die Induktivitat steigt wegen der konstanten Spannung linear an und
nimmt im Zeitpunkt ¢ = 7/2 den Wert
u, T
i (T/2)=22=
L(rr2)=]
an. Mit diesem Anfangswert erhalten wir fiir den folgenden Zeitabschnitt 7/2 < ¢ < T den
Verlauf

i) t

o (T . T 1 N
IdIL=1L(f)‘“[zj:“(t)‘u°5:z Jus () de

i, (t=T12)

t
()=t t [gr-to Z_(t_zj “Yo(p gy fir T2<t<T
oL L) L2 L

Die beiden Stromverldufe sind fiir den gesamten Zeitbereich in Abb. 2 dargestellt. Im
Zeitbereich t > T verschwindet die Eingangsspannung, sodass der Strom iy(t) ebenfalls
verschwindet. Der Spulenstrom darf sich wegen u(t) = 0 nicht mehr dndern und behalt
im Bereich t > T seinen Wert i;(T) = 0 bei.

i (t)A i, (A
U
0 o Tt 0 " T4
_Uy L I
R

Abbildung 2: Strome durch die Netzwerkelemente

221



Der Ubergang zu den zeitabhingigen Strom- und Spannungsformen

222

zur Teilaufgabe 2:

Der Gesamtstrom ergibt sich aus der Addition der Einzelstrome zu i(f) = ip(t) +i;(t). Sein
Verlauf ist in Abb. 3 dargestellt.

i(1) A u, T u,
,,,,,,,,,, 0 L0
2L R
Uy
R Uy
N~ 2L R
_u_OO T2 T t
R

Abbildung 3: Gesamtstrom

Aufgabe 7.2 | Parasitdre Eigenschaft einer Spule

Die Messung einer Spule mithilfe eines Impedanzanalysators ergibt, dass sie durch das
Ersatzschaltbild in Abb. 1 beschrieben werden kann, in dem parallel zur eigentlichen
Induktivitdt eine durch den Wickelaufbau bedingte parasitére, d.h. unerwiinschte Kapa-
zitdt angenommen wird.

L=1mH
o—e—IYYY\L_o o

" C =100 pF

Abbildung 1: Einfaches Ersatzschaltbild fiir eine Spule

1. Berechnen Sie die beiden Teilstrome durch L und durch C, wenn an die Anschluss-
klemmen eine Spannung u(t) = sin(wt) angelegt wird.

2. In welchem Frequenzbereich dominiert der Einfluss der parasitdren Kapazitét?

zur Teilaufgabe 1:

Wegen der Parallelschaltung liegt an L und an C die gleiche vorgegebene Spannung an.
Fir die Strome gilt dann

A A

. 1 ur . u 2

i (t)= zju(t) dt = zjsm(wt) dt = —Hcos(wt) = 1j cos(wt)
du(t) . . dsi t) . "

ic(t)=C l(llg ) =aC su(liia) ) =wC cos(wt) = i; cos(wt) .

Die bei der Berechnung des Spulenstromes auftretende mogliche Integrationskons-
tante bedeutet einen Gleichstrom, der aber bei der vorgegebenen zeitabhéngigen Span-
nung nicht auftritt.
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zur Teilaufgabe 2:

Das Verhalten der Parallelschaltung wird im Wesentlichen durch die Komponente
bestimmt, die von dem gréBeren Strom durchflossen wird. Das Verhéltnis der beiden
Stromamplituden (die Phasenlage wird hier nicht beriicksichtigt)

fc iwC  W’LC

kann in Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz @ sowohl groBer als auch kleiner als 1
werden. Der kapazitive Einfluss dominiert fiir

1
JLC '

Oberhalb dieser so genannten Resonanzfrequenz (vgl. Kap. 8.5)

W’ LC>1 — w=2rf>

f _ 1
8 onJLC

verhélt sich die Spule nicht mehr wie eine Induktivitét, sondern wie eine Kapazitat.

Aufgabe 7.3 | Aufstellung der Netzwerkgleichungen

Gegeben ist das Netzwerk in Abb. 1 mit den bekannten Werten R, L, C und der vorge-

gebenen Spannung u(f).
lc(f) I ; i (1) ‘ i, (1)

u(t) R L

o
Abbildung 1: Betrachtetes Netzwerk

Stellen Sie drei Gleichungen auf, mit deren Hilfe die unbekannten Strome aus den
vorgegebenen Werten bestimmt werden kénnen.

Zur Aufstellung der Maschengleichungen werden die Spannungen an den Netzwer-
kelementen uc(t), ug(t) und u; (f) benétigt, die in Abb. 2 zusétzlich eingetragen sind.

i) —p Vix() Vi, ()

uc(?)
u(t) l”R(t) luL(t)

Abbildung 2: Festlegung der Bezeichnungen
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Es gelten die Netzwerkgleichungen:
Knotengleichung: i, (¢) = ic(t)-iz().
Maschengleichungen:  u(f) = ug(t)+ug(t) und ugr(d) = u ().

An den Netzwerkelementen gelten die Zusammenhénge

. di; (t . dug (t
up (t) = Rig (t), uL(t)=LA, 1C(t)=CA. 1)

dt dt
Der Strom i;(f) kann aus der Knotengleichung bestimmt werden, sofern die beiden ande-
ren Strome bekannt sind. Wir benétigen also noch zwei Gleichungen zur Bestimmung der
beiden Strome iz(f) und i-(t). Einsetzen der Beziehungen (1) in die Maschengleichungen
liefert

t)= t)+ Rig(t = R =—Ic(t)+ RB———=
a(t)=uc(t)+Rig(t) > TG g Al 1 1), pdint
. dr. .
wn(O)=u,(t) > Rin()=1-S i (0~ (0)]
Zusammengefasst gelten die beiden Gleichungen
RC———= t)=C———= d —ig(t - =0,
a Tlelt)=Cg— wmd Tt =g, dt

in denen die gesuchten Strome gleichzeitig mit ihren zeitlichen Ableitungen auftreten.
Die Losung solcher Differentialgleichungen mithilfe der komplexen Wechselstromrech-
nung wird im folgenden Kapitel behandelt.

7.3 Level 2

Aufgabe 7.4 | Schwingungspaketsteuerung

Ein Heizwiderstand R ist gem&dB Abb. 1 an die Netzwechselspannung #isin(wt) mit
® = 27-50 Hz angeschlossen. Zur Reduzierung der Heizleistung ist ein elektronischer
Schalter S vorgesehen, der die Verbindung zwischen Quelle und Verbraucher jeweils
fiir komplette Netzhalbwellen unterbrechen kann.

S, i
o—r—
(\/ lﬁ sin(wt) I:IR

Abbildung 1: Steuerung der Verbraucherleistung mit einem Schalter
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Wir betrachten die Situation, bei der der Schalter fiir jeweils n Sinusschwingungen ein-
geschaltet und anschlieBend fiir m Sinusschwingungen ausgeschaltet ist. Abb. 2 zeigt
den Stromverlauf fiir das Beispiel n = 2 und m = 3.

i(1) A
[\or A .
of \ 7 IR RVAY/ T

t, t

ein aus

A
\
\

Abbildung 2: Schwingungspaketsteuerung

1. Berechnen Sie die zeitabhidngige Leistung an dem ohmschen Widerstand.
2. Geben Sie den Effektivwert des Stromes an.

3. Welche mittlere Leistung wird an dem ohmschen Verbraucher umgesetzt?

zur Teilaufgabe 1:

Entsprechend der Stromform miissen zwei Félle unterschieden werden:

tein

u(t)i(t)=Ri*(t) imBereich

O tlIHS *

p(t)= {
zur Teilaufgabe 2:

In diesem Beispiel ist die Stromform nicht periodisch mit der Dauer T, sondern der
gleiche Zeitverlauf wiederholt sich erst nach der Dauer (n+m)T = t,;,+t,,,. Der Effek-
tivwert muss daher aus der Beziehung

1 (n+m)'72"

berechnet werden. Da der Strom aber nur wihrend der Einschaltdauer einen nicht
verschwindenden Wert aufweist, kann die obere Integrationsgrenze auf nT reduziert
werden, sodass wir das folgende Ergebnis erhalten:

nT %2 nT
- 1 52 o2 S S
Ieff = \/W j 181N (wt) dt = \/(n+m)T .([ sSin ((Ut) dt

0
HT: ’ i2 nT :i n
\j(n+m)T 2 L2\n+m’

S |

225



Der Ubergang zu den zeitabhingigen Strom- und Spannungsformen

226

zur Teilaufgabe 3:

Fiir den zeitlichen Mittelwert der Leistung gilt mit Gl. (7.13)

ﬁ:] = R= R.
off 2t +t

ein aus

KenngroBen bei der Phasenanschnittsteuerung

Aufgabe 7.5

Die Abb. 1 zeigt den prinzipiellen Aufbau einer Phasenanschnittschaltung (Dimmschal-
tung). Die Glithlampe R; ist tiber einen Halbleiterschalter (Thyristor) mit der 50-Hz-Netz-
wechselspannung u(t) = Gsin(wt) = 230v/2 Vsin(wt) verbunden. Der Schalter wird so
angesteuert, dass er in jeder Netzhalbwelle wéahrend der Zeit 0 < t< @T/2 mit 0 < < 1
gedffnet bleibt. In der iibrigen Zeit ist der Schalter geschlossen. Zur Vereinfachung soll
davon ausgegangen werden, dass der Lampenwiderstand R; unabhéngig von der Lam-
penleistung und damit von der Temperatur den konstanten Wert R; = 529 Q aufweist.

) i) &
—‘>§°_’_ sl
all2 /
(\/ lﬁ sin(wt) I:I R, / | \ / >
\ ¢
0 az r T
2 2 N

Abbildung 1: Phasenanschnittsteuerung, a: Prinzipschaltbild, b: mdgliche Form des Netzstromes

1. Berechnen Sie die maximal mogliche mittlere Leistung an der Lampe.

2. Berechnen Sie fiir den in Abb. 1b dargestellten Lampenstrom die folgenden GroBen:
den Mittelwert,

den Gleichrichtwert,

den Effektivwert,

den Spitze-Spitze-Wert und

A

die mittlere Leistung an der Lampe bezogen auf deren Maximalwert bei o = 0

in Abhédngigkeit des Parameters «. Stellen Sie diese GroBen als Funktion des Para-
meters « grafisch dar.

zur Teilaufgabe 1:

Die maximale Leistung an der Lampe erhalten wir fiir & = 0. Thr zeitabhédngiger Verlauf
ist nach Gl. (7.12) durch

2
204 A2 23042)" W
Prnax (£) = HB(L) =;—Lsin2(wt) =%.sin2(wt) =200W -sin? (wt)
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gegeben. Thr Mittelwert betrdgt nach Gl. (7.13)

2

Prax = 200W—J.sin2 (wt)dt =100W = —— =&
T 2B, R
—_—
T/2

zur Teilaufgabe 2:

1. Mittelwert:

Der zeitabhéingige Strom i({) ist symmetrisch zur Nulllinie. Sein Mittelwert verschwin-
det daher unabhéngig von dem Wert ¢, d.h., es gilt i =0.

2. Gleichrichtwert:

Zur Berechnung des Gleichrichtwertes wird der Betrag der in Abb. 1 dargestellten Funk-
tion zugrunde gelegt. Dieser ist periodisch mit 7/2. Damit gilt

_ T | T 5 T2, 5; TI2
i=—[li(t)|dt=—— [i(t)dt== [ isin(wt)dt== [ sin(wt)dt
TO T/2 0 TaT/Z r aTl2
= ——cos(wl‘)E/TZ/2 :—é[cos(wT/Z)—cos(waT/Z)] :%[cos(an)+1J .

Bemerkung:
Fiir den Grenzfall o= 0 ergibt sich das in Gl. (7.10) berechnete Ergebnis fiir eine
Sinusfunktion

3. Effektivwert:

Ieffz\/%.([iz(t) dt:\/% jziz(t) dt:\/%fz jz [sin(wt)]"dt

0 aTl/2

Mit dem Additionstheorem (H.2) 2sin%x = 1-cos(2x) gilt

Z - "
Ly =\/?i2 I [1—005(2wt)} dt =\/?i2[t—£sin(2wt)}

aT/2

T/2

aT/2

R I(1—6{)—l(sina)T—sinoca)T) =L\/1—a+isin(2an) .
T |2 4r J2 27
Zur Kontrolle kann auch hier wieder « = 0 eingesetzt werden. In diesem Fall stimmt
dieses Ergebnis mit der Gl. (7.14) iiAberein und wir erhalten wieder den Effektivwert
eines sinusférmigen Stromes: Ieff =] /\/E.

4. Spitze-Spitze-Wert:
Wegen der Symmetrie des Stromes beziiglich der beiden Halbwellen ist der Spitze-
Spitze-Wert gleich dem doppelten Spitzenwert in der ersten Halbwelle. Fiir den Wer-

tebereich 0 < a < 0,5 ist der Spitzenwert identisch mit der Amplitude i= u/R,. Fir
a > 0,5 nimmt der Spitzenwert entsprechend der Sinusfunktion
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. . aoT
sin wt = sin

=sinan
ab. Zusammengefasst gilt:
2i=20/R, . 0<a<05
=1 . A ir
2isin(aw) =2u/ Ry sin(amr) a20,5.
05 L 1,5
4~ 2
0,4
] N
2 \ I 1,0
03— 2i A \
r A L
7
0,2 \ A
= 0,5
d
0,1 b
A
0 0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—» «a —» «

Abbildung 2: KenngréBen des Stromes als Funktion des Parameters

5. Mittlere Leistung an der Lampe bezogen auf ihren Maximalwert:

Die mittlere Lampenleistung kann nach Gl. (7.13) aus dem Effektivwert berechnet werden:

r2 ~2
= R 1 u 1
P=1,°R -1 1-a+—sin(2an) |=——|1-a+—sin(2ax) | .
of LTy 2 i (2) 2R, 2 i (20)

Die auf den Maximalwert bezogene Lampenleistung

_P = 1—a+isin(2an)

P_x 21

ist in Abb. 3 abhédngig von « dargestellt.

08 \\
0,6 \
0,4

N
02 AN

N

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—
Abbildung 3: Normierte Lampenleistung als Funktion des Parameters &
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7.4 Level 3

Aufgabe 7.6 | KenngroBBen

Gegeben ist folgender dreieckférmiger Spannungsverlauf mit den Parametern ¢ und f.

u(t) A

u /\
2T ¢

0 ol pT T
Abbildung 1: Zeitabhangiger periodischer Spannungsverlauf

Berechnen Sie fiir den in Abb. 1 dargestellten zeitlich periodischen Spannungsverlauf
den Mittelwert und den Effektivwert.

Der erste Schritt besteht in der mathematischen Beschreibung des Kurvenverlaufs. Wegen
der Periodizitit gentigt die Betrachtung der ersten Periode 0 < t < T. Fiir den dargestellten
Spannungsverlauf gilt

a-L 0<t<aT
aT
u(t)=<a t-pT fiir aT<t<BT
aT-pT
0 BT <t<T

Das Ergebnis ldsst sich auch direkt aus Abb. 1 ablesen. Der Fldcheninhalt des Dreiecks
betrédgt (4 /2)- BT. Aus der geforderten Gleichheit mit uT folgt unmittelbar das gleiche
Ergebnis.
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Fiir den Effektivwert gilt

17 e
== [u?(t dt__J‘ _j - dt

Ty Ty (aT~ ﬁT

~2 aT a2 AT
_u 1 zlts +U_;Z[lt3_ﬁth+ﬁsztj

T ((ZT) 3 0 T ((ZT—IBT) 3 aT

A2 a1 13 3 2 2 2
=i %HI (a—ﬂ)z[g(ﬂ —a*)-p(B* - )+ B (,B—a)}
:ﬁZ%ﬂ}Zﬂ%a[%(ﬁz+aﬂ+a2)—ﬂ(ﬂ+a)+ﬂ2}
:ﬁ2%+ﬁ2%ﬁia[ﬁz+az—2ﬂa}=ﬁ2§ - Ugy =11 g

Sowohl der Mittelwert als auch der Effektivwert sind unabhéngig von dem Wert .
Fiir einen dreieckformigen Kurvenverlauf ohne Liicken, also fiir = 1, entspricht der
Mittelwert dem halben Spitzenwert und der Effektivwert dem Spitzenwert dividiert

durch /3.

Aufgabe 7.7 | Strom- und Spannungsbeziehungen an Widerstand und Kondensator

Die Induktivitédt L des Netzwerks in Abb. 1 ist zum Zeitpunkt t = 0 stromlos. Ebenso ist
der Kondensator zu diesem Zeitpunkt ohne Spannung u-(0) = 0. Der auf der rechten
Seite der Abbildung dargestellte Quellenstrom i(t) weist nur im Zeitintervall 0 <t < T
einen von null verschiedenen Wert auf.

C i(t) A
”c(t)l-- i
* u(t)
uR(t)l R
s ° 0 T =t

Abbildung 1: Netzwerk mit vorgegebenem Stromverlauf

1. Skizzieren Sie die Zeitverldufe der Spannungen ug(t) und uc(t) aus Abb. 1 im Zei-
tintervall 0 < t < T.

2. Skizzieren Sie den Zeitverlauf der Spannung u(t) aus Abb. 1 im Zeitintervall
0<t<T
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zur Teilaufgabe 1:

Die Parallelschaltung aus R und L hat keinen Einfluss auf den Strom in der Masche, d.h.,
der Strom in der Reihenschaltung R und C entspricht dem Quellenstrom. Mit dem linea-
ren Zusammenhang am Widerstand

ug (t) = Ri(t)

und mit der Gleichung

o ~duc(t)
i(t)=C &

lasst sich der Verlauf der Spannung uc(f) berechnen:

uc(t) 1 t
_[duc =ug (t)-uc(0) :—J'z(r) dr
—— C
ug(i=0) S 0

Der Maximalwert der Kondensatorspannung tritt zum Zeitpunkt t = T auf:

i T
ue (T)=2=-.

o(1)=

Im Zeitbereich ¢ > T flieBt kein Strom durch den Kondensator, sodass sich die Spannung

uc(t) dann nicht mehr dndert. Die beiden Spannungsverldufe sind fiir den gesamten

Zeitbereich in Abb. 2 dargestellt.

up () A u () A
Ri il
2C
> i >
0 T t 0 T t

Abbildung 2: Spannungen an den Netzwerkelementen
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zur Teilaufgabe 2:

Die Spannung u(t) ergibt sich aus der Addition der Einzelspannungen: u(f) = us(f) +ug().
Der Verlauf von u(t) ist in Abb. 3 dargestellt.

u(t) A

y

0 T t
Abbildung 3: Summenspannung an der RC-Reihenschaltung

Aufgabe 7.8 | Effektivwertmessung

Einfache Messgerite zur Messung von Wechselspannung und -strom basieren auf der
Gleichrichtung der Wechselgrofien, zeigen aber Effektivwerte an. Das Verhéltnis von
Effektivwert zu Gleichrichtwert wird als Formfaktor bezeichnet. In der Praxis wird der
Formfaktor auf sinusférmige GroBen bezogen, sodass bei der Messung anderer perio-
discher Signalformen die Anzeige fehlerhaft ist. Betrachtet wird der dreieckférmige
Strom aus Abb. 1 mit folgender Definition:

jat o<t<L
T 4
i(t)=1-1 242} fir Lep3T
T 4 4
PAL_ 43 ST _yor.
T 4

Abbildung 1: Dreieckférmiger Strom

Berechnen Sie den Gleichrichtwert.
Berechnen Sie den Effektivwert.
Geben Sie den Formfaktor fiir die Messung des dreieckférmigen Stromes an.

Geben Sie den Formfaktor fiir die Messung von sinusformigem Strom an.

gk @b

Welche prozentuale Abweichung ergibt sich bei der Messung des dreieckférmigen
Stromes?
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zur Teilaufgabe 1:

Der Gleichrichtwert betrdgt
T T/4 R A 42
l“z |dt— Iiitdt:gi L
Ty T T 2

zur Teilaufgabe 2:

Der Effektivwert betrdgt

(7.11)

Ly = =

Dieses Ergebnis kann auch aus Aufgabe 7.6 mit f= 1 ibernommen werden.

zur Teilaufgabe 3:

Der Formfaktor fiir den dreieckférmigen Stromverlauf betrdgt

Ly _ 2

Fpreiock = — 1,1547 ,
Dreieck 1| \/—

zur Teilaufgabe 4:

Beim sinusférmigen Stromverlauf gilt

i =
zur Teilaufgabe 5:

Das Messgerit erfasst den Gleichrichtwert und zeigt aufgrund der Umrechnung mit dem
Formfaktor fiir sinusférmige GréBen den Strom Fy,,|i|. Der tatséchliche Effektivwert fiir
den dreieckférmigen Strom ist aber F;,

(7. 10] 2 A (7.14) I
= - FSmus = E_ff =

i Ly w
&’ 2k

=1,1107.

-oiect| 1], S0dass wir den prozentualen Anzeigefehler
aus dem folgenden Verhéltnis berechnen kénnen:

22 3

Der angezeigte Effektivwert beim dreieckférmigen Strom wire in diesem Fall um
3,8 % zu gering.

FSmus FDre1ec]< -100% = \/5 [

} 100% =-3,8%..
FDrewck
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Wechselspannung und

Wechselstrom

( ) u COS(M +¢, ) usm(wt+¢u 2) Re {u ellr+o, )}
i ¥ = cos(x)+ jsin(x)

ult)=a elered) = gion

Z:R+jX:|Z|e“’, |Z|:R2+X2, (o:arctan%

Riicktransformation zu zeitabhdngigen GroBen

Multiplikation mit e** und Realteilbildung




Resonanz -
frequenz :

Giite :

Dampfung :

Bandbreite :

Resonanz -
frequenz:

Giite :

Dampfung: d

Bandbreite :

Wichtige Formeln




Wichtige Formeln

u, () = disin ot

u,(t)=1 sin(a)t _ZTHJ
u,(t)=1 sin(anf —4?”)

Sternschaltung mit
Sternpunktleiter
‘.‘1‘

Dreieckschaltung

2}




Wichtige Formeln

P=U1cos(¢,, —q)i)
Blindleistung Q=Ulsin(p,-¢)
Scheinleistung S=UI=+P'+Q’
Komplexe Leistung S =%Q£*= P+jQ, [S|=5=y{P’+0’
Drehstromsystem P=U(I,, cosg, +1,,cosp, +1,,cos,)

Leistungsfaktor

Leistungsanpassung
mit Lastimpedanz

Leistungsanpassung
mit Lastwiderstand

Blindstrom- gegenseitige Kompensation von
kompensation induktiver und kapazitiver Blindleistung
— Leistungsfaktor cos ¢ wird vergrofert




8.1 Verstandnisaufgaben

8.1 Verstandnisaufgaben

1. Geben Sie die Impedanz eines Kondensators und einer Induktivitédt in Abhéngig-
keit von der Frequenz an. Wie grof} ist die Impedanz der beiden Komponenten fiir
f—> 0Hzund f— ®©?

2. Gegeben ist ein Zweipol aus einem Widerstand R und einer in Serie geschalteten
Kapazitdt C. Geben Sie die Impedanz Z, den Betrag |g| und die Phase arg(Z) an.

3. Gegeben ist ein Zweipol aus einem Widerstand R und einer parallel geschalteten
Induktivitédt L. Geben Sie die Admittanz Y, den Betrag |Z| und die Phase arg(Y’) an.

4. Das in der Abbildung gezeigte Netzwerk wird von einer harmonischen Spannung
u, = u,e" erregt. Zeichnen Sie je ein Ersatzschaltbild des gezeigten Netzwerks fiir
f— 0Hz und f— « und berechnen Sie fiir beide Fille den Strom i, durch den
Widerstand R in Abhéngigkeit von der Quellenspannung .

c i g

\

—_—

c ; R léR
A

|1=H>

5. Wir betrachten den in der Abbildung dargestellten Serienschwingkreis. Wie lau-
ten die Strom-Spannungs-Beziehungen an den Netzwerkelementen? Stellen Sie die
Maschengleichung auf. Stellen Sie eine Differentialgleichung zur Berechnung der
Kondensatorspannung auf, indem Sie die anderen unbekannten Spannungen aus
der Maschengleichung eliminieren.

Ok e
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8 Wechselspannung und Wechselstrom

6. Der Kondensator in der folgenden Schaltung ist zum Zeitpunkt t = 0 ungeladen.
Skizzieren Sie den Verlauf der Kondensatorspannung fiir den in der Abbildung

gezeigten zeitlichen Verlauf des Stromes i, (f).

() iy (t) A
1,(7
‘ 21,
A ¢ == luc(z)
0 o7 4T | 6T 8T ¢
-1,
7. Das dargestellte Netzwerk wird von einem harmonischen Strom i (t) = 1A'0 sin(wt)

erregt. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf der Kondensatorspannung uq(t) mit-
hilfe der komplexen Amplituden, indem Sie die drei in Abb. 8.13 angegebenen

Schritte durchfiihren.

i, (1)

*

R

p— l“c(’f)

8. Zu welchem der folgenden Netzwerke a bis ¢ gehort das dargestellte Zeigerdia-

gramm?
up ) )
‘e L
Uc
Zeigerdiagramm
i L
— -
—>
i i Vi
=L R j¥el
R C e

Vi~
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8.1 Verstandnisaufgaben

9. Bei der dargestellten Schaltung gilt R = wL. Vervollstédndigen Sie das Zeigerdia-
gramm, indem Sie die Spannungen 1, und 4, sowie den Strom i eintragen. Die Lénge
des Stromzeigers kann beliebig gew&hlt werden.

Zy,=R | jImA

A |o§>

Stellen Sie die zeitabhédngigen Verldufe von 4, und i dar und kennzeichnen Sie den
Zeitpunkt, fiir den das Zeigerdiagramm gezeichnet ist.

zur Aufgabe 1:

7 1 e Leerlauf . f—O0Hz
=€ " jwC |0 Kurzschluss f—o o

. 0 Kurzschluss .. f—>0Hz
Z; =joL= r
- o Leerlauf f— o

zur Aufgabe 2:

Z=B+L=|Z|ej‘ﬂ mit |Z|= [R*+ ! ~ und arg(§)=<p=—arctan(LJ_
- jwC - (wC) oCR

zur Aufgabe 3:

X:l_k;:lZlew mit |Z| =
R joL

1 1

—+—— und arg(Y)=1 =-arctan B .
R (wL) - L

w

zur Aufgabe 4:

Ersatzschaltbilder fiir f — 0 Hz links und f — o rechts:

In beiden Grenzfillen gilt i 7 =0
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zur Aufgabe 5:

i(t)=c d“gt(t) Cw(t)=L d; (tt) . un(t) = Ri(t)
Maschengleichung: uy (t) =ug (t)+uy () +ug (t).

Werden die Beziehungen an den Netzwerkelementen in die Maschengleichung ein-
gesetzt, dann gilt

up (t) =uc (t) +Ld;—(tt)+ Ri(t)=ug (t)+L%[C dugt(t)]+BC dugt(t)

pedte)  poduct) (t) =y (1)

de* dt
zur Aufgabe 6:

Mit dem vorgegebenen Strom am Kondensator gilt fiir die Spannung nach Gl. (7.5)
1 1
ug (t) :Ejio (H)dt = uc(t)=uc (t0)+E!i0 (z)de.
0

Fiir den bereichsweise konstanten Strom i(f) ergeben sich stiickweise lineare Ver-
ldufe fir die Spannung am Kondensator. Mit dem Startwert u-(0) = 0 V erhalten
wir den in der folgenden Abbildung dargestellten Spannungsverlauf.

io(£) A

0 o7 4T | 6T | 8T ¢
uc(ﬂ?

0 ~_ o

zur Aufgabe 7:

1. Schritt: Transformation in den Bildbereich
Komplexe Amplitude des Quellenstromes:

i(t)zfosin(wt) - iozfﬂeilg.



8.1 Verstandnisaufgaben

2. Schritt: Netzwerkanalyse

~ ~

LT >
) Y T 1 _i 1
—e 2_108 2 =0 g7m___0

O = _
¢ =c=0 ij'O wC™° wC wC wC

3. Schritt: Riicktransformation in den Zeitbereich
Multiplikation mit e’ sowie Realteilbildung liefert

ug (t) = Re{—j—oej“’t} = —j—URe{ ej“”} = —%cos(wt).

wC wC 0]
zur Aufgabe 8:

Beim Reihenschwingkreis in Abb. a gilt iL = ic und beim Parallelschwingkreis in
Abb. ¢ gilt i, =1, Das Zeigerdiagramm kann also nur zur Schaltung b gehoren. Hier
ist der Strom i, in Phase zur Kondensatorspannung. Wegen i, =i, + i muss der Spu-
lenstrom der Kondensatorspannung voreilen, dem Kondensatorstrom aber in Uberein-
stimmung mit dem Zeigerdiagramm nacheilen.

zur Aufgabe 9:

Beide Impedanzen werden vom gleichen Strom durchflossen, der mit der Spannung
i, in Phase ist, der Spannung 1, aber um 90° nacheilt, d.h., 4, eilt der Spannung 1,
um 90° vor. Wegen R = oL sind die Betrdge der beiden Impedanzen gleich groB, d.h.,
auch die beiden Spannungen i1, und 1, besitzen den gleichen Betrag. Da die Summe
der Spannungen nach der Maschengleichung der Quellenspannung entspricht,
erhalten wir die in der folgenden Abbildung dargestellten beiden Spannungszeiger.
Der Strom ist in Phase mit 41, und eilt der Quellenspannung @1, um 45° nach.

jImA
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Wechselspannung und Wechselstrom

Die folgende Abbildung zeigt den Zeitverlauf von i, und 1 mit den Amplituden und
der Phasenverschiebung gemal dem Zelgerdlagramm Entsprechend dem in Abb. 8.1
dargestellten Zusammenhang zwischen dem Zeigerdiagramm und der Zeitfunktion
beschreibt die Lage des Zeigers &1, im obigen Diagramm den Nulldurchgang a,(¢) = 0.
Da sich das Zeigerdiagramm entgegen dem Uhrzeigersinn dreht, handelt es sich um
den Nulldurchgang, bei dem sich die Spannung von positiven Werten kommend in
Richtung negativer Werte dndert.

t
Zeigerdiagramm

8.2 Level1
Aufgabe 8.1 [ Umrechnung zwischen Strom- und Spannungsquelle

Gegeben ist eine Spannungsquelle 4, mit einer Innenimpedanz Z .

Z.

=i

@l_ = %\ZOZ? Z, =7

O @ O

Abbildung 1: Spannungs- und Stromquelle mit Innenimpedanz

1. Berechnen Sie die Werte fiir den Strom i , und die Innenimpedanz Z einer dqui-
valenten Stromquelle, die bei der gegebenen Frequenz den gleichen Strom an eine
beliebige Last abgibt. Gehen Sie dabei von der Forderung aus, dass die Leerlauf-
spannung 4, und der Kurzschlussstrom i, fiir beide Quellen gleich sein miissen.

2. Kontrollieren Sie die Ergebnisse, indem Sie fiir beide Netzwerke den Ausgangs-
strom durch eine beliebige Impedanz Z berechnen.
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8.2 Level 1

zur Teilaufgabe 1:
Fir die Spannungsquelle erhalten wir die Leerlaufspannung und den Kurzschlussstrom

A

A u

N A . u,

u, =1, und I ==" (1)
Z;

Fiir die Stromquelle gilt
ix=1 (2)

QL:ZOLO und g =1,

Gleiche Kurzschlussstrome bei beiden Quellen bedeutet

A

loZ

=i

Aus der Forderung gleicher Leerlaufspannungen folgt dann unmittelbar

=0 =0=-0 =0

zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten die Netzwerke in Abb. 2 und iiberpriifen, ob der Strom 2 in beiden Fal-
len gleich ist.

ﬁ:zr:z% > Z,=

Abbildung 2: Netzwerke zur Uberpriifung der Aquivalenz beider Quellen

Bei der Spannungsquelle gilt

Uy

" Z,+Z

I~o>

und bei der Stromquelle folgt aus der Stromteilerregel die Beziehung

i Y 1/Z Z; : giio Qo
== — = — 1= =
Y, VZ+1Z Z+Z, ""Zvz, z+2Z,

und damit das gleiche Ergebnis.
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Aufgabe 8.2 | Zeigerdiagramm

Gegeben sind die beiden Netzwerke in Abb. 1 mit den Komponenten R, =4 Q, R, = 2 Q,
C=300nF und L=3pH. Fir Amplitude und Frequenz der sinusférmigen Quel-
lenspannung gelten i =10V und f = 100 kHz.

fl sin(wt + ?, ) fz sin(wt + ®, )
CLluC(t) L luL(t)

@l usin(wr) @l isin(wt)
R R

Abbildung 1: Netzwerke mit frequenzabhangigen Impedanzen

1 Up (1) 2 Up, (?)

1. Bestimmen Sie auf grafischem Wege unter Anwendung des Zeigerdiagramms die
Amplituden und Phasen der Stréme 1, () und i,(?).

2. Bestimmen Sie die Stréme i,(¢#) und i,(¢) mithilfe der komplexen Wechselstrom-
rechnung.

zur Teilaufgabe 1:

Im Folgenden werden die nacheinander auszufithrenden Schritte der Reihe nach aufge-
listet und die ermittelten Strome und Spannungen gleichzeitig in die Zeigerdiagramme
in Abb. 2 eingetragen. Wir betrachten zunéchst die Schaltung in Abb. 1a mit dem zuge-
hoérigen Zeigerdiagramm in Abb. 2a.

[

: Ll
& L Upg,
Au, u/ﬂ u,
~ ~ ~ (piz ) Up,
\ /B u Ue| —> >
\

Abbildung 2: Zeigerdiagramme



8.2 Level 1

1. Zeichnen von ;1 entlang der reellen Achse als Zeiger mit der willkiirlich gewé&hlten
Lange 2 cm. Der Abstand zwischen zwei Gitterlinien soll jeweils der Lange 1 cm
entsprechen.

2. An R, sind i;(¢) und up (t) in Phase. Zeichnen von ﬁ& =R, fl = 49-}1 mit der will-
kiirlich gewédhlten Lange 4 cm.

3. An Ceilt die Spannung uc(f) dem Strom i, (f) um 90° nach. Zeichnen von

- 1 ; 1
¢ = 5C ™" = 27 100kHz 3000F

=5,3Q- 11

mit 5,3 cm Lénge.

4. Die Reihenschaltung von H1 und C verlangt die Addition der Spannungen up, (t)
und uc(f). Zelchnen von u durch Anhéngen von i an i, . Die Lange von erglbt
sich aus \/(4cm)? +(5,3cm)? ~ 6,6cm und entspricht gemaﬁ Aufgabenstellung einer
Spannung von 10 V Der MabBstab fiir die Spannungen in diesem Zeigerdiagramm
ist also M,,, = 10 V/6,6 cm.

5. Aus

2 _ﬁRl _4cm-M,; 4cm-10V

= =1,5A
R, R, 6,6cm-4Q

erhalten wir die Amplitude von i, (f) und aus

i 5,3
tan|( ¢; :?—C —  ¢; =arctan e =arctan| — | = 0,924 = 53°
h u n u 4
R

1

den Betrag der Phase. Dem Zeigerdiagramm entnehmen wir ¢; = +53°, da ;(¢) der
Spannung u(?) voreilt. Daraus folgt i;(t) = 1,5 Asin(wt +53°).

Wir betrachten jetzt die Schaltung in Abb. 1b mit dem zugehérigen Zeigerdiagramm in
Abb. 2b zur Bestimmung von i,(t) = i, sin(wt + ?i, ).
1. Zeichnen von fz als Zeiger mit der willkiirlich gewéhlten Lange 2 cm.

2. An R, sind i,(t) und up (t) in Phase. Zeichnen von ﬁHz =R, fz = ZQ-fZ mit der will-
kiirlich gewdhlten Lange 4 cm (Vorsicht: trotz gleicher Lange ergibt sich ein anderer
MaBstab fiir die Spannung, der nicht mit M,, bei der Schaltung a iibereinstimmt).

3. An Leilt die Spannung u;(t) dem Strom i,(#) um 90° vor. Zeichnen von
0, = wLi, =27100kHz - 3uH i, ~1,88Q-1i,

mit 3,77 cm Lange.

4. Die Reihenschaltung von R, und L verlangt die Addition der Spannungen up, () und
ug(t). Zeichnen von 4 durch Anhéngen von 7, an 1, . Die Linge von erglbt sich
aus /(4cm)®+(3,77cm)? ~5,5cm und entspricht gemaﬁ Aufgabenstellung einer
Spannung von 10 V. Der Mafstab fiir die Spannungen in diesem Zeigerdiagramm
ist also M, = 10 V/5,5 cm.
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8
5. Aus
.~ u 4cm-M 4cm-10V
G =k _dom My, 4em A0V 46,0
R, R, 55cm-2Q

erhalten wir die Amplitude von i,(t) und aus
4, ] = arctan[

ﬂj =0,754 = 43°

- P =arctan{
2 uH
2

u
tan( ?i, ) =L
uRZ
den Betrag der Phase. Dem Zeigerdiagramm entnehmen wir, dass der Strom i,(t) der

Spannung u; (t) nacheilt. Daraus folgt i,(t) = 3,64 Asin(wt —43°).

zur Teilaufgabe 2:
Wir betrachten wieder zuerst das Netzwerk in Abb. 1a. Der erste Schritt besteht darin,

das Netzwerk in den Bildbereich zu iibertragen.

v
-

i, sin(ot + @)
Zc

c Ll uc(t)
@lﬁsin(wt)
R, luR] )

Abbildung 3: Transformation in den Bildbereich

A

ﬁe—]n/z_

1

Fiir die komplexe Amplitude der Quellenspannung gilt i =
joC

Fiir die Impedanzen gilt Zp =R und Z . =

Der zweite Schritt besteht in der Berechnung des Stromes:
joC (E8  4¢C

L=7 Q+Z e =R R~ TrieCH
Zp T4 Rl.,.ij ) 1 ) 1
_ uwC —jarctan (o CR; )
1+(wCR,)* '

Mit @CR, = 0,754 gilt
—jarctan(0,754) _ 1505 A e 37"

;__ _1885A
=
1+(0,754)°
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8.2 Level 1

Im dritten Schritt erfolgt die Riicktransformation in den Zeitbereich. Fiir den zeitab-
hingigen Strom i, (t) gilt in Ubereinstimmung mit Teilaufgabe 1

i (t) =Re{ 1, ¢!} = 1,505A.Re{ ei(“’t‘””)} =1,505A -cos(wt—37°)
=1,505A-sin (wt+53°).

Wir betrachten jetzt das Netzwerk in Abb. 1b. Der Strom ergibt sich aus

A N inl i oL
}2 _ 2 _ le ja/2 _ ﬁe—]’n/Z 1 . ]arctan[ Bz ]
Zp, t4, Bytjol 1IR22+(a)L)2
mit oL = 1,885 Q zu
R 1 - [£+arctan(0,942)} N
i,=10V——x——c 2 =3,64 A -¢7133%,

4+(1,885) Q

Die Riicktransformation liefert den zeitabhingigen Strom i,(f) in Ubereinstimmung mit
der Teilaufgabe 1:

iy (t) =Re{ 1,01} = 3,64A-Re{ ej(”’t‘133’3°)} 3,64 A -cos(wt —133,3°)

=3,64 A-sin(wt —43,3°).

Gegeben ist das Netzwerk in Abb. 1, in dem die beiden RC- und RL-Reihenschaltun-
gen aus der Abb. 1 in Aufgabe 8.2 parallel geschaltet sind. Es gelten die gleichen
Daten wie in Aufgabe 8.2.

i sin(wt +,) i, sin(ot + ®,)
v i, sin(ot + ®,) .
I C
@l usin(wt)
R R,

Abbildung 1: Netzwerk mit frequenzabhangigen Impedanzen

1. Bestimmen Sie auf grafischem Wege unter Anwendung des Zeigerdiagramms die
Amplitude und die Phase des Stromes i(f).

2. Bestimmen Sie den Strom i(f) mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung.
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8 Wechselspannung und Wechselstrom

zur Teilaufgabe 1:

Die beiden RC- und RL-Reihenschaltungen liegen an der gleichen Eingangsspannung.
Diese wird als Bezugswert auf die reelle Achse gelegt, wobei die gewéhlte Lénge fiir die
Bestimmung des Gesamtstromes ohne Bedeutung ist. Die beiden Zeigerdiagramme aus
der Abb. 2 von Aufgabe 8.2 kénnen zusammengefasst werden, wobei fiir die Strome der
einheitliche Mafstab M; = 0,5 A/cm verwendet wird.

\
)
(pil\
I / (pi3 u
/
(piz \ A
1
\ \“
A _|
R

Abbildung 2: Zeigerdiagramm
Aus dem Diagramm lassen sich die folgenden Ergebnisse ablesen:

i=38A und ¢; ~-20°

zur Teilaufgabe 2:

Die Parallelschaltung der beiden Teilnetzwerke Z =R, +1/(jwC) und Z, = R, +joL
liefert die Gesamtimpedanz

1
R +—— | (R,+joL
Z.-Z [1]'«)6](2]“’)
=—G—b=
8% Z +Z 1
Za " Zb .
R+ —|+(R,+joL
[1jwcj(2]w)

_ (1+jwCR,) (R, +jwL)
1-w’LC+jwC (R, +R,)

und den Gesamtstrom

F_ b e 1-w’LC +jwC (R, +R,)
T Zy R, - 0’LCR, +jo(L+CRR,)
_10g 172 QOIS (' g oay p grit10"

0,579+j3,393
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8.2 Level 1

Fiir den zeitabhéngigen Strom erhalten wir das Ergebnis
i(t)= Re{ i‘el’wt} =3,782A- Re{ ej(“’t’“oo)} =3,782 A -cos(wt —110°)
=3,782A-sin(wt —20°).

Alternative Vorgehensweise:
Den Strom i(f) kénnen wir auch mithilfe der Knotenregel aus den bereits bekannten
Strémen i, (f) und i,(f) berechnen. Es gilt

fsin(wt+<pi) =1 sin(wt+<pjl)+fz sin(a)t+<pj2)

mit

L (87)
i = \/i12+i22+2i1i2cos(<pil—(pl-z)=\/1,5052+3,642+10,95005(96,3°)A:3,782A

und

~ ~

(8.8) I,sing; +i,singp;  —-1,294
tang; = — Pi = L =-0,365 — ¢@; =-20°
L cosp; +Icosp; 3,554

Aufgabe 8.4 | Leistungsberechnung

In einem Netzwerk liegt an einem Zweipol eine sinusférmige Spannung mit der Ampli-
tude 01 =+/2-230 V. Der ebenfalls sinusférmige Strom hat die Amplitude i =~/2-3,5 A
und eilt der Spannung um einen Phasenwinkel von ¢ = 50° nach.

1. Berechnen Sie den Leistungsfaktor.
Berechnen Sie die Wirkleistung an dem Zweipol.

Berechnen Sie die Blindleistung an dem Zweipol.

o w N

Berechnen Sie die Scheinleistung an dem Zweipol.

zur Teilaufgabe 1:

50
A=cos(p, —¢;)=cos| —mx | =0,643
(pu— i) (180 )

zur Teilaufgabe 2:

P=Ulcos(p,—¢;)=UIA=230V-3,5A-0,643=517,4W

zur Teilaufgabe 3:
Q=Ulsin(p,—¢;)=616,7 VAr
zur Teilaufgabe 4:
S=UI=+P?>+Q? =805VA
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Aufgabe 8.5 | Leistungsberechnung im Drehstromsystem

In einem Drehstromnetzwerk mit symmetrischer Belastung betrédgt der Effektivwert der
AuBenleiterspannungen 400 V und der Effektivwert der in den AuBenleitern flieBenden
Stréme 5 A. Der Phasenunterschied zwischen Strom und Spannung an den Verbrau-
chern betrigt ¢ = 50°.

1. Berechnen Sie den Leistungsfaktor.
Berechnen Sie die gesamte Wirkleistung am Verbraucher.

Berechnen Sie die gesamte Blindleistung am Verbraucher.

L

Berechnen Sie die gesamte Scheinleistung am Verbraucher.

zur Teilaufgabe 1:

50
A=cos(p, —¢;)=cos| —m | =0,643
(pu— ;) (180 j

zur Teilaufgabe 2:

P=\3U. I }=223kW

zur Teilaufgabe 3:

Q=~3U,I, sin(p, —¢;)=265kVAr

zur Teilaufgabe 4:
S=\3U,I, =+/P*+Q? =3,46kVA

8.3 Level 2

Aufgabe 8.6 | Zeigerdiagramm

Gegeben ist das Netzwerk in Abb. 1 mit den folgenden Daten:
R =45Q,R,=60Q,R;=20Q, wL, =30Qund 1 =90V.

~MN .
Ll

@l usin(wt) R,

Abbildung 1: Netzwerk mit zwei Induktivitdten



8.3 Level 2

1. Bestimmen Sie mithilfe des Zeigerdiagramms auf grafischem Wege das Verhiltnis
L,/L, so, dass die Spannung an dem Widerstand R, in Phase mit der Quellenspan-
nung ist.

2. Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe 1 den Strom i, (¢) durch L,.

3. Bestimmen Sie mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung das Verhéltnis L,/L,
so, dass die Spannung an dem Widerstand R, in Phase mit der Quellenspannung ist.

zur Teilaufgabe 1:

Im Folgenden werden die nacheinander auszufithrenden Schritte der Reihe nach aufge-
listet und die ermittelten Strome und Spannungen werden gleichzeitig in das Zeigerdia-
gramm in Abb. 2 eingetragen.

R . Annahme
1. up =u, = 30V
L1 - 1. 6V
Willkiirlich gewdhlter MaBstab fiir die Spannungen: M, = Tom
cm
2. ig (t) in Phase mit uy (¢) und fR = YR, = 3oV =0,5A.
: : > R, 60Q

0,2A

Willkiirlich gewéhlter MaBstab fiir die Strome: M; = n
cm

- i
3. i, (t)eilt u; (t) um 90° nach und i = L, _30V 1A

wL, 30Q

4. ip (t)=1y (t)+ip (1) und ip =i, * +ip* =1118A.

5. 1, (t) in Phase mit i, () und {p = Ryip =20Q-1,118A =22,36V.

6. Die grafische Bestimmung von Up, )= Up, )+ up, (t) liefert ﬁﬂl =45V.

. u
7. Ip (t) in Phase mit uy, (t) und ip = ;1 :jz—g:
1

8. Die grafische Bestimmung von 1'1q (t)= le )+ iH3 () liefert 1A'L1 =2A.

9. u, (t) eilt i (t) um 90° voraus. Der Zeiger fiir u, (t) liegt auf einer Geraden senkrecht
zum Zeiger von i (t). Wegen u(t) = Up, )+ u, (t) beginnt der Zeiger fiir u;, (t) an der
Spitze des Zeigers fiir uy (t) und endet am Schnittpunkt der Geraden mit der Ver-
lingerung des Zeigers fir u, (t), da ug (t) und u(f) gemédl Aufgabenstellung in
Phase sind.
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T T T
2.1R2‘ Lup = L, u |
> >
\
\
\
\\ R
\ MR3 R
- \ 9. u,
) \ 7.iR] \\
5.u, A PR |
3 \ 6 URI L
3 I, 4.iR3 ‘\ //
A4 R A\
LN /N
N ~ 7/
‘\\\ 8.1'L1
ip, *A\
Abbildung 2: Zeigerdiagramm
Fiir das Verhéltnis der Induktivitaten erhalten wir
L, oL w2 4 _285V _ o
L, oli, wl,2i, 20, 60V

zur Teilaufgabe 2:

Die Spannung u(t) hat gemél Aufgabenstellung eine Amplitude von 90 V. Im Zeiger-
diagramm ist sie dargestellt durch einen Pfeil mit der Lange 10 cm. Daraus ergibt sich
der richtige MaBstab fiir die Spannungen im Zeigerdiagramm zu

~ 9ov 9V
M, = = .
10cm 1cm

Aus der Spannung

v =45V
lcm

ay, =5cm- M, =5cm-

errechnet sich die Amplitude des Stromes durch die Induktivitét L,:

2 ﬁLZ 45V

Der Phasenwinkel dieses Stromes betrédgt -90°. Der Strom durch die Induktivitadt L, ist

also

ip, (t)=1,5A sin(wt —m/2).
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zur Teilaufgabe 3:
FYYY) > Abkurzungen:
Z,
|
Zy,

@l@ z, l_

Abbildung 3: Netzwerk mit komplexen GroBen und verwendete Abkiirzungen

Nach Aufgabenstellung sollen i und g, in Phase sein, d.h., das Verhéltnis @, /G muss
reell und positiv sein (ein negatives Verhiltnis bedeutet 180° Phasenverschiebung). Es gilt

u, u, u, Z Z
2=22=L==2._—Z=l— nijt
u u u Z g[,l +Z,

g - Zn s B Z
T Zp+Zy Ri+Zy

Z, - Z d .
L =R o Jol, Ty 23:§R3+§2233+22,

Z,=— - ,
- §L2+§RZ joL, + R,
Einsetzen liefert:
4, _z,  RZ, _ __ ZR
Q Za g[,l (R1+Z3)+R1'Z3 Zlq (Rl+g3)+Rl'Z3

— gz'Bl
Z; (Ri+By+Z,)+ R, (B + Z,)

_ joL,-R,-R,
joL, [ (R +Ry)-(joLy + Ry) +jwLy - By |+ Ry - Ry - (joLy + Ry) + oL, Ry |

|:>|[|\,:>

Der Zihler ist rein imaginér. Das Spannungsverhéltnis wird also reell, wenn der Nenner
ebenfalls rein imaginér wird, d.h., der Realteil im Nenner muss verschwinden. Damit gilt
!

joLy [ (R, +Ry)-(joLy)+joLy - Ry |+ Ry [ Ry-(R,) | = 0Ly L, [R, + R, + Ry ]+ Ry RyRy = 0

R,R,R 45-60-20 L, 14,4
123 = Q=14,4Q —» L="""-0,48.
30-[125] L, 30

b= LR+ R+ )]
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Aufgabe 8.7 | RL-Netzwerk

Gegeben ist das Netzwerk in Abb. 1 mit den Daten R, = 20 Q, R, = 60 Q und @L, = 30 Q.

Abbildung 1: Netzwerk mit zwei Induktivitaten

1. Bestimmen Sie die komplexen Impedanzen Z, und Z,.
2. Berechnen Sie die Spannung 1, in Abhéngigkeit von 4.

3. Welche beiden Bedingungen miissen erfiillt sein, damit die Spannung &, in Phase
mit der Quellenspannung i, ist?

4. Bestimmen Sie mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung den Wert des in-
duktiven Blindwiderstandes @L,, sodass die Forderung aus Teilaufgabe 3 erfiillt
ist. Welches Spannungsverhéltnis stellt sich dann ein?

zur Teilaufgabe 1:

Die Impedanz Z, besteht aus einer Reihenschaltung, die Impedanz Z, aus einer Parallel-
schaltung:

_ jwL,R,

Z. =R, +joL und Z .
£ = TI0M iwL,+R,

£
zur Teilaufgabe 2:

Das Verhiltnis der Spannungen erhalten wir aus dem Spannungsteiler

_Zy, joL,R,
Z,+Z

|:>|IE>
S

joL,R, ’

2(m5+m)m+wg+WL+B
2 2

sodass wir die Spannung @, nach dem Ausmultiplizieren im Nenner folgendermaBen
darstellen kénnen:

n joL,R, A

u, =~ 2 . . 4y - (1)
joL,R + RR, —w°L L, +jo LR, +jwL, R,
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zur Teilaufgabe 3:

Die beiden Spannungen sind in Phase, wenn das Verhéltnis 4, / i1, reell und positiv ist.

zur Teilaufgabe 4:

Der Zdhler in Gl. (1) ist rein imagindr. Das Spannungsverhiltnis wird also reell, wenn
der Nenner ebenfalls rein imaginér wird, d.h., der Realteil im Nenner muss verschwin-

den. Damit gilt:

RR,-0’LL,=0 — ol _ BBy
oL,
Mit den angegebenen Daten folgt:
oL, = 202002 _ 00
30Q
Fir das Spannungsverhiltnis gilt dann
wL,R, 30-60

|:>|I:>
SadIY

" wL,R, +wLR,+wL,R, 30-20+40-60+30-60

3
=

Aufgabe 8.8 [ Zusammenfassung komplexer Impedanzen

Gegeben ist das in Abb. 1 dargestellte Netzwerk.

|
|
2

L,

[e; *

Abbildung 1: RLC-Netzwerk

Bestimmen Sie die Eingangsimpedanz Z , fiir das gegebene Netzwerk, indem Sie nach-
einander geeignete Teilnetzwerke zusammenfassen und entsprechende Abkiirzungen

einfiihren.
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Reihenschaltung von Ry und C;:  Z, = R, +- L
o joC,

Reihenschaltung von R, und G, Z, = R, +- L
o joC,

Reihenschaltung von Ry und Ly:  Z, = By +jowLs.

Parallelschaltung von L, und R;:  Z, = %
4 T)0
Z
=A| ZS
Z

Abbildung 2: Zusammengefasste Teilnetzwerke

Parallelschaltung von Z, und Z,:

1
R+ |-(Ry+j
Z, Z, _( 2 ijzj( 3 ]wL3)_ (1+jwC,R, ) (B, +joLy)
N 1 +Ry+jol, 1-w*CyLy +jwC, (R, +Ry)
joG,

gs = =
Zz+g3 BZ

Reihenschaltungvon Z, Z und Z;: Z,=Z,+Z,+Z,.

Aufgabe 8.9 | Briickenschaltung

Das in Abb. 1 dargestellte Netzwerk wird an eine harmonische Spannungsquelle 4, = i, &”°
mit der Kreisfrequenz @ angeschlossen.

Abbildung 1: Briickenschaltung
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1. Berechnen Sie die Spannung 4 in Abhéngigkeit von der Quellenspannung i, und

den Netzwerkelementen R, L und C.
2. Welche Werte nimmt die Spannung a bei @ = 0 und bei @ — ® an?

zur Teilaufgabe 1:
Zum leichteren Verstdndnis wird das Netzwerk zundchst umgezeichnet.

Abbildung 2: Alternative Darstellung des Netzwerks

Zwischen den Widerstdnden liegt die halbe Eingangsspannung. Aus dem Maschen-

umlauf erhalten wir
u
- 2

1
gc _ ]a)C _ 1
1 1-¢%LC’

Zit2c oL+
joC

Die Kondensatorspannung berechnen wir mithilfe des Spannungsteilers:

>|I:>

u,
3 4, 1+w’LC

1 1 Jﬁ B
0 2 1-¢’LC

Durch Zusammenfassung der beiden Gleichungen folgt das Ergebnis
i (___
- (2 1-d’LC

zur Teilaufgabe 2:
Fiir die beiden Sonderfdlle @ = 0 und @ — « erhalten wir die Spannungen
A 1 .
und  G(w > )= oty

i(w=0)= 5 %
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Das Ausgangssignal eines Audioverstédrkers soll mithilfe einer Lautsprecherweiche an
drei unterschiedliche Lautsprecher, einen Hochtoner, einen Mittelténer und einen
Tieftoner verteilt werden. Die Lautsprecher werden jeweils durch einen Widerstand von
R = 8 Q charakterisiert.

Abbildung 1: Schaltung zur Trennung verschiedener Frequenzbereiche

1. Berechnen Sie die komplexen Amplituden der Stréme i,, i, und is.

Fiir die Netzwerkelemente gilt jetzt: C, =8,2nF, C, =27 pF, L, = 0,25 mH und
Ly, = 0,75 mH.

2. Welche Eckfrequenz gilt fiir den Zweig mit Tiefpasscharakter?

3. Welche Eckfrequenz gilt fiir den Zweig mit Hochpasscharakter?
4. Welche Resonanzfrequenz besitzt der Zweig fiir den Mittelténer?
5

. Berechnen Sie die Admittanzen der drei parallel geschalteten Zweige und stellen Sie
die Betrdge der Admittanzen als Funktion der Frequenz im Bereich 10 Hz < f < 20 kHz
dar.

zur Teilaufgabe 1:

Die komplexen Amplituden der Strome berechnen sich zu

R B
ooz, H1+_L 1+joC,R, ~
joCy
i u _ u _ joC, i
27, T = . =
Z, Rytjwl+—— 1-0"LC,+joCyR,

joC,
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zur Teilaufgabe 2:

Fiir die RL-Tiefpass-Schaltung gilt nach Gl. (8.67)

f. = Ry 8Q2
§ 2nL;  2m-0,75mH

zur Teilaufgabe 3:

Fiir die RC-Hochpass-Schaltung gilt nach Gl. (8.74)

= 1,7 kHz.

f, = 1 _ 1
§ 2aRC, 2m-8Q-82uF

zur Teilaufgabe 4:

Die Resonanzfrequenz erhalten wir aus Gl. (8.86) zu

= 2,43kHz.

1 1 1
2nJLC, 2n,0,25mH 27uF 27,J0,25-107% .27

zur Teilaufgabe 5:

Die Admittanzen kénnen mithilfe der Beziehung 2 =Y u unmittelbar aus den Lisungen
der Teilaufgabe 1 abgelesen werden. Ihre Betréige

fo kHz =~ 1,94 kHz.

u
Ry +jwL,

[ =

o ‘ TR

1+jwC,R, |1-0%L,C, +j0C,R, |

sind in Abb. 2 im doppelt logarithmischen Mafstab dargestellt.
1

;|- 2

0,1 ——

wha, T N

N
0,01 A ™

A e
0,001

0,01 0,1 1 10 20
—» f/kHz
Abbildung 2: Betrag der Admittanzen als Funktion der Frequenz

An dem Diagramm ist die frequenzabhéngige Aufteilung des Eingangssignals zwischen
den einzelnen Lautsprechern zu erkennen. Signale im Frequenzbereich unterhalb von
0,9 kHz gelangen vor allem an den Lautsprecher 3. Bei 100 Hz betrégt dieser Anteil etwa
90 %. Signale im Frequenzbereich oberhalb von 4 kHz gelangen vor allem an den Laut-
sprecher 1. Dieser Effekt ist umso stdrker ausgeprégt, je hoher die Frequenz wird. Im
dazwischenliegenden Bereich gelangen die Signale vorwiegend an den Lautsprecher 2,
allerdings ist der Unterschied gegeniiber den beiden anderen Lautsprechern bei den
hier verwendeten einfachen Netzwerken nicht so stark ausgeprégt.
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Aufgabe 8.11 | Serienschaltung von zwei Parallelschwingkreisen

Gegeben ist die in Abb. 1 dargestellte Schaltung mit den Netzwerkelementen R = 1 kQ,
L, = 1mH, C, = 100 nF, L, = 0,1 mH und C, = 10 nF.

L
YN

R
o—e— 1

-2 - , [

o
Abbildung 1: Zwei Parallelschwingkreise in Serienschaltung

1. Bestimmen Sie die Resonanzfrequenzen f; und f, sowie die Giiten Q,, und Q,,, der
beiden Schwingkreise.
2. Bestimmen Sie den Betrag der Eingangsimpedanz Z in Abhéngigkeit der Frequenz.

3. Stellen Sie den Betrag der Eingangsimpedanz ’g | als Funktion der Frequenz in dem
Bereich 1 kHz < f < 1 MHz dar.

zur Teilaufgabe 1:

Mit GL. (8.111) gilt

1 1 1
= = =1592kHz und _—
27/L,C,  27,/ImH-1000F i 27\JL,C,

=159,2kHz.

fi

Fiir die Giiten erhalten wir

C 107 F C
Q=R [*2=10°Q|——=10 und Q=R [=%=10.
LY L \10%H P2 L

zur Teilaufgabe 2:

Ausgehend von der Admittanz eines Parallelschwingkreises

1 1) 0L+j(0*CLR-R) oLG+j(0’ClL 1)
Y =—+j|oC ———|= =
R oL, owL,R ol
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erhalten wir die Eingangsimpedanz des Netzwerks:
Z=2,+Z,= 4.1

oL,
=1 Y

_ + oL,
Y, oLG+j(0’*CiLi-1) oLG+j(0’C,L,-1)

) 20°L,L,G +j w[szle (C,+Cy)-L, - LZ]
WL, LG - (07CiLy =1)(0*CyL, -1) +ij[sz1Lz (C,+Cy)—L, - LZ} '

zur Teilaufgabe 3:

Der Betrag dieser Funktion ist als durchgezogene Linie in Abb. 2 dargestellt. Zum Ver-
gleich sind die Betrdge der Impedanzen der beiden Parallelschwingkreise als gestri-
chelte Kurven ebenfalls in dem Diagramm enthalten.

1000
e
T 100 s \
10 L2 2 N L |
g /«/ /\\
1z 1Z,] ™
. \
Y 10 100 1000

—» f/kHz
Abbildung 2: Betrage der Impedanzen

Die Resonanzen der beiden Parallelschwingkreise bei den Frequenzen f; und f, sind
auch in der Eingangsimpedanz Z erkennbar. Die Maximalwerte von Z entsprechen im
Wesentlichen dem Widerstand R, da die Impedanz des jeweils anderen nicht in Reso-
nanz befindlichen Schwingkreises gegeniiber R vernachlédssigbar ist. Allerdings besitzt
Z im Gegensatz zu den Einzelschwingkreisen auch ein ausgepréigtes Minimum bei der
Frequenz, bei der die Betrige |§1| und |Z 2| gleich sind. Diese Frequenz befindet sich
einerseits oberhalb von f;, d.h., der Schwingkreis 1 verhilt sich kapazitiv, und anderer-
seits unterhalb von f,, d.h., der Schwingkreis 2 verhilt sich induktiv, sodass sich die
beiden Impedanzen Z, und Z, praktisch in Gegenphase befinden. Die zugehérige Fre-
quenz kann ndherungsweise als die Resonanzfrequenz des aus C, und L, gebildeten
Serienschwingkreises berechnet werden:

1 1
27 JL,C,  27,/0,1mH -100nF

=50,33kHz.

f

263



Wechselspannung und Wechselstrom

Aufgabe 8.12 | Impedanztransformation

Die Schaltung in Abb. 1 zeigt einen idealen Ubertrager mit dem Ubersetzungsverhilt-
nis ii = N,/N; und mit einer auf der Sekundérseite angeschlossenen Impedanz Z.

o O

Zy="? ||

(e,

IN

i
Abbildung 1: Schaltung zur Impedanztransformation
1. Bestimmen Sie die Eingangsimpedanz Z, des Netzwerks.

2. Welche Eingangsimpedanz stellt sich ein, wenn fiir die Impedanz Z ein ohmscher
Widerstand R, eine Spule mit der Induktivitdt L oder ein Kondensator mit der Kapa-
zitdt C verwendet wird?

3. Welche Resonanzfrequenz weist die Eingangsimpedanz auf, wenn am Ausgang ein
Serienschwingkreis mit den Komponenten R, L, C angeschlossen wird?

zur Teilaufgabe 1:

1
—p —S
—>s g
ZE =? R R
u, u, Z
o 5
i

Abbildung 2: Festlegung der Bezeichnungen

Mit den Bezeichnungen in Abb. 2 gelten die beiden Beziehungen

a i
Z,==L und Z=3
i, L

Aufgrund der Zusammenhénge zwischen den primér- und sekundérseitigen Grofen
am idealen Ubertrager

a,=td, und i o=ii,

folgt unmittelbar das Ergebnis

:'_S :ﬁ A—szuzg (1)
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zur Teilaufgabe 2:

Fiir den Sonderfall Z = R erhalten wir wieder das bekannte Ergebnis Z . =ii*R ent-
sprechend Gl. (6.100).

zur Teilaufgabe 3:

Mit der Impedanz des Serienschwingkreises nach Gl. (8.84)
Z-R+j (wL _LJ
- oC

liefert die Beziehung (1) die Eingangsimpedanz

Z, =i Z = iR +jif’ (wL-iJ.
- - oC

Bei der Resonanzfrequenz verschwindet der Imaginérteil, d.h., wir erhalten wiederum
die Gl. (8.86) zur Bestimmung von @,. Die Resonanzfrequenz des Serienschwingkrei-
ses wird also durch den idealen Ubertrager nicht beeinflusst.
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Aufgabe 8.13 | Zeigerdiagramm beim Transformator, Kapp’sches Dreieck

In dieser Aufgabe soll untersucht werden, wie sich die Ausgangsspannung u,(f) eines
Transformators gegeniiber der Eingangsspannung u,(t) &ndert, wenn die Verlustwider-
stinde und die Streuinduktivititen des realen Bauelements beriicksichtigt werden.
Ausgangspunkt fiir die Betrachtung ist das aus Abb. 6.56 iibernommene Ersatzschalt-
bild fiir einen verlustbehafteten Ubertrager.

R, L L

52

Ry, i /ii i

s1

Abbildung 1: Ersatzschaltbild fiir einen verlustbehafteten Ubertrager

In der Praxis ist der Widerstand Rj, sehr gro gegeniiber den beiden Wicklungswider-
stinden R,; und R,,. Ebenso ist die Hauptinduktivitdt L, sehr grol gegeniiber den bei-
den Streuinduktivitdten Ly und L,,. Wird also der ausgangsseitige Lastwiderstand R,
durch einen Kurzschluss ersetzt, dann entspricht die an den Eingangsklemmen gemes-
sene Impedanz der Reihenschaltung aus den beiden Widerstdnden R,,+R,, = R und den
beiden Induktivitdten L, +L,, = L,. Die eingangs gestellte Frage wird meistens an dem
vereinfachten Ersatzschaltbild der Abb. 2 untersucht. Der Widerstand R;, und die Induk-
tivitdt L, liegen parallel zur Eingangsspannung und haben keinen Einfluss auf das
Ergebnis. Der ideale Ubertrager kann ebenfalls aus dem Schaltbild entfernt werden,
wenn die Lastimpedanz mit dem Ubersetzungsverhiltnis auf dessen Primérseite trans-
formiert wird (siehe Aufg. 8.12). Zur Verallgemeinerung wird noch der Lastwiderstand
durch eine beliebige Impedanz Z, ersetzt. Daraus resultiert das Netzwerk auf der rech-
ten Seite der Abb. 2, das mithilfe der komplexen Rechnung analysiert werden kann.

Abbildung 2: Vereinfachtes Ersatzschaltbild

1. Zeichnen Sie ein qualitatives Zeigerdiagramm mit den im Schaltbild angegebenen
Spannungen fiir die drei Félle: a: Z, =R, +jwL, b:Z, =R;, ¢ Z, =R, —jloC.

2. In welchem Verhiltnis stehen die Amplituden der Spannungszeiger i, und Qp?
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zur Teilaufgabe 1:

Bei der ohmsch-induktiven Last muss die Ausgangsspannung i, dem Strom i ,/iium
einen Phasenwinkel 0 < ¢ < 7/2 voreilen. Die Spannung an dem Wicklungswiderstand
R ist in Phase mit dem Strom, die Spannung an der Induktivitit L eilt dem Strom um
90° vor. Das sich dadurch ergebende Dreieck ist in Abb. 3 hervorgehoben und wird als
Kapp’sches Dreieck bezeichnet. Die Hypotenuse dieses Dreiecks bestimmt den Unter-
schied zwischen Eingangs- und Ausgangsspannung am Ubertrager, sowohl im Verhilt-
nis der Amplituden als auch bei der Phase.

Bei der rein ohmschen Last sind Ausgangsspannung und Strom in Phase, bei der
ohmsch-kapazitiven Last eilt die Ausgangsspannung dem Strom nach.

Zs ~
2 b o iy

Abbildung 3: Zeigerdiagramme fiir a: ohmsch-induktive Last, b: ohmsche Last und c: ohmsch-kapazitive Last

Die Abb. 3 zeigt lediglich das prinzipielle Verhalten, die Langen der Zeiger hédngen natiir-
lich von den Werten der Netzwerkelemente und der Frequenz ab.

zur Teilaufgabe 2:

In den Fillen a und b gilt immer |ués| <‘Qp‘. Im Fall ¢ kann sich diese Situation

dndern. Wenn sich die Spannung an der Induktivitit 4, und die Spannung infolge des
kapazitiven Anteils bei der Lastimpedanz weitestgehend kompensieren und die Span-

nung 4, hinreichend klein ist, dann kann |u QS| > ‘Qp‘ gelten. Wir erhalten dann an der

Last eine Spannungsiiberh6hung entsprechend dem Verhalten eines Serienschwing-
kreises.
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Aufgabe 8.14 | Ortskurvenberechnung

Die Schaltung in Abb. 1 wird durch eine harmonische Spannungsquelle i, = i, e mit
der Kreisfrequenz o erregt.

A

: U
L
R,

_l@ R L l_

Abbildung 1: RL-Schaltung

1. Bestimmen Sie mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung die Spannung 4,
an der Induktivitdt L in Abhangigkeit von 1.

2. Zeigen Sie, dass die Beziehung ja__af,, Zi*ib]_ i(l + ej(”_zamtanb)) gilt.
1+jb 2b 1+ijb 2b

3. Stellen Sie die Spannung 4, mithilfe der Beziehung aus Teilaufgabe 2 in der Form
i, = uK(1+ei‘pK)

dar und bestimmen Sie u, und ¢ in Abhéngigkeit von R;, Ry, L, @ und 1.

4. Geben Sie die Spannung g, fiir ® = 0 und @ — « an. Skizzieren Sie die Ortskurve
voni,.
=L

zur Teilaufgabe 1:

Die Impedanz der Parallelschaltung von R, und L berechnet sich zu

z,=todol
— Ry+jolL

Aus der Spannungsteilergleichung folgt

Z, R, -jwL B joLR,
v R+Z, R (Ry+joL)+R,-joL RR,+joL(R +R;)

zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten zunéchst den linken Teil der Gleichung. Die Multiplikation mit 2b/a liefert

(1)

|:>|l:>

ja @:1+—1+jb N j2b _1+jb+—1+jb_1+jb—1+jb_ j2b
1+jb a 1+ib 1+jb  1+jb  1+jb 1+ib 1+jb’

268



8.3 Level 2

Wir {iberpriifen jetzt den rechten Teil der Gleichung:

. j(— b
-1+jb _ \l1+b2 e](ﬂ arctanb) _ ej(n—Zarctanb)
1+jb \/l+b2 ejarctanb

zur Teilaufgabe 3:

Im ersten Schritt bringen wir die Spannung 1, auf eine Form, die der linken Seite der
Gleichung in Teilaufgabe 2 entspricht. Mit Gl. (1) und 4, = 4, gilt

L

) . jo—1,
4 = jw LR, u, _ R,
T RB+joL(B+Ry) gy, Bt R
11y
Der Koeffizientenvergleich ergibt
a:w—LﬁO und  b=orfitfe
R iR,
und mit Teilaufgabe 2 folgt schlieBlich die Darstellung
X a . b R j[n—z arctan[wL%}sz
by =g (10078 ) =& (1ol Fa gl )|
= 2b 2(R,+R,)

zur Teilaufgabe 4:

Fiir die beiden Grenzfille gilt
0, (0 =0)=ug (1+ej”) =0 bzw. 4, (0> w)=ug (1+ejo) =2uy -

Die Funktion ug(1+e" %) beschreibt einen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt bei ugx und
dem Radius ug. Durchlduft die Kreisfrequenz den Wertebereich 0 < @ < o, dann erhal-
ten wir die in Abb. 2 dargestellte Ortskurve mit den beiden in obiger Gleichung ange-
gebenen Grenzpunkten.

jim{a, |
/a)

' > Re{ﬁ }
T L33
A N AN
w=0 w—> 0
Abbildung 2: Ortskurve fiir QL als Funktion der Kreisfrequenz @
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Aufgabe 8.15 | Phasenbriicke, Ortskurvenberechnung

Eine aus zwei gleichen Widerstdnden und zwei gleichen Kondensatoren bestehende
Briickenschaltung soll durch das Netzwerk in Abb. 1 mit idealen Komponenten model-
liert werden.

1<
a

Abbildung 1: Phasenschiebernetzwerk

Wie dndert sich das Verhéltnis von Briickenspannung zu Quellenspannung 4, / 4, wenn
die Kapazitdt C der beiden Kondensatoren den Wertebereich 0 < C < c durchlduft? Das

Ergebnis ist als Ortskurve darzustellen.

Die Quellenspannung teilt sich in beiden Briickenzweigen gleichermaBen in die beiden
Spannungen am Widerstand und am Kondensator auf:

1
o 4, R joCR 4 __joC 1
— + t L= = d = = .
a=Upti; M & p, 1 1+jwCR u u p, 1 1+joCR
joC joC
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Aus dem Spannungsumlauf in der unteren Masche

jwCR . 1
1+jwCR ~1+jwCR

R

C

|=>
|=>
1>

u, =

folgt fiir das gesuchte Verhéltnis die Beziehung

joCR-1__ 1-jwCR 1-jwCR _ (1-jwCR)"

= . 1
1+jwCR  1+jwCR 1-joCR 1+(wCR)* @

u _
u

Der Betrag dieses Ausdrucks nimmt immer den Wert

an. Die Amplituden der beiden Spannungen sind unabhédngig von der Frequenz immer
gleich. Damit liegen alle Punkte der gesuchten Ortskurve auf dem Einheitskreis. Fiir
C = 0 liefert die Beziehung den Wert -1, fiir C — o den Wert +1. Bei allen anderen C-
Werten liegt der Phasenwinkel zwischen 0 und 180°. Bei @CR = 1 verschwindet der
Realteil in Gl. (1) und der zugehorige Phasenwinkel ist 90°.

(4, )a
Im{=%
: H

C—o>w

Re {QTZ}
1 i

Abbildung 2: Ortskurve fiir i1, / i1 als Funktion der Kapazitat C

Die Spannung an den Ausgangsklemmen entspricht der in der Phase verschobenen
Eingangsspannung, wobei die Phasenverschiebung im Bereich zwischen 0 und 180°
durch Wahl der Kapazitatswerte C festgelegt werden kann. Diese Aussage trifft aller-
dings nur fiir den ausgangsseitigen Leerlauf zu.
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Aufgabe 8.16 | Impedanztransformation

Gegeben sind die beiden Ausgangsimpedanzen Z=Z, =R+jolL und Z=Z,6 =
R-j/(wC). Mithilfe einer verlustlosen Vierpolschaltung gemdli Abb. 1 soll die Impe-
danz Z bei einer vorgegebenen Frequenz auf einen anderen Wert Z . # Z transformiert
werden.

o—— ——o0—
l :
! 1
1
H Transf_ormatlons- ! 7 7-7 7-7
! vierpol ! = = =l = =2
: : ——
! 1
! 1
1
o— —o— o—

Abbildung 1: Betrachtete Anordnung

1. Zeichnen Sie einen qualitativen Ortskurvenverlauf fiir die Eingangsimpedanz Z,
fiir die Fille, bei denen der Transformationsvierpol lediglich eine einzelne Reak-
tanz enthalt.

2. Begriinden Sie, warum die Ortskurven bei parallel geschalteter Induktivitdt bzw.
Kapazitét kreisformig sind.

3. Wir betrachten jetzt die beiden Transformationsvierpole in Abb. 2 mit jeweils zwei
Reaktanzen. Markieren Sie in der komplexen Ebene die Bereiche mit allen mogli-
chen Werten Z,, in die die Ausgangsimpedanzen Z mithilfe der jeweiligen Schal-
tung transformiert werden kénnen.

Abbildung 2: Transformationsvierpole mit zwei Reaktanzen

zur Teilaufgabe 1:

Mit einer einzelnen Reaktanz ergeben sich die vier in Abb. 3 dargestellten Moglichkei-
ten. In den unteren Abbildungen sind jeweils die zu den oberen Netzwerken gehoren-
den Ortskurven der Eingangsimpedanz Z, dargestellt, wobei die Impedanzen Z, und
Z, beliebig gewdhlt sind. Bei der Darstellung der Ortskurven ist angenommen, dass
die Werte von L und C den Zahlenbereich zwischen 0 und o durchlaufen.

Die Reihenschaltung mit einer Induktivitdt oder Kapazitdt verdndert lediglich den
Imaginérteil der Impedanzen Z. Bei einer Parallelschaltung mit einer Induktivitt
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bzw. Kapazitdt nimmt die Ortskurve einen kreisférmigen Verlauf an. Die Endpunkte
liegen jeweils bei den Ausgangswerten Z, und Z, und im Nullpunkt.

BRI NE],
- e

Abbildung 3: Ortskurven fiir die Eingangsimpedanz Z ,, der dargestellten Netzwerke

zur Teilaufgabe 2:

Bei der Parallelschaltung einer konstanten Admittanz 1/Z mit einer verdnderlichen
Induktivitdt oder Kapazitdt erhalten wir als Ortskurve fiir die Gesamtadmittanz eine
Gerade, die sich ausgehend von dem konstanten Wert parallel zur imagindren Achse
ins Unendliche erstreckt. Die Inversion dieser Geraden liefert aber als Ortskurve fiir
die Impedanz einen Kreisausschnitt, der durch den konstanten Wert Z, bzw. Z, und
durch den Nullpunkt begrenzt ist.

zur Teilaufgabe 3:

Wir betrachten zunédchst die Anordnung in Abb. 2a. Die Ortskurve fiir die Parallelschal-
tung aus der Ausgangsimpedanz und dem Kondensator kénnen wir von dem Netzwerk
4 in Abb. 3 tibernehmen. Mit dem Kondensator ist jeder Punkt auf dem betreffenden
Kreisausschnitt erreichbar. Die zusétzlich in Reihe liegende verdnderliche Induktivitét L
erhoht den Imaginérteil der Impedanz Z, , sodass alle Punkte oberhalb der Kreisbogen
durch geeignete Wahl von L und C einstellbar sind. Der mégliche Wertebereich fiir Z, |
ist fiir die beiden Ausgangsimpedanzen Z, und Z, in Abb. 4 hervorgehoben.

IN

»
|

Im{Z Ea }A Im{ZE,a }
I e\
e =
——x Re{ZE,a } C Re{ZE,a }
C

Abbildung 4: Méglicher Wertebereich fiir die Eingangsimpedanz Z .

273



Wechselspannung und Wechselstrom

274

Ausgangspunkt fiir die Anordnung in Abb. 2b ist die Ortskurve von dem Netzwerk 1
in Abb. 3. Die Parallelschaltung eines zusétzlichen Kondensators fiihrt auf einen Kreis-
ausschnitt zwischen einem Punkt auf der bisherigen Ortskurve und dem Nullpunkt.
Im Falle der Ausgangsimpedanz Z, erhalten wir den Kreisbogen mit dem kleinsten
Radius, in diesem Fall einen Halbkreis mit dem Radius R/2, wenn sich der kapazitive
Anteil von Z, mit der in Reihe liegenden Induktivitdt L in Resonanz befindet. In die-
sem Grenzfall besteht die Eingangsimpedanz Z,, aus der Parallelschaltung von der
einstellbaren Kapazitdt C und dem Widerstand R.

Im{ZE,b } A Im{ZE,b } A L
I Z,
%J Re{ZE,b } C Re{ZE,b }
C

Abbildung 5: Méglicher Wertebereich fiir die Eingangsimpedanz Z .,

Aufgabe 8.17 | Leistungsberechnung im Dreiphasensystem

In einem Dreiphasensystem besteht die komplexe Impedanz Z pro Phase aus je einer
Reihenschaltung eines Widerstandes und einer Induktivitdt. Fiir die Generatorspan-
nungen gelte:

A a0 A A S
i, =ue", 4,=te %, O,=0e *.

L L@
oo >
A
El(t)l u, ()| |usy(0) Z,
NG
L2 Zi(t) 1
3
i;(0)

Abbildung 1: Sternschaltung mit Sternpunktleiter

1. Berechnen Sie die Leistung am Verbraucher.

Fiir die folgenden Teilaufgaben wird eine symmetrische Belastung angenommen:
R,=R,=R;=Rund L,=L,=L; =L

2. Berechnen Sie die Leistung am Verbraucher fiir die symmetrische Belastung.

3. Geben Sie den Strom im Neutralleiter an.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Leistung am Verbraucher ist
A P
pP= Pl+PZ+P3—Re u, i, +Eg2£2 +EE Iy ¢

Die Strome berechnen sich zu

_ i _ #e—jarctan%
Z ,/R12+(wL1)2
Q —]arctan%
i,=
Z, JHZ a)L2
J - oly
Ll _ ]arctan R,
Z, «133 wL3
Damit ergibt sich fiir die Leistung
. ol 27 oL, 3
jarctan—— iZZ  jarctan " jarctan
2 e By -izl ee 2 -JLﬂ ¢ e s
e —~+e —~+e —_—
Jm?wwg) J@ +(oL,)? R +(wLy)
L] wly
tan "1 t
o 1 ]arc an R ]arc an 3
2
,/Blz+(wL1) ./ JHS +(oLy)®
zur Teilaufgabe 2:
Die Leistung am Verbraucher ist
. ol
3 R 1 jarctan—— 3. 1 L
P=21*Re T R :—uz—zcos(arctanw—j.
2 R*+ (L) 2 R +(oL) R

zur Teilaufgabe 3:

Im Neutralleiter flieBt der Strom

~ ol .27 4
N N ~ A u —]arctan? ]3 3
1N=11+12+Ls=—e 1+e +e =0.

R*+(wL)
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Aufgabe 8.18 | Leistungsberechnung im Dreiphasensystem

Das Drehstromsystem in Abb. 1 zeigt eine Dreieckschaltung mit unsymmetrischer
Belastung. Fiir die Netzwerkelemente gelten folgende Werte: R, = 100 Q, R, = 150 Q,
R;=200Q, L =50mH, C= 20 pF und f = 50 Hz. Fiir die Generatorspannungen gelte:

i,=0e", 4,=de 3, O,=fe 3 mit a=+2.230V.

U
-—
L2 i,(1)
u, (t) -
L3

i5(0)
Abbildung 1: Dreieckschaltung mit unsymmetrischer Belastung

Berechnen Sie die AuBenleiterstréme i (t), i,(t) und i,(t).

Bei dieser Schaltung sind die Spannungen an den einzelnen Impedanzen des Verbrau-
chers identisch mit den Strangspannungen. Daraus ergeben sich die Verbraucherstrome:

A

» 0, +f2-230V

1, ==1% =3,2527A
2R 100Q
2 2
. i, J2:230V.e 3 2.230V.e 3 2,199
1232 " = " = 0.1 =2,1567Ae ’
R, +jwL 150Q+j-15,707Q  150,8Q-¢'*
4 A
A 23 \/E'Z?)OV'B 3 \/E'Z?)OV'G 3 -j3,517
iy, = = . = —5 = L2726 A-e7
Ro4_ L 200Q2-j-159,2Q  255,6Q-7”

T jwC
Die AuBenleiterstrome erhalten wir nun aus den Differenzen der jeweiligen Verbrau-
cherstrome:

i,=1y, 14 =32527 A-1,2726 A e 57
=3,2527 A-1,2726 A -[cos(-3,517) +j-sin(-3,517)] =
=4,4368A—j-0,466 A = 4,461A-e 1'% =4,461A .¢%

iy =1,,—1,=21567A 7219 32527 A =4,845A %1 = 4,845 A -&/201 1"

~

fy=iy—1,,=12726A 6717 _21567 A-e721% =0,0829 A +j-2,211A

=2,213A-e°% =2,213A - &/¥%
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Aufgabe 8.19 | Messung mit Oszilloskop und Tastkopf

Ein aus den beiden Widerstinden R; = 25kQ und R, = 75 kQ bestehender Span-
nungsteiler wird an eine hochfrequente Spannungsquelle u(t) = G cos(wt) mit 1 =100V
angeschlossen. Die an R, abfallende Spannung u,(f) soll mit einem Oszilloskop mit vor-
geschaltetem 10:1-Tastkopf entsprechend Abb. 1 gemessen werden. Die Eingangsimpe-
danz des Oszilloskops setzt sich aus dem Widerstand Rg =1 MQ und der Kapazitét
Cg = 9 pF zusammen.

© J_ Oszilloskop

Tastkopf ( \

—— NG

2 l u, (1)
1— ' R.|C

o]

Abbildung 1: Messanordnung

1. Welche Werte miissen der Widerstand Ry, und der Kondensator Cy aufweisen, damit
die am Oszilloskop angezeigte Spannung u,(f) unabhéngig von der Frequenz genau
1/10 der am Tastkopf anliegenden Spannung u, () betragt?

2. Berechnen Sie die am Oszilloskop angezeigte Spannungsamplitude in Abhédngigkeit
von der Frequenz und stellen Sie den prozentualen Fehler in einem Diagramm dar.

3. Wie dndert sich der prozentuale Messfehler, wenn ohne den Tastkopf gemessen wird?

4. Welche weiteren Messfehler sind zu erwarten?

zur Teilaufgabe 1:

Die geforderte von der Frequenz unabhéngige Spannungsteilung

() _ 1 (1)

u,(t) 10

fiihrt mit den in Kap. 8.4 abgeleiteten Beziehungen auf die Werte

Ry =(10-1)R; =9MQ  und CV=15E1=1pF. (2)

zur Teilaufgabe 2:

Wird das Oszilloskop iiber den Tastkopf an den Spannungsteiler angeschlossen, dann
wird die Eingangsimpedanz der Messapparatur parallel zu R, geschaltet. Zur Berech-
nung der dadurch geénderten Spannungsteilung betrachten wir die Ersatzanordnung
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in Abb. 2. Die Impedanz Z reprisentiert die Reihenschaltung der beiden Impedanzen
Z,, des Tastkopfes und Z; des Oszilloskops:
(8.78) (2)
Z=Z,+Z, ,BV + _RE =10Z. (3)
Fiir die Parallelschaltung von R, und Z gilt
R,Z
Z =22
SRz
R, R
RZ Z l 122 Zpar 1'_22
o

Abbildung 2: Ersatzschaltbild fiir die Messanordnung in Abb. 1

Die Rechnung mit den komplexen Amplituden fiihrt mithilfe der Spannungsteilerregel

unmittelbar auf den Zusammenhang
B2
Zoaw _ Ry+Z R,Z @)
ByZ  R(B,+Z2)+R,Z’

|:>|l|\,:’

H +Zpar R +—==
R, +Z

Mit den in Teilaufgabe 1 bestimmten Werten gilt u,(f) = 10u;(t), sodass wir am Oszil-

o) - il e e
=110 10|R, (R, +2)+R,Z|

loskop die Spannungsamplitude
erhalten. Fiir den Sonderfall einer unendlich groBen Impedanz Z — <« entspricht die

angezeigte Amplitude dem erwarteten Ergebnis
RZ |_4a R 100V, 75-7,5V.
0 10

L~ d

|E3|:E|H Z+R,Z| 10 R +R
14+ G4 11y

Infolge der endlichen Impedanz Z ist die angezeigte Spannung aber zu gering. Den pro-

zentualen Fehler erhalten wir aus dem Verhaltnis

| Rz |—1 -100%. (5)

u
10-7,5V R, (R, + Z)+R,Z|

| | 7,5V
100% =

u 7,5V
Dieses Ergebnis ist fiir die angegebenen Zahlenwerte als Funktion der Frequenz in

Abb. 3 dargestellt. Bei Gleichspannung gilt Z = R, + Ry =10MQ, sodass der Fehler
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—0,187 % betrégt. Mit steigender Frequenz wird die Eingangsimpedanz der Messan-
ordnung infolge der Kapazititen immer geringer, d.h., die Impedanz Z , und damit
auch die angezeigte Spannung nehmen ab.

Aulo

u%

~
-0,6 \

0 200 400 600 800 1000
—» [ /kHz

Abbildung 3: Prozentualer Fehler bei der Spannungsanzeige, Messung mit Tastkopf

zur Teilaufgabe 3:

Fiir die Messung ohne Tastkopf erhalten wir den Fehler aus Gl. (5), indem wir Z, =0
und damit Z durch Z, ersetzen. Da die Eingangsimpedanz der Messapparatur nach
Gl. (3) jetzt um den Faktor 10 geringer ist, wird der Messfehler entsprechend groBer.
Die Auswertung ist in Abb. 4 dargestellt.

Au 1 0\

u % T~

0 200 400 600 800 1000
—» f/kHz

Abbildung 4: Prozentualer Fehler bei der Spannungsanzeige, Messung ohne Tastkopf

zur Teilaufgabe 4:

Die Belastung des Spannungsteilers mit der Messapparatur hat nicht nur einen Fehler
bei der angezeigten Spannungsamplitude zur Folge, sondern die Kapazititen verursa-
chen auch einen Phasenfehler. Die Phasenverschiebung der Spannung u;(t) gegeniiber
der Quellenspannung u(t) ldsst sich aus den bisherigen Beziehungen bestimmen:

(1)

D14, ®1 R,Z ® R,Z,
0 @

T 10R,(R,+Z)+R,Z RB,+(R +B,)10Z,

|:>|:L,:)
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Mit der Eingangsimpedanz des Oszilloskops nach Gl. (3) folgt daraus

— HZBE —
R\R,+(R, +R,)10R; +jwRzCyR, R,

N

|$:.‘>|<L,:>

|$:.‘>|<|_~,:>

Fiir den Phasenwinkel ¢ erhalten wir das Ergebnis fiir die Messung mit Tastkopf

wBECERle

¢ = —arctan .
RR,+(R,+R,)10R,

Bei der Messung ohne Tastkopf entfillt der Faktor 10 im Nenner und der Phasenfehler
wird gréBer. Die beiden Félle sind gemeinsam in Abb. 5 dargestellt.

0°
4 mit Tastkopf T
T -10° N

-20° \\

\ohne Tastkopf
-30°
-40°
0 200 400 600 800 1000

—» f/kHz

Abbildung 5: Phasenfehler bei der Spannungsanzeige

Aufgabe 8.20 | Filterdampfung

In dieser Aufgabe wird eine Situation aus dem Gebiet der elektromagnetischen Vertrag-
lichkeit betrachtet. Eine Spannungswandlerschaltung (in Abb. 1 als Stérquelle bezeich-
net) ist an das 50-Hz-Wechselspannungsnetz angeschlossen. Das Netz ist durch eine
ideale Spannungsquelle mit den Impedanzen der beiden Zuleitungen Z, dargestellt.
Die Spannungswandlerschaltung (vgl. Kap. 10.9) erzeugt aufgrund ihrer Betriebsweise
hochfrequente Stréme i(t) im Bereich f> 20 kHz, die zuriick zum Netz fliefen und an
den Impedanzen Z,, Spannungsabfille hervorrufen. Wird ein weiterer Verbraucher an
das gleiche Netz angeschlossen, dann setzt sich die Eingangsspannung fiir diesen Ver-
braucher aus der 50-Hz-Wechselspannung u, (t) und dem iiberlagerten hochfrequenten
Spannungsabfall 2Z  i(t) an den beiden Impedanzen zusammen, sodass dieser Verbrau-
cher infolge der hochfrequenten Stérspannungen in seiner Funktion beeintrdchtigt
werden kann. Zur Vermeidung dieser Problematik miissen die Stérspannungen an Z,,
begrenzt werden. Zu diesem Zweck werden Filterstufen zwischen den Netzanschluss
und die Stérquelle eingefiigt, die den Hochfrequenzstrom durch die Netzimpedanzen
reduzieren sollen. Fiir die folgenden Untersuchungen soll angenommen werden, dass
sich die Storquelle wie eine ideale Stromquelle mit dem Strom i(t) verhalt.



8.4 Level 3

: Filter ' Stérquelle

Verbraucher

Abbildung 1: Netzwerk zur Beschreibung der Storproblematik

Zur Untersuchung der Filterwirkung auf die hochfrequenten Stérspannungspegel an
den Netzimpedanzen kann die 50-Hz-Netzspannung u,(t) unberiicksichtigt bleiben.
Fiir die Messungen in der Praxis werden die Netzimpedanzen durch ein ohmsch-
induktives Netzwerk ersetzt, das oberhalb von 1 MHz den Wert 50 Q annimmt. Dieser
Wert wird zur Vereinfachung der folgenden Rechnung unabhéngig von der Frequenz
konstant gehalten: Z, = R =50Q. Das Filter muss so ausgelegt werden, dass ein mog-
lichst groBer Anteil des Storstromes durch die parallel liegende Impedanz Z  fliefit
und nur ein geringer Anteil durch die Reihenschaltung Z +2R. Das Netzwerk wird
jetzt so umgezeichnet, dass in der iiblichen Weise die Quelle auf der linken Seite und
der Verbraucher (die Netzimpedanzen) auf der rechten Seite dargestellt sind. In Abb. 2
sind bereits die komplexen Amplituden der Strome und Spannungen eingetragen.

Abbildung 2: Netzwerk zur Untersuchung der Filterddmpfung

1. Berechnen Sie das Verhiltnis aus der Storspannung an der Netzimpedanz ohne
Filter zur Storspannung an der Netzimpedanz mit Filter.

Als Filterddmpfung (attenuation) wird das mit dem Faktor 20 multiplizierte logarith-
mierte Verhiltnis

gS,ohne Filter

Ug, mit Filter

aldB] =20log

bezeichnet. Dieses wird tiblicherweise in deziBel (Abkiirzung dB) angegeben.
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2. Berechnen Sie die Filterddimpfung in dB.

3. Berechnen Sie die Filterddmpfung fiir das Filter in Abb. 3a in Abhéngigkeit der Fre-
quenz fiir den Bereich 10 kHz < f < 10 MHz und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar.

Diskutieren Sie das Ergebnis.

4. Berechnen Sie die Filterddampfung fiir das Filter in Abb. 3b in Abhéngigkeit der Fre-
quenz fiir den Bereich 10 kHz < f < 10 MHz. Verwenden Sie dabei die folgenden
Werte: L, = 10 nH, R, = 20 mQ, C, = 100 pF und R, = 4 Q. Stellen Sie das Ergebnis

grafisch dar und diskutieren Sie den Kurvenverlauf.

3 Ly

o»—o—YYY\_5h o
L, =2mH L, R
i
Cr
—— C,
C, =1pF
P
o o o—4&

Abbildung 3: a: Filter mit idealen Komponenten, b: Filter mit realen Komponenten

zur Teilaufgabe 1:

Bei nicht vorhandenem Filter gilt ag , .. —= ZRi' . Mit Filter erhalten wir die Stor-
spannung dg .. o = 2RIy Das gesuchte Verhiltnis der beiden Spannungen ist also
durch das Verhiltnis der Strome gegeben. Aus der Spannungsgleichheit folgt mit

is(z,+2R)=(i-15)z, - I5(z,+2r+2,)=iz,
unmittelbar das gesuchte Verhéltnis

UsohneFilter _ 1 _ Z,+Z,+2R 14 Z,+2R

Ug mitFilter ~ Lg Z, Z,

zur Teilaufgabe 2:

Z +2R
1+=L——|

=P

a[dB]=20log

(1)

(2)

Bei nicht vorhandenem Filter, d.h. Z =0 und Z, >, erhalten wir die Dampfung

0 dB.
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zur Teilaufgabe 3:

Wir betrachten zunichst das Filter a mit einem idealen Kondensator und einer idealen
Spule. Das Spannungsverhiltnis nach Gl. (1) nimmt die folgende Form an:

u . :

“Sohnefilter g JOL 2R _ g 2p 0 viwC, 2R

gS,mit Filter 1 / (](UCP)
u ; 2
—SohneFiller) \/(1 ~0?L,C,) +(wC,2R) . (3)
gs,mit Filter

Fiir die Ddmpfung erhalten wir
2 2

a[dB]:ZOlog\/(l—szGC) +(a)szR) . (4)

Mit @ = 2zf und den in der Abb. 3 angegebenen Zahlenwerten nimmt die Ddmpfung
des idealen Filters als Funktion der Frequenz den in Abb. 4 dargestellten Verlauf an.
Die Beschriftung auf der vertikalen Achse links zeigt die Werte a[dB] nach Gl (4). Der
Kurvenverlauf beim Spannungsverhéltnis nach Gl. (3) ist v6llig identisch, lediglich
die Achsenbeschriftung muss angepasst werden. Die zugehorigen Werte fiir das Span-
nungsverhéltnis sind auf der rechten vertikalen Achse angetragen.

190 +10° QS,ohne Filter
aldB] / 10° QS‘m[t Filter
T 100 +10°
/ 110 T
50 / 10’
1100
110
0 1

0,01 0,1 1 10

— f/MHz
Abbildung 4: Dampfung der hochfrequenten Storspannungen infolge des idealen Filters a

Der Quellenstrom i teilt sich an dem Stromknoten in einen Strom durch den Kondensa-
tor C, und einen Strom durch die Reihenschaltung aus Induktivitét L, und Netzimpe-
danz 2R auf. Wird die betrachtete Frequenz um einen Faktor 10 erhéht, dann reduziert
sich die Impedanz des Kondensators 1/jwC,, ebenfalls um einen Faktor 10, gleichzeitig
erhoht sich die Impedanz der Induktivitdt joL, um den Faktor 10. Das Verhiltnis von
Spulenstrom zu Kondensatorstrom wird also insgesamt um den Faktor 100 kleiner, d.h.,
das in Abb. 4 angegebene Spannungsverhiltnis dndert sich ebenfalls um zwei Zehner-
potenzen. Die Ddmpfung der Storstréme durch die Netzimpedanz erhht sich somit bei
einer Verzehnfachung der Frequenz um 20 - log(100) = 40 dB. Im unteren Frequenz-
bereich ist dieser Zusammenhang nicht mehr exakt richtig, da sich hier der frequenzun-
abhédngige Widerstand 2R wegen der immer kleiner werdenden Impedanz joL, zuneh-
mend bemerkbar macht.
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zur Teilaufgabe 4:

In Abb. 3b wird das reale Verhalten der Komponenten durch erweiterte Ersatzschaltbil-
der wesentlich besser beschrieben. Die Verlustmechanismen werden durch die beiden
Widersténde erfasst. Fiir die Filterddmpfung sind aber die Zuleitungsinduktivitdt beim
Kondensator und die Wickelkapazitdt bei der Spule von viel groBerer Bedeutung. Die
angegebenen Zahlenwerte fiir diese parasitiren Eigenschaften sind in Ubereinstimmung
mit gemessenen Werten. Wir berechnen zunéchst die beiden Impedanzen

. 1
Zp =HP+][a)LP—prJ

und
R.+jwL. ) ——
2 :( Priol) e _ R+jol,
= Rr+ijr+ 1 1—w2LrCr+ja)C,H,
joC,

Das Spannungsverhiltnis und die Ddmpfung erhalten wir durch Einsetzen der beiden
Beziehungen in die Gleichungen (1) und (2). Die Auswertung ist zusammen mit dem
gestrichelten Kurvenverlauf fiir das ideale Filter in Abb. 5 dargestellt.

150

4107
a[dB] 1108

ES,DIIME Filter

YUs mit Filter

T 100 L 110°
80 dB L 110° T
/ 110°
50
1100
fi |/ 710

0 1
0,01 0,1 1 10

— f/MHz
Abbildung 5: Dédmpfung der hochfrequenten Stdrspannungen infolge des realen Filters b

Die Ddmpfungskurve zeigt zwei ausgeprégte Resonanzstellen. Die erste Resonanzstelle
entsteht infolge des Parallelschwingkreises Z :

1 1 1 107

= = = = Hz = 356 kHz.
27 JL,C,  27\2mH-100pF  27.20.10%s 27320

h

Dieser Sperrkreis nimmt bei der Resonanzfrequenz die maximale Impedanz an, sodass
die Dampfung hier ebenfalls ein Maximum aufweist.

Bemerkung:
Die Berechnung dieser Resonanzfrequenz mit der exakten Formel (8.142) liefert im
Rahmen der Rechengenauigkeit den gleichen Wert.

Die zweite Resonanzstelle entsteht infolge des Serienschwingkreises Z :
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fo= ! = ! = ! =£HZ 1,6 MHz.
27 [L,C, 2nI0nH-1uF 7ot s 27

Dieser Saugkreis nimmt bei der Resonanzfrequenz die minimale Impedanz R, = 20 mQ
an, sodass die Dampfung hier ebenfalls ein Maximum aufweist.

Oberhalb der Frequenz f; verhilt sich Z nicht mehr wie eine Induktivitét, sondern
wie eine Kapazitdt. Da sich Z z, ebenfalls noch wie ein Kondensator verhélt, erhalten
wir einen kapazitiven Stromteiler (vgl. Aufgabe 7.2). Da sich jetzt beide Impedanzen
in der gleiche Weise mit der Frequenz dndern, bleibt die Dampfung praktisch kon-
stant, d.h. unabhéngig von der Frequenz. Die Ddmpfung in dem Frequenzbereich
f1 < f < f, lasst sich aus dem Teilerverhiltnis leicht abschéatzen:

c, 10°°F 4
a[dB] =20log .- 201log T0F ~ 20log10* = 80.
In der Abb. 5 fillt die Ddmpfung in diesem Frequenzbereich nicht bis auf diesen kon-
stanten Wert ab, da die zweite Resonanzstelle schon wieder einen Anstieg der Damp-
fung verursacht.

Oberhalb von f, verhilt sich die Impedanz Z nicht mehr wie eine Kapazitit, son-
dern wie eine Induktivitdt. Im Bereich f> f, steigt bei einer Verzehnfachung der Fre-
quenz die Impedanz Z,~ joL, um den Faktor 10, die Impedanz Z ~ 1/joC, nimmt
dagegen um den Faktor 10 ab. Insgesamt reduziert sich das Spannungsverhiltnis also
um zwei Zehnerpotenzen, d.h., die Dampfung der Storstréme durch die Netzimpe-
danz wird bei einer Verzehnfachung der Frequenz um 20-1og(100) = 40 dB geringer.

Aufgabe 8.21 | Impedanztransformation

Gegeben ist das Netzwerk in Abb. 1 mit einem idealen Ubertrager.

R, ICI L i L,
— —_— — ; | —
g, ic i, ° . U,
4® Gl

Abbildung 1: Betrachtetes Netzwerk

1. Geben Sie ein Ersatznetzwerk fiir die dargestellte Schaltung an, das keinen Uber-
trager mehr enthélt, indem Sie alle GroBen von der Sekundérseite auf die Primaér-
seite transformieren.

2. Berechnen Sie die Zeiger i , und QRL in Abhéngigkeit der gegebenen Grofen.

3. Bei welcher Frequenz f, wird die Wirkleistungsaufnahme des Netzwerks maximal?
Welche Bedingung muss fiir den Wert von R; bei dieser Frequenz erfiillt sein, da-
mit die Quelle ihrerseits die maximale Leistung abgeben kann? Wie wird dieser
Betriebsfall genannt?

4. Zeichnen Sie ein qualitatives Zeigerdiagramm fiir die Stréme und Spannungen bei
einer Frequenz f # f; und einem Ubersetzungsverhiltnis ii = 2.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Impedanz R; +jwL, wird als ii?(R;+jwL,) auf die Primérseite transformiert. Die Span-
nungen auf der Sekundarseite miissen bei der Transformation auf die Primérseite nach
GL. (6.99) mit dem Ubersetzungsverhaltnis multipliziert werden.

2 C .2
P > > e
iy U, i, it
=R; = =L =Ly

Abbildung 2: Aquivalentes Netzwerk ohne Ubertrager

zur Teilaufgabe 2:

Fiir die Masche in Abb. 2 erhalten wir den Strom aus

i = T Z o = By +1Ry +jo (L, +ii L2)+L. (1)
gges ]a)C

Fiir die Spannung am Lastwiderstand gilt

LA LD N A s 2
tup =Ry i, — up =iR;i,=Ri,.

zur Teilaufgabe 3:

Beim dargestellten Netzwerk handelt es sich um einen Serienschwingkreis, dessen
Blindwiderstand bei der Resonanzfrequenz f; verschwindet. Die Resonanzfrequenz
erhalten wir aus der Forderung

Im{gges}zo - w(L1+ﬁZL2)=ﬁ ~ foz%:m.
1 2

Bei dieser Frequenz kompensieren sich die Blindwiderstdnde der beiden Induktivita-
ten und des Kondensators. Die Gesamtimpedanz bei dieser Frequenz ist somit rein
ohmsch und gemiB Gl. (1) wird bei dieser Frequenz der Strom 2 , und damit auch die
Wirkleistungsaufnahme maximal. Gilt zusétzlich fiir die beiden ohmschen Wider-
stainde R; = ii®R;, so herrscht Leistungsanpassung zwischen Quelle und Verbraucher
und am Lastwiderstand erhalten wir die verfiigbare Leistung.

zur Teilaufgabe 4:

Beim Zeichnen des Zeigerdiagramms miissen die folgenden Zusammenhénge bertick-
sichtigt werden:

iy=1,/1, U,=u; +up, u

) =iu, und Uy =Up +U;+U; +U;.

Bei dieser Reihenschaltung zeichnen wir den Strom willkiirlich entlang der horizon-
talen Achse. Die Linge von i ist willkiirlich, die Ldnge von i, muss um den Faktor ii
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groBer sein. Die Spannungen an den Widerstdnden sind in Phase mit dem Strom und
liegen ebenfalls entlang der horizontalen Achse. Thre Liangen sind abhdngig von den
Werten R; und R; und daher nicht bekannt. Die Spannungen an den Induktivitdten
sind um 90° voreilend, die Spannung am Kondensator eilt um 90° nach. Auch diese
Langen sind nicht bekannt, da die Werte der Netzwerkelemente nicht gegeben sind.
Im néchsten Schritt konnen aber die Spannungen 1, und 4, entsprechend den obigen
Gleichungen eindeutig bestimmt werden. Schheﬁhch folgt 4, aus der Addition der
vier Einzelspannungen nach obiger Gleichung.

ol

i L_Qoi
A T i,
4, ﬁc!ﬁns:*

y
>y
<y

<

1~
| >
8]

Upg,

ucy

Abbildung 3: Qualitatives Zeigerdiagramm zur Schaltung in Abb. 1

Aufgabe 8.22 | Blindstromkompensation

Ein Wechselstrommotor gibt bei 230 V, 50 Hz eine Nennleistung von 3 kW ab. Der Wir-
kungsgrad des Motors betrégt 7 = 80 % und der Leistungsfaktor ist cos(¢,-¢;) = 4 = 0,55.
Der Motor kann durch eine RL-Reihenschaltung modelliert werden. Der Leistungsfaktor
soll gemdB Abb. 1 durch die Parallelschaltung von Kondensatoren auf A= 0,9 erhoht
werden.

/

1~ |

=

oC

Kompensations-
netzwerk

—
e
t\
-
S
35

Abbildung 1: Teilkompensiertes Netzwerk

1. Wie dndert sich der Strom infolge der Kompensation?

2. Welche Kapazitdt muss der Kondensator haben?
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zur Teilaufgabe 1:

Die vom Motor aufgenommene Leistung betrégt

P=3k—W=3,75kW.

n

Bei dem angegebenen Leistungsfaktor gilt fiir die Amplitude des Stromes

A A

Gy i s 2P 2-3,75kW

P=Ulcos —p )=, o =i = =——""" " —419A.
(pu=0:) 2 NT0,4 J2-230V-0,55

Durch die Parallelschaltung des Kondensators éndert sich der Netzstrom entspre-
chend der Knotengleichung

Iy=I1c+1.

Eine Erh6hung des Leistungsfaktors reduziert die Amplitude des Netzstromes auf

; _ 2P _ 2375kW
N0 Ac V2-230V-0,9

zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten zunédchst das Zeigerdiagramm in Abb. 2. Bei den beiden Leistungsfaktoren
stellen sich die Winkel ¢ = ¢,-¢; = arccos(0,55) = 56,6° bzw. ¢ = arccos(0,9) = 25,8°
zwischen der Quellenspannung und dem Netzstrom ein. Die Differenz der beiden Stréme
entspricht dem Kondensatorstrom.

=256 A.

Abbildung 2: Zeigerdiagramm

Da die Realteile von i , und i gleich sind, erhalten wir die Amplitude des Kondensator-
stromes aus der Differenz der Imaginérteile. Mit den beiden Winkeln

¢ =arccos(0,55)=56,6° und ¢, =arccos(0,9) = 25,8°

folgt unmittelbar

ic =1sin(p)—iysin(pc)=419A sin(56,6°)—25,6A-sin(25,8°) = 23,8 A.
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Mit der am Kondensator anliegenden Netzspannung kann die Kapazitédt berechnet wer-
den:

g i 23,8 A
U, =~ d C = CA' =
joC Wiy 2750Hz /2 -230V

Aufgabe 8.23 | Unsymmetrisch belastetes Dreiphasensystem

Das Netzwerk in Abb. 1 wird aus einer harmonischen Spannungsquelle @, = 0,'° mit
der Kreisfrequenz o gespeist.

=233uF.

Y

[~

CILE

Abbildung 1: Parallelschwingkreis

1. Berechnen Sie den Real- und Imaginérteil des Stromes 2 .

2. Zeichnen Sie fiir den Fall 2L = 1/0C = 10 Q, R = 2,5 Q und 1, =10V ein quantita-
tives Zeigerdiagramm (2V £1cm,1A £ 1cm).
Das Netzwerk wird um zwei weitere harmonische Spannungsquellen mit i, = Qle_ﬂ”/ 3

und i, = Qle’j‘l”/e‘ sowie zwei Widerstdnde R, und R; ergénzt, siehe Abb. 2.

i
[
i Vi Vi
In '
("

1

Abbildung 2: Erweitertes Netzwerk

3. Berechnen Sie die Strome i , und i , sowie i  mit Real- und Imaginérteil.

4. Berechnen Sie die erforderlichen Widerstandswerte fiir R, und R, in Abhéngigkeit
von R, L, und C, damit der Strom i N Zu null wird.

5. Ergédnzen Sie das obige Zeigerdiagramm um die fehlenden GréBen fiir den Fall i =0
aus Teilaufgabe 4.

6. Welche Bedingungen miissen fiir R,, R;, R, L und C gelten, damit das entstandene
Drehstromsystem symmetrisch belastet wird?
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zur Teilaufgabe 1:

Fiir den Strom i , gilt

5 Ao (101, 4, .~ 0’LC-1
i, =0¢ Yoo :ul£E+_+]ij:El+]ulT'

joL
zur Teilaufgabe 2:

An allen Netzwerkelementen liegt wegen der Parallelschaltung die gleiche Spannung.
Daher zeichnen wir das Zeigerdiagramm fiir den Zeitpunkt, bei dem die zeitabhangige
Spannung den Nullpunkt durchlduft. Im Zeigerdiagramm wird die komplexe Ampli-
tude der Spannung dann entlang der reellen Achse aufgetragen.

Abbildung 3: Zeigerdiagramm zur Schaltung in Abb. 1

zur Teilaufgabe 3:

Die Strome sind unabhéngig voneinander und koénnen direkt angegeben werden:

joole B ey :ﬂ[_l_]-£]

“ R, R, R 2 "2

A A A oA - 27~ N A
Iy =1 +I, iy =2+, [M]+“—l[—§—jﬁ]+“_l[_l+j£J
w
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zur Teilaufgabe 4:

Der Strom i N verschwindet, wenn sowohl der Real- als auch der Imaginérteil null ist.
Diese beiden Gleichungen kénnen zur Bestimmung der Widerstandswerte verwendet
werden:

Werden beide Gleichungen addiert bzw. subtrahiert, dann erhalten wir

2 _ 2 -1
lylelb 1, pofi,Le’LC-1
R 3 oL R, R 3 oL

1 1 &’LC-1 1 1 1 C-1)"
- T - Ry=|=-——""—
R 3 oL R,

Bemerkung:
Die Widerstdnde R, und Rj; lassen sich nur realisieren, wenn die Ausdriicke in den run-
den Klammern positive Werte annehmen.

zur Teilaufgabe 5:

jimA

Abbildung 4: Zeigerdiagramm zur Schaltung in Abb. 2 fiir verschwindenden Strom im Neutralleiter
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zur Teilaufgabe 6:

Symmetrische Belastung bedeutet, dass die Impedanzen in den drei Zweigen gleich sind.
Hier ist dies nur moglich, wenn der Schwingkreis im Resonanzfall betrieben wird. Die
zwei Bedingungen sind somit #?LC = 1 und R = R, = R,.

Aufgabe 8.24 | Zweitorschaltung

Gegeben ist das folgende Netzwerk mit einem idealen Ubertrager mit dem Uberset-
zungsverhiltnis ii = N;/N; = 1/2 und einer Mittelanzapfung auf der Sekundirseite.

Zl Z2’ iz
o—pr— p— O
[ ]
N
u, N % || U,
N
[ ]
O—
Z/’

Abbildung 1: Gegebene Zweitorschaltung

1. Bestimmen Sie die Impedanzmatrix fiir dieses Netzwerk.

2. Geben Sie die Bedingungen an, unter denen dieses Netzwerk dquivalent ist zu dem
symmetrischen Kreuzglied.

zur Teilaufgabe 1:

Abbildung 2: Netzwerke zur Berechnung der Koeffizienten der Impedanzmatrix

Die Koeffizienten der Impedanzmatrix erhalten wir mithilfe der Gln. (8.227). Zur
Bestimmung von Z, berechnen wir zunéchst den in Abb. 2a eingetragenen Strom I,
bei offenem Ausgang i, = 0:

N 1A 2u u Z +Z’
is =_i1 = /_1 . - Zn =_’.‘_1 === . (1)
27 Z,+Z, L 4
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Aus dem sekundarseitigen Maschenumlauf folgt

z, - (z +Z,) = ;(z -z7) > §21=% =—Z2:Z1’.(z)
=11},=0

(1) 11

u,=1,Z,"-

Die beiden anderen Koeffizienten der Impedanzmatrix werden bei offenem Eingang
1A' =0 bestimmt. Dazu betrachten wir die Abb. 2b. Entsprechend den Gleichungen des
idealen Ubertragers (6.99) sind die Spannungen u, an den beiden Teilwicklungen iden-

tisch und fiir die Strome muss gelten i i= L = 1 /2. Aus den beiden Maschenumldufen

b

R A 7 n Lo 1a
i,=1,2,-0,=1,2"+0, > 20,=i(2+%)) 3)

Z, == == (4)

Die noch fehlende Ubertragungsimpedanz riickwirts erhalten wir ebenfalls aus der
Gl. (3):

I S . . 4
221=£azz_lbgl=5£2(g2 _Zl) - Z,=%

zur Teilaufgabe 2:

Ein Vergleich dieser Ergebnisse

Z=

Z/+Z, Z,-Z/
P ) (6)

Z ~Z Z/+Z)

mit der Impedanzmatrix des symmetrischen Kreuzglieds aus Gl. (8.265) zeigt, dass die
beiden Matrizen identisch sind, wenn gilt

Z,'=2Z, und zZ,=27,. (7)

Fiir Widerstande, Induktivitdten und Kapazitdten muss also gelten R'=2R, L’=2L
und C’= C/2.
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Aufgabe 8.25 | Zweitorschaltung

Gegeben sind die beiden in Abb. 1 dargestellten Netzwerke.

Abbildung 1: Aquivalente Zweitorschaltungen

1. Beweisen Sie folgende Aussage: Wenn man bei allen Impedanzen eines symmetri-
schen Kreuzglieds die gleiche Impedanz abspaltet und diese auf beiden Seiten ge-
méh Teilbild b in Reihe schaltet, &ndern sich die Matrizen zur Beschreibung des
Zweitors nicht. Die beiden Zweitore verhalten sich also gleich.

2. Wie kann das Netzwerk vereinfacht werden, ohne die Zweitoreigenschaften zu
verdndern?

3. Wie sieht die vereinfachte Schaltung aus, wenn Z, = Z, gilt?

zur Teilaufgabe 1:

Da wir die rechte Schaltung als Kettenschaltung von drei Zweitoren auffassen kénnen,
verwenden wir zur Berechnung die Kettenmatrizen. Die Matrixbeschreibung der lin-
ken Schaltung ist aus Gl. (8.265) bekannt:

1 Z,+Z, 22,7,
2 Z+Z,)

(1)

2 =1

Mit GI. (8.258) fiir die Langsimpedanz und Gl. (8.265) fiir das symmetrische Kreuz-
glied erhalten wir aus der Multiplikation der Kettenmatrizen entsprechend Gl. (8.270)
das Zwischenergebnis
1 Z
g e
0 1

1 Z 1
A= -
— \0 1 Zz—gl

Wir multiplizieren zunéchst die beiden rechten Matrizen entsprechend der Beziehung
(H.31) und anschlieBend dieses Ergebnis mit der ersten Matrix

z,+2,-22Z 2(2,-2)(2,-2)
2 Z, +Z,-2Z
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Z,+2,-2Z (2,+2,-22)Z+2(2,-Z)(2,- Z)

o Z)
A=l T
z-z\0 1) 2 z,+2,

1 (1 z) Z,+2,-22 22,2,~(2,+2,)Z )
Z,-2,\0 1 2 Z,tZ,
__ 1 [zl+zz zzlzz)

gz_g1 2 §l+§2

und erhalten die gleiche Kettenmatrix wie bei der Schaltung a.

zur Teilaufgabe 2:

Zur Vereinfachung des Netzwerks wihlen wir Z, = Z. Damit kénnen die beiden Impe-
danzen Z, — Z in Abb. 1b durch einen Kurzschluss ersetzt werden. Die anderen bei-
den Impedanzen Z, — Z liegen dann parallel und wir erhalten als vereinfachtes Netz-
werk ein T-Glied.

Abbildung 2: T-Glied

Dessen Kettenmatrix kénnten wir aus der Gl. (8.262) iibernehmen, sie entspricht aber
wegen Z = Z, wieder der Gl. (8).

An dieser Stelle ist eine Bemerkung angebracht. Das dquivalente T-Glied wird zwar
formal durch dieselben Gleichungen beschrieben, es muss aber nicht unbedingt reali-
sierbar sein. Fiir ein einfaches Widerstandsnetzwerk mit Z, = R, < Z = R, hat das
Querelement einen negativen ohmschen Widerstand.

Als Alternative kénnen wir auch Z, = Z wihlen und erhalten das Netzwerk in
Abb. 3 mit vier Impedanzen. Falls die Werte Z, —Z, realisierbar sind, kann sich
gegeniiber der Ausgangsschaltung der Vorteil ergeben, dass diese Komponenten auf-
grund der Differenzbildung kleiner werden als die beiden Impedanzen Z ..

Z Zi-%4, Z

o I ] o
Z-24,
Abbildung 3: Aquivalente Zweitorschaltung
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zur Teilaufgabe 3:

In dem Sonderfall Z, = Z, vereinfachen sich die beiden Netzwerke in den Abbildun-
gen 2 und 3 auf das Netzwerk in Abb. 4. Infolge des Kurzschlusses sind Eingang und
Ausgang entkoppelt. Zeichnet man die urspriingliche Schaltung in Abb. 1a fiir diesen
Fall um, dann erkennt man, dass die beiden Ausgangsklemmen an einer abgegliche-
nen Briickenschaltung liegen, an der die Spannung verschwindet.

Z Z
o +F—o—"_ "}

o o
Abbildung 4: Sonderfall Z, =Z,

Aufgabe 8.26 | Zweitorschaltung

Gegeben ist das folgende Netzwerk mit einer in der Mitte angezapften Spule. Diese
Spule soll zur Vereinfachung wie ein idealer Ubertrager in Sparschaltung behandelt
werden.

Abbildung 1: Gegebene Zweitorschaltung

1. Bestimmen Sie die Impedanzmatrix fiir dieses Netzwerk.

2. Geben Sie die Bedingungen an, unter denen dieses Netzwerk dquivalent ist zu dem
symmetrischen Kreuzglied.

zur Teilaufgabe 1:

Mit den Beziehungen fiir den idealen Ubertrager (6.99) sind die Spannungen an den
belden Te11w1cklungen gleich und die beiden Stréme sind entgegengesetzt gleich, d.h.

A

u, =u,,und i, =i . Bei offenem Ausgang i, i, =0 muss daher gelten

S .5 . ~ d A . ,il
11 =£1 =E£1 un ZELj_gl Ll _gl ?'
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Fiir die Eingangsimpedanz ergibt sich daraus

a,
gn -7
1

== (i, +12) = Z+2)

- =1
i,=0

und fiir die Ubertragungsimpedanz vorwirts folgt

= Ifl(_ém +i1£2/) = _%Zl’-'-gz, :

iz =0 -1

Wegen der Symmetrie des Netzwerks muss Z,, = Z,, und Z,, = Z,, gelten. Resultie-
rend erhalten wir die gesuchte Impedanzmatrix

. Z]’ . Z1’

Z,/+=- Z,/-=

- 4 - 4
7=

z oz .z

Z,-= L

zur Teilaufgabe 2:

Der Vergleich mit der Impedanzmatrix fiir das symmetrische Kreuzglied

g L[L.tL, 2,74
= 2\z,-2, z,+2,

liefert die Bedingungen Z '=2Z und Z,’=Z, /2.

Aufgabe 8.27 | Mehrstufige Filterschaltung

In dieser Aufgabenstellung untersuchen wir den Einfluss, den eine erhéhte Anzahl
von Filterstufen auf die Dampfungswirkung hat. Ausgangspunkt ist wieder die in Auf-
gabe 8.20 beschriebene Situation, bei der ein Netzfilter zwischen Stérquelle und
Wechselspannungsnetz die Funkstérspannungen an der Netzimpedanz reduzieren
soll. Zum Vergleich sollen mehrere Filter betrachtet werden, die aus einer Ketten-
schaltung von abwechselnd Querimpedanz C und Liangsimpedanz L aufgebaut sind.
Begonnen wird linksseitig immer mit der Querimpedanz.

L
oO—e—0O O_NW\_O
—_— C
o—e&—o0 o——o
Querimpedanz Langsimpedanz

Abbildung 1: Allgemeines Netzwerk und Grundstrukturen fiir den Filteraufbau
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1. Das Filter soll mit der Kettenmatrix A beschrieben werden. Geben Sie die allge-
meine Formel zur Berechnung der Filterdimpfung mit den Koeffizienten der Ket-
tenmatrix an.

2. Berechnen Sie die Dampfung fiir das 1. Filter, das nur aus der Querimpedanz C be-
steht.

3. Berechnen Sie die Ddmpfung fiir das 2. Filter (CL-Filter), das aus der Kettenschal-
tung einer Quer- und einer Langsimpedanz besteht.

4. Begriinden Sie, warum die Vertauschung der Reihenfolge bei den Impedanzen (LC-
Filter) in dieser Schaltung nicht sinnvoll ist.

5. Berechnen Sie die Ddmpfung fiir das 3. Filter (CLC-Filter).
6. Bestimmen Sie die Kettenmatrix A fiir das 4. Filter (CLCL-Filter).

7. Stellen Sie die Dampfungsverldufe fiir die Zahlenwerte 2R =100 Q, L =1 mH und
C=1 pF als Funktion der Frequenz in dem Bereich zwischen 1 kHz und 1 MHz
grafisch dar. Welche Besonderheiten treten auf?

zur Teilaufgabe 1:

Zur Berechnung der Filterddmpfung wird die Beziehung aus Aufgabe 8.20 verwendet:

2Ri )
=S,ohne Filter 1

= 20log|——=2"" = 20 log |—=——
HiS,mit Filter LS,mit Filter

ES,ohns Filter

~

aldB] = 20log

ES,mit Filter

Bendotigt wird also das Verhéltnis der beiden Strome in Abb. 1. Aus der unteren Zeile
dgr Kettenmatrix in Gl. (8.235) und mit den hier verwendeten Bezeichnungen i, =1,
—-i, =14 sowie 4, = i, folgt

i=A,0,+A,i,=(A,2R+A4,,)i;, — ddBl=20log|4,2R+A4,,. (1)

zur Teilaufgabe 2:

Mit den Koeffizienten der Kettenmatrix nach Gl. (8.259) erhalten wir die Ddmpfung

1

éh:M, A,=1 - a[dB]=2010g|ja)CZR+1 .

Fiir hohe Frequenzen steigt der Betrag linear mit der Frequenz an, die Ddmpfung
erhoht sich dann um 20 dB bei einer Verzehnfachung der Frequenz.

zur Teilaufgabe 3:

Mit den Koeffizienten der Kettenmatrix nach Gl. (8.261) erhalten wir die zur Gl. (2) in
Aufgabe 8.20 identische Ddmpfung
1 jo L

- - — : 2
A, = Tl 4e=1t70c aldB] = 20log|jw C2R +1-’LC| .



8.4 Level 3

Man erkennt, dass der hochste bei der Frequenz auftretende Exponent jetzt den Wert 2
aufweist. Das Filter wird daher als zweistufiges Filter bezeichnet, bestehend aus einer
Querimpedanz (C) als erste Stufe und einer Langsimpedanz (L) als zweite Stufe. Bei
sehr hohen Frequenzen wird der Anteil mit »® im Ergebnis dominieren, sodass sich
eine Ddmpfung von 2#20 dB =40 dB pro Frequenzdekade ergibt.

zur Teilaufgabe 4:

Der durch die Stromquelle vorgegebene Strom wird durch eine in Reihe zur Quelle
liegende Spule nicht beeinflusst. Eine Ddmpfung wird dann allein durch den parallel
zum Ausgangswiderstand liegenden Kondensator erreicht, sodass die Spule in dieser
Konfiguration auch weggelassen werden konnte. Einen Beitrag zur Ddmpfung wiirde
die Spule dann liefern, wenn die Stromquelle einen endlichen Innenwiderstand auf-
weisen wiirde. In diesem Fall wiirde sich der Quellenstrom in die beiden Teilstréme
durch die Spule bzw. durch den Innenwiderstand aufteilen. Die Wirkung der Spule
wird dann umso besser, je groBer ihre Induktivitdt bzw. je kleiner der Innenwider-
stand der Stromquelle wird.

zur Teilaufgabe 5:

Die Ddmpfung erhalten wir wieder, indem wir die beiden Koeffizienten der Kettenma-
trix in die GI. (1) einsetzen. Diese erhalten wir aus der Matrix fiir das 7-Glied aus
Gl (8.263) mit Z, = Z, =1/jwC und Z, = jwL. Fiir die Ddmpfung gilt dann

aldB] = 20log|(/Z, +1/Z, + Z,/Z,Z,)2R+1+ Z,/Z,

= 20log|jw2RC (2 - 0*LC)+1- *LC|

Aufgrund des zusitzlichen Kondensators im Querzweig im Anschluss an die Langsin-
duktivitat liegt jetzt ein dreistufiges Filter vor. Mit dem hochsten bei der Frequenz auf-
tretenden Exponenten 3 erhalten wir bei hohen Frequenzen eine Ddmpfung von 60 dB
pro Frequenzdekade.

zur Teilaufgabe 6:

Die Komponenten der resultierenden Kettenmatrix erhalten wir, indem wir die Ket-
tenmatrix (8.263) mit Z, = Z, =1/joC und Z, = joL mit der Kettenmatrix (8.258) fiir
die Langsinduktivitdt mit Z, = jwL multiplizieren:

[ 1-0’LC joL | (1 joL
= |joCc-j0’Lc* 1-0’Lc)\0 1)

Fiir die gesuchten Koeffizienten ergibt sich
A, =(j20C-j0’LC?)-1+(1-0’LC)-0 = juC (2 - 0*LC)
bzw.

A,, =(j20C-j0’LC?)-joL+(1-w’LC)-1=1-30"LC + 0*L'C*.
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zur Teilaufgabe 7:

120

a[dB] |
100 CLCL
T 80dB/dekade

80 CLC
60 CL

40 ¢
20dB/dekade

20
_—

1 10 100 1000
— f/kHz

Abbildung 2: Dampfungsverlauf fiir verschiedene Filter

Bei Filtern aus Spulen und Kondensatoren konnen Resonanzstellen auftreten, an
denen die Dampfung verschwindet oder sogar negativ wird. Bei dem 2-stufigen CL-
Filter ist bei dem obigen Zahlenbeispiel noch keine Resonanz zu erkennen. Die Ursa-
che liegt in der geringen Giite des Serienschwingkreises, der durch den 100-Q-Wider-
stand zu stark bedampft wird.



Zeitlich periodische Vorgange
beliebiger Kurvenform

Wichtige Formeln

Normalform ] ult)=a,+> [&,, cos(naor)+ b, sin (nwt)]
n=1

2| . t) o~ !
=a,+ ;[an cos(nZ;rF] +b,sin [nZﬂFﬂ
& =ofal+h’ tan(p, ) = =
)=

. _a,-jb . _d,+jb, .
c=a,c="J”und c_=”J"=c*
0 0 =n 2 =-n 2 =n

!

o0 o0
Komplexe Form ] u(t):co +Z[én eJVlwt_'_é_n e*ant]: Zén ednet
n=1 n=-0

4,
b,

Spektralform ] ult)= a0+2c sin(neot + ¢, )= a, + ZC cos (nwt —y,)

ay, =Cy,

a,=¢,+¢,=2Re{¢,}, b,=j¢,~¢.,)=-2Im{¢ |

/szﬁfz%r\
(o =L

u(t a % oju(m)d(m)
1 2,

Koeffizienten-
berechnung

~

Q
S
1]

u(t)cos(not)dr a4, = fu(a)t)cos(nwt)d(wt)

— " <

IS}
B
Il

ulz)sin(nar)dt

=Q“>
Il

Nl— NN N N =
—~ o

(t)e " de

(SR
<

10>
B
Il
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Gerade Funktion

W WA

OT/ZT

Ungerade Funktion

AMA
AR

Halbwellensymmetrie

LR )
T

Gerade Funktion mit Halbwellensymmetrie

AN L

0 T/2 T

\/

Ungerade Funktion mit Halbwellensymmetrie

_2
T
A 4
a, =—
T
b, =0
u(t): —u(—t)
ay=a
b=+
T

~
Y

Sa—,
<
—_
~
T
[72)
=
=
—
S
S
<
e
o
=

=; (;[u( )cos[(Zn 1 a)t]dt
=$ﬂbﬁu1ﬂm

. =b =0
T/4
ju )cos[(Zn la)t]dt
0




Wichtige Formeln

Effektivwert des
Wechselanteils

P=U010+§:[U 1,+U,1 ]
=l

ant gn un™ un

~Udy+ 0,1, coslp,, ~9,)

n=1

Scheinleistung

Grundschwingungs-
gehalt

Klirrfaktor

Scheitelfaktor




Zeitlich periodische Vorgéange beliebiger Kurvenform

9.1 Verstandnisaufgaben

1. Welche Griinde koénnen in elektrischen Schaltungen dazu fithren, dass die periodi-
schen Strom- und Spannungsformen von den rein sinusférmigen Kurvenverldufen

abweichen?

2. Ermitteln Sie fiir die dargestellten Kurvenformen mithilfe der Tabelle H.1 die rich-
tige Fourier-Reihe und berechnen Sie das zugehdrige Amplitudenspektrum |ﬁn|/ u

fiir den Bereich n < 10.

u, (t)

u, (t)

g T 2T+
(b]
u,(t) A u, (1) A
& /‘ ﬁ IV
0 T l/T g 0 T 2T ¢
- — | |
—Uu

3. Entwickeln Sie die periodisch fortgesetzte Funktion in eine Fourier-Reihe.

i(t) A
i

A

-1

/\ A
T 2T ¢t

s

4. An die Reihenschaltung, bestehend aus einem Widerstand R = 1 Q und einem
Kondensator C =200 pF, wird die Spannung u(t)=u,sin(wt)+0;sin(3wt) mit
U, =y =20V angelegt. Die Frequenz betrégt f = 50 Hz. Berechnen Sie den zeitli-

chen Verlauf der Spannung ug(1).

C{ u(d)




9.1 Verstandnisaufgaben

zur Aufgabe 1:

Eine Ursache kann bei den nichtidealen Quellen liegen, die keine rein sinusférmigen
Spannungen bzw. Strome liefern. Eine zweite Ursache sind die Schaltvorgidnge, im
vorliegenden Fall auch die sich periodisch wiederholenden Schaltvorginge. Eine
dritte Ursache ist die Verzerrung der Kurvenverldufe infolge nichtlinearer Kennlinien
bei den Netzwerkelementen. Beispiele fiir nichtlineare Zusammenhénge zwischen
Strom und Spannung haben wir bereits bei den Diodenschaltungen in Kap. 4 kennen
gelernt oder auch im Falle von Hystereseeigenschaften, die z.B. bei den mit Ferrit-
oder Eisenkernen realisierten Induktivitdten auftreten.

zur Aufgabe 2:

u, () i,|08
0 4 06
0,4
0,2
> 0 | 1 |
t 0 2 4 6 8 10
B —
uy (1) :z_ﬁ_iﬁ[cos(Za)t) N cos(4wt) N cos(6wt) +:|
/A 1 1-3 35 5.7
le(t) MA" 0‘8
0 0 0,6
0,4
/ 0,2 |
(I) T/I2 IT 2'T 7 00 2 ;1 6 8 10
ﬂ —» 1
up (1) :£+Esm(wt)_2_u|:cos(2a)t) N cos (4wt) N cos(6wt) +:I
T 2 T 1-3 35 5.7
u,(t) A i |08
i os
/I / T 04
0 T 2T ¢ 02 | ||
oI | [ 1111
i, 0o 2 4 6 8 10

—» 1

u (t) = %“[sm(wt) —%sin(Zwt) +%sin(3a)t) _}
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~ 11,4
u, () A i,
i 4 1,2
[ 1,0
| > 0,8
0 T 2T ¢t 0.6

| |
=

0,2
d ‘|I|

0
0 2 4 6 8 10

zur Aufgabe 3:

Die Funktion ist ungerade, d.h., es gilt i(f) = -i(-t). Damit verschwinden alle Koeffi-
zienten a, und a,,. Fiir die Fourier-Reihe gilt die vereinfachte Darstellung

T/2

i(t)= Zl;n sin(not)  mit b, :% j i(t) sin(not) dt
n=1 0
- F T/2
l;n _4 J. Zfisin(na)t) dt=8—12 sm(naz)t) ~ tcos(nwt)
Ty 2 P
o

As'nnz Z(3osnZ A T
_ 8 ey 2 %y _ 8i | sin(nn) Ecos(nn)

T (nw)? nw | (no)’ nw

~

4i 21, \n 21, nn
=— == (=) == ()"
noT cos(nn) nn( ) nn( )

Die Fourier-Reihe fiir die angegebene Stromform lautet

i(t)= i{zi(_l)"“ sin(nwt)}

n=| 17T

21 . 1 . 1 . 1 .
=— t)—— 2wt)+— 3wt)—— 4wt)+—...|.
- {sm(w ) 2sm( wt) 3sm( wt) 4sm( wt) }
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9.1 Verstandnisaufgaben

zur Aufgabe 4:

Wegen der Linearitdt der Schaltung konnen die beiden Teilspannungen mit den unter-
schiedlichen Frequenzen unabhéngig voneinander betrachtet und anschliefend tiber-
lagert werden. Mit dem Spannungsteiler folgt fiir das Verhéltnis der komplexen
Amplituden bei der Grundschwingung:

Upr __Zp ___ R _ joCR
U, Zp+Z; R, 1 1+joCR
joC
T n
wCR e] 2 oCR j[;—arctan(wCR)}
e .

) \/1+(wCR)Z glactan(wCh) \/1+(wCB)2

Fiir die sinusférmige Spannungsvorgabe gilt i, = 0 e 72, Die komplexen Amplituden
der beiden Teilspannungen am Widerstand sind also durch die beiden Ausdriicke

~ U, oCR - i

gy = L W - e jarctan(wCR) =1,774Ve j0,0627
\1+(wCR)

l_}R,g _ Uy 3wCR o Jarctan(30CR) _ 5,24V g 10186

J1+(30wCR)*

gegeben. Fiir den zeitlichen Verlauf der Gesamtspannung up(t) erhalten wir das Ergeb-
nis

up (t) = Re{ 1,774V e/(@1700627) 4 5,24Vei(3“’“°’186)}
=1,774Vcos(wt —0,0627)+5,24 V cos(3wt —0,186)
= 1,774Vsin(wt -0,0627 +%J + 5,24Vsin£3wt -0,186 +%)

=1,774Vsin(ot +1,508) +5,24 Vsin (3wt +1,384)
=1,774Vsin (ot +86,4°) +5,24 Vsin (3wt +79,3°) .

Wegen der frequenzabhédngigen Impedanz des Kondensators stellen sich bei den
beiden Teilspannungen unterschiedliche Amplituden und Phasenlagen ein.
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9.2 Level1

Aufgabe 9.1 | Fourier-Entwicklung

Gegeben ist die in Abb. 1 dargestellte zeitabhédngige Spannung u(t) = ﬁ|sin(a)t)|.

u(t)

-

-
T T T T Lot

0 712 T 2T ¢t
Abbildung 1: Zeitlich periodischer Spannungsverlauf

Geben Sie die Normalform der Fourier-Entwicklung an und berechnen Sie alle Koeffi-
zienten.

Die Koeffizienten der Normalform

u(t)=aq, +Z[ﬁn cos(na)t)+l;H sin(nwt)} mit w:zT”
n=1
werden mithilfe der Bestimmungsgleichungen ermittelt. Da es sich bei der gegebenen
Funktion um eine gerade Funktion mit der Eigenschaft u(¢) = u(-t) handelt, konnen
in der Reihendarstellung auch nur die geraden Funktionen enthalten sein, d.h., es
muss b, = 0 gelten. Den Mittelwert a, erhalten wir aus der Beziehung

17 a’t 20 "¢ 21 T 20
ay = u(t)dt = ?J- |sin(wt)|dt = _[ sin(wt)dt =—T|:cos(w7]—cos(0):| =—.
0 0 0 @ T

Die Bestimmungsgleichung fiir die verbleibenden Koeffizienten liefert zundchst das
Integral

2 20 a0’
a, :FJ.U cos(nwt)dt =?“sin(wt)|cos(na)t)dt = I sin (wt)cos(nwt)dt.
0 0 0

Die Losung kann z.B. aus Integraltabellen! entnommen werden. Fiir n = 1 lautet die
Losung
. 4ﬁ{sin2(wt)}
a =—-
T 2w

und fiir n # 1 gilt

A

T/2
-4 [sin2 (m) - sin? (O)J =0

20T

0

1 Bronstein, I. N., Semendjajew, K. A., Taschenbuch der Mathematik, Verlag Harri Deutsch, Frank-
furt, 2000.



9.3 Level 2

P =4_ﬁ[_ cos((1+n)wt) ~ COS((l—n)wt):l e

noT 2(1+n)w 2(1-n)w

4i cos((1+n)n)—1 COS((l—H)J[) -1
+ .
20T 1+n 1-n

Ist n eine ungerade Zahl, dann sind die beiden Zahler in dem vorstehenden Ausdruck
gleich null und die Koeffizienten verschwinden. Bei einer geraden Zahl, alson = 2,4,6, ...,
erhalten wir das Ergebnis

7 (1+n)(1-n) oz (n+1)(n—1)'

2

n

n ul-1-1 -1-1| 2a 2 40 1
a, = + = -
1+n 1-n

Die angegebene Funktion ldsst sich also in Ubereinstimmung mit der Tabelle H1, Nr. 13
in die Fourier-Reihe

7 x| 13 3.5 5.7

3 3 2
u(t) - 20 40 [cos (20t) . cos (4wt) . cos (6wt) .
T ox

entwickeln.

9.3 Level 2

Aufgabe 9.2 [ Amplitudenspektrum

Wir betrachten noch einmal die bereits in Aufgabe 7.5 behandelte Dimmschaltung mit
dem in Abb. 1b dargestellten Netzstrom (T = 20 ms).

S i(6) A
—¢><0—>-— { 1

aT/2 / g

E\, lﬁsin(a)t) I:IRL | \ i >
: | u

Abbildung 1: Phasenanschnittsteuerung

~

Berechnen Sie das Amplitudenspektrum in Abhéngigkeit des Steuerparameters « und
stellen Sie es fiir & = 0,5 im Frequenzbereich 0 < f < 2 kHz dar.
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Wegen der Halbwellensymmetrie i(t) = -i(t+7/2) treten nur ungeradzahlige Oberschwin-
gungen von 50 Hz auf. Fiir das Fourier-Spektrum gilt:

=3

i(t)= Y a, cos(na)t)+l;n sin(not)= Y ¢,sin(not+¢,) mit w=2%
n=1,3 n=1,3 T
und
5T a; T2
a =—J1 cos(nwt)dt =— I sin (wt)cos(nwt)dt
T
0 aTl2
—isinz(an) -1
~ n n_
a, = 97 fiir
—1[1—Cos(an)cos(nan)—nsin(an)sin(nom)} n=35,7..
n(nz —1)
. o7 o} T
bn:—ji(t)sin(nwt)dt:— j sin (wt)sin (nwt)dt
T 0 aTl2
o i
A 1(1—a)+gsm(2an) n=1
b, = 97 fiir
! [nsin(an)cos(nan)—cos(an)sin(nan)] n=35.7..
n(nz —1)

Zur Darstellung des Amplitudenspektrums werden die Werte

benétigt, die Phasenlagen ¢, spielen keine Rolle. Die Abb. 2 zeigt das Spektrum
c,li=c,/ Iofr in dem zu betrachtenden Frequenzbereich bis 2 kHz.

Bemerkung:

Fiir n = 1 (bei 50 Hz) und « = 0,5 gilt b1 =i/2,dh., die Leistung entspricht der halben
Maximalleistung (vgl. Abb. 3 in Aufgabe 7.5). Wegen @, # 0 ist aber die in Abb. 2 dar-
gestellte Spektrallinie bei 50 Hz gréBer als 0,5, d.h., die Grundschwingung ist phasen-
verschoben (¢; # 0) und enthélt einen zusétzlichen Blindanteil.



9.3 Level 2

0 |ll||||||||l||||
0 400 800 1200 1600 2000

—» f/Hz

Abbildung 2: Spektrum fiir den Steuerparameter ¢ = 0,5

Aufgabe 9.3 | RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung

Die RC-Reihenschaltung in Abb. 1 wird mit der zeitabhédngigen, periodischen Recht-
eckspannung

UL 0<t<oT
u(t)= 0o U ST<t<T
erregt.
R i(t) u(t) A
— >
_— U
up (1)
G u(t) c==luc(r)
ol 5T T 2T ¢

Abbildung 1: RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung

1. Geben Sie die Fourier-Entwicklung fiir die Spannung u(¢) an.

2. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Kondensatorspannung uc(t) und des
Stromes i(t) fiir einen beliebigen Tastgrad 0 < ¢ < 1.

3. Stellen Sie die beiden zeitabhéngigen Funktionen fiir den Tastgrad 6= 0,5 und die
Periodendauer T = 2RC grafisch dar.
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9 Zeitlich periodische Vorgéange beliebiger Kurvenform

zur Teilaufgabe 1:

Tabelle H.1, Nr. 7:

u(t)=0U +£[sin(2né)cos(wt) +%Sin(4né)cos(2wt) +%sin(6m§)cos(3wt) + }
m

+%{[1—cos(2m§)] sin (wt) +%[1—cos(4m§)] sin (2wt) +} .

Mithilfe der Additionstheoreme ldsst sich diese Beziehung in der Summenschreib-
weise folgendermaBen darstellen:

u(t) = sur Zl[sin(HZné)cos(nwt)—cos(nZné)sin(nwt)+ sin(nwt)]
nAn
(H4) U1
= U+— —| si 2710 — t i t
+ . ;n[sm(n 710 — nwt) + sin (nw )]
U311, .
=0U+— Z—[sm(nné + nwd — nwt) + sin (ned — nd + na)t)]

7w ion

(H.8) U3 1
u(t) = (3U+2—Z—sin(nné)cos(nwt—nné)- (1)

n=1

zur Teilaufgabe 2:

Die Quellenspannung setzt sich aus einem konstanten Anteil §U und den in der Summe
enthaltenen Oberschwingungen zusammen. Da der Kondensator fiir zeitlich konstante
Stréme einen Leerlauf darstellt, liegt die Gleichspannung 6U gemdB Maschenumlauf
auch am Kondensator an, sie liefert aber keinen Beitrag zum Strom.

Zur Betrachtung der Oberschwingungen geniigt es, das Netzwerk zunédchst mit einer
Eingangsspannung der Form

u(t)=tcos(wt+¢,) (2)

zu berechnen. Die sich daraus ergebende Losung kann anschlieBend auf alle Glieder
der Summe iibertragen werden. Mit der komplexen Amplitude der Spannung (2) nach
Tab. 8.1 gilt

u(t)=aen e =Gl — u(t):Re{er‘”t}. (3)

Ausgehend von der Maschengleichung

e (8-30)[ 1 ]¢ 1+jwCR »
u=up+u; = |R+—li=———1
joC joC

erhalten wir zunéchst die komplexe Amplitude des Stromes

(i) L N i e]'JT/2 wC ﬁej‘pn wC ej((pn+n/2—arctan(wCH))
1+jwCR \/1+((1)CB)2 ejarctan(a)CR) \/1+((1)CB)2
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9.3 Level 2

und durch Riicktransformation geméf Gl. (3) den zeitabhéngigen Strom
i(t) — Re{ iejwt} -0 oC Re{ ej((pn+n/2—arctan(wCR))ejwt} 4)
1+(wCR)®
wC

1+(wCR)*

=0 cos(wt+<pn+%—arctan(wCH)j.

Fiir die Kondensatorspannung gilt

QC =- 1 i: ﬁ;Ze]‘(rpnfarctan(wCR))
G 1+ (wCR)
bzw.
uc (t) = ﬁ;cos(a}t+ On —arctan(wCH)) . (5)
1+(wCR)*

Die Ergebnisse (4) und (5) gelten fiir die Eingangsspannung nach Gl. (2). Der verblei-
bende Schritt besteht jetzt darin, diese Losungen auf alle Glieder der Summe (1) anzu-
wenden. Mit den jeweiligen Amplituden g und Phasenwinkeln ¢, und unter Beach-
tung der Tatsache, dass die Frequenz @ bei den Losungen durch nw bei der Summe
ersetzt werden muss, erhalten wir den zeitabhéngigen Strom

i(t)= U zlsin(nné) Lcos[nwt — o+ - arctan(anB)J (6)
T a1 1+ (nwCR)* 2

und die zeitabhédngige Kondensatorspannung

ug (t)=0U + 2E zlsin(nné) 1 cos(na)t - nwd —arctan(anB)) . (7)
T 1+ (nwCR)*

zur Teilaufgabe 3:

Die Abb. 2 zeigt auf der linken Seite die Auswertung der Gln. (6) und (7). Die Skalie-
rung fiir den Strom ergibt sich aus der Beziehung

i(t) =%[u(t)—uc (t)]. (8)
Fiir R = 1 kQ erhalten wir mit der gleichen Skalierung auf der vertikalen Achse den
Strom in mA.

Von der Summe wurden jeweils die ersten 50 Glieder beriicksichtigt. Wahrend die
Kondensatorspannung bereits dem exakten Verlauf entspricht (vgl. Aufgabe 10.8), ist
dem Stromverlauf noch eine hochfrequente Schwingung tiberlagert, die im Wesent-
lichen durch die erste nicht beriicksichtigte Oberschwingung aus der Summe
bestimmt wird. Die unterschiedliche Konvergenz bei den beiden Zeitverldufen ist an
den Gln. (6) und (7) zu erkennen. Da der Strom der zeitlichen Ableitung der Konden-
satorspannung entspricht, erhalten wir in der Gl. (6) den Zahlindex n nochmals im
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Zahler, d.h., die Oberschwingungen klingen mit steigender Ordnungszahl wesentlich
langsamer ab. Eine Reduzierung dieser Problematik ldsst sich zwar durch die Bertick-
sichtigung von mehr Gliedern aus der Summe erreichen, an der Stelle des Sprunges
wird trotzdem ein Uberschwinger erhalten bleiben. Dieses als Gibbs’sches Phinomen
bekannte Verhalten ist in Anhang G.2 beschrieben.

A A

4 uc(?)

U _
oU 1

5u\ ........ \ ________ _
z'(t)t / /< i)

Abbildung 2: Strom- und Spannungsverlauf fiir den Tastgrad 0= 0,5

~Y

Bei dem betrachteten Beispiel ldsst sich der Strom aber auch véllig ohne diese Proble-
matik darstellen. Ausgehend von GI. (8) ist lediglich eine Fallunterscheidung entspre-
chend dem Verlauf der Eingangsspannung zu treffen:

()= (U-uc(t))/R g, 0st<oT
~ug (t)/R 0T <t<T.

Diese Formulierung fiir den Strom besitzt die gleichen Konvergenzeigenschaften wie
die Summe in Gl. (7) fiir die Kondensatorspannung. Das Ergebnis ist auf der rechten
Seite der Abb. 2 dargestellt.

Schlussfolgerung

Die zeitliche Ableitung einer als Fourier-Reihe gegebenen zeitlich periodischen
Funktion liefert eine Fourier-Reihe mit wesentlich schlechteren Konvergenz-
eigenschaften. Im umgekehrten Fall wird bei der Integration die Konvergenz
wesentlich verbessert.
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Aufgabe 9.4 [ Netzwerk mit zeitabhangiger, periodischer Quellenspannung

Die in der Abbildung dargestellte Schaltung wird mit der zeitabhédngigen, periodischen
Spannung

(si <t<
u(t)={usm(a)t) fir O_t:T_/;
erregt.
u(t)
C/2 R i
CD u(t)

(o— L /|
0 72 T 2T ¢

Abbildung 1: Netzwerk und zeitabhangiger Verlauf der Quellenspannung

1. Geben Sie die Normalform der Fourier-Entwicklung fiir die Spannung u(#) an.
2. Berechnen Sie den Strom durch den Widerstand.

3. Geben Sie den Effektivwert des Stromes durch den Widerstand an.

4

. Welche Leistung wird in dem Widerstand in Warme umgewandelt?

zur Teilaufgabe 1:
Die Normalform ergibt sich mit Tabelle H.1, Nr. 15 zu

A~ A

u(t) =£+Esin(wt)_2_“ cos(2wt) N cos(4wt) . cos(6wt) .
T 2 7 1-3 3.5 =7

zur Teilaufgabe 2:

Die Quellenspannung liegt wegen der Parallelschaltung sowohl an den Kondensato-
ren als auch an der RL-Reihenschaltung. Der Strom durch die Kondensatoren ist nicht
gefragt, es geniigt also die Betrachtung der RL-Reihenschaltung.

Betrachtung des Gleichanteils: i=——.
7R
In Kap. 8.2.3, Beispiel 8.2 wurde das Netzwerk bereits berechnet. Fiir u(t) = tcos(wt + ¢,,)
gilt
., (8:59) u oL
i(t) = —=—————=cos|wi+¢,—arctan—-|.
R*+(oL)” R
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Betrachtung des 2. Terms in der Fourier-Reihe:

u . u 3
u(t)—Esm(wt)—zcos(wt 2)

i(t)= u—/zcos(wt —E—arctanw—Lj .
2 2 2 R
R*+(wL)

Zusammenfassung aller Losungen:

i(t) =L+u—/zcos(a)t—£—arctanw—j
7R Hz+(a)L)2 2 R

LJ Cos(4wt —arctan 46;L]

.| CcOSs [Za)t —arctan
+...

- +
n 1‘3‘\/H2+(2wL)2 3~5‘\/H2+(4wL)2
( nwLJ
~ ~ A o cos| nwt —arctan
u ul2 T ) 2u R
=—+—cos((ut———arctan—j——
R R+ (wL)’ 2 B a5 (n=1)(n+1)- B+ (noL)’

zur Teilaufgabe 3:

Der Effektivwert des Stromes durch den Widerstand betragt

2

~A \2 ~ AN2
( i ] 1 /2 1(211} = 1
I= || —=| +=| ———| +=| — 5
7R 2 Fi2+(a)L)2 2\ # n:2,4(n2—1) -[R2+(nwL)2]
u |1 1/8 2 & 1
—+_

 Ry|a? 1+(cuL/B)2 752n:2,4(n2—1)2~[1+(nwL/H)2}.

zur Teilaufgabe 4:

Die im Widerstand in Warme umgewandelte Leistung ist

a1 1/8 2 1
_—+

P=I"R=—|—+ 7t 2
R|n° 1+(wL/R)” = n:2,4(n2—1) ~[1+(na)L/R)Z}
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9.4 Level 3

Aufgabe 9.5 | Spannungsstabilisierung

Ein Verbraucher, symbolisiert durch den Widerstand R, wird gemadll Abb. 1a an eine
Stromquelle mit dem zeitabhédngigen dreieckformigen Strom i(f) aus Abb. 1b ange-
schlossen.

i)

i(t)

()
J

~Y

ol or T5T T
B (b |

Abbildung 1: Stromquelle mit zeitabhdngigem Strom und angeschlossenem Verbraucher

1. Berechnen Sie das Fourier-Spektrum des Stromes i(f) und stellen Sie das Amplitu-
denspektrum mit doppelt logarithmischer Skalierung dar. Fiir die Auswertung soll
0= 0,25 gewdhlt werden.

Die starken Spannungsschwankungen am Verbraucher sollen jetzt durch einen paral-
lel geschalteten Kondensator nach Abb. 2 reduziert werden.

) ()
0 L R lwm

T T

Abbildung 2: Parallelkondensator zur Stabilisierung der Ausgangsspannung

2. Berechnen Sie das Spektrum (Fourier-Entwicklung) des Stromes iz(t).

3. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung am Widerstand fiir j =1A,
0=0,25, f=10kHz, R =100Q und fiir die Kapazitdtswerte C = 0 nF, C = 0,1 pF,
C=1pF und C = 10 pF dar.

4. Berechnen Sie die Welligkeit der Ausgangsspannung uz(f).
5. Ist die Leistung am Widerstand abhédngig von dem Wert der Kapazitit C?
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zur Teilaufgabe 1:

Der Strom in Abb. 1b soll als Fourier-Reihe

i(t)=ay+ Z[&n cos (nwt)+ b, sin(na)t)] =ay+ Z{&n cos (nZn%) +b, sin(nZn%H

n=1 n=1

dargestellt werden. Die Koeffizienten werden aus den Bestimmungsgleichungen
T
1
=i
0

ermittelt. Zur Berechnung des Mittelwertes a, muss die Flache unterhalb der Kurve im
Bereich 0 < t < T bestimmt werden.

T T
J.l COS nwt dt, J'1 sm nwt dt
0 0

HIN
ﬂlm

i(t) A

i

~Y

ol or TT T
Abbildung 3: Zur Mittelwertberechnung

Fiir die beiden Dreiecke erhalten wir unmittelbar

i(t)dt=2- “§TT—15T

o'—.'*]

und damit fiir den Mittelwert
ay = Lisr=is.
T

Die Koeffizienten a, und l;n kénnen zwar mit den Bestimmungsgleichungen berechnet
werden, die Rechnung wird aber unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften der
Stromform wesentlich einfacher. Der zeitabhédngige Stromverlauf besitzt die Eigenschaft
i(f) = i(-t) und stellt somit eine gerade Funktion dar. In der Fourier-Reihe kbnnenAdaher
auch nur gerade Funktionen auftreten, d.h., nach Tab. 9.1 (oberstes Beispiel) gilt b, = 0.
Wir wollen diese Situation nochmals veranschaulichen. Zur Berechnung der Werte b,
muss das Integral iiber die Funktion i(¢) sin(nwt) berechnet werden. Die Abb. 4 zeigt
diese Funktion auf der linken Seite fiir das Beispiel n = 3. Es ist unmittelbar zu erken-
nen, dass die Fliachen unter dieser Funktion in den Bereichen 0 < t < T/2und T/2 < t < T
entgegengesetzt gleich grof sind und damit im Gesamtintegral verschwinden. Auch die
Berechnung der noch verbleibenden Werte a, kann vereinfacht werden. In diesem Fall
muss das Integral iiber die Funktion i(t) cos(nwt) berechnet werden. Ebenfalls an dem
Beispiel n = 3 zeigt die rechte Seite der Abb. 4, dass das Integral iiber die Funktion
i(t) cos(3wt) in den Bereichen 0 < t < T/2 und T/2 < t < T jeweils den gleichen Wert lie-
fert, sodass die Koeffizienten a, nach Tab. 9.1 (oberstes Beispiel) aus dem doppelten
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Wert des Integrals {iber den Bereich 0 < t < T/2 berechnet werden koénnen (diese hier
gezeigten Eigenschaften gelten auch fiir alle anderen Werte n # 3):

4 712
a, =7 J' i(t)cos(nwt)dt.
0
A A
i(f) i(?)
sin(3wt) cos(3wt)
7\ / 7\ /\/ 7\
7\ 1\ /N \ 7\ 1\ /
! \ ! \ ! \ \ ! \ 1 \ !
! \ ! \ 1 \ ! \ ! \ 1
I/ \ ! \ 1 \ \ J \ ! \ 1
\ L \ L \ [ \ \ L / [
\ 1 \ ! \ gl \ [ \ 1 1 gl
\\ II \\ I, \\ II l \\ II ‘\ l’ \\ l’ t
ANy v\ A\ o \ v
\"f/ N/ \_'I \_/ \..,/ \_/
A A
i(t)sin(3wt) i(t)cos(3mt)
| Lo | -
T Ll T Ll
t
T i \/ r !
2 2

Abbildung 4: Zur Berechnung der Koeffizienten l;n links und @,, rechts

Zur Berechnung dieses Integrals benotigen wir die mathematische Beschreibung der
Stromform im Bereich 0 < t < T/2. Fiir t < 0T ist der Strom durch eine Gerade gegeben,
die in der allgemeinen Form i(f) = a+bt dargestellt werden kann. Zur Bestimmung der
Werte a und b geniigen zwei Punkte, z.B. bei ¢ = 0 und bei ¢ = 6T. Aus den Gleichun-

gen i(0) =1 =a und i(8T) = 0 = a+boT konnen die Werte a und b bestimmt werden. Fiir
den Strom gilt daher

%
0 OT<t<T/2
A 0T 20T 2 oT
a, :4—1‘[ 1--L Cos(nwt)dt:4—1 J cos(nwt)dt—4—12 I tcos(nwt)dt
T o oT T 5 oT 5
. R oT
(H18) 47 i

= 4_1Lsin(na)5T)—4—1Z %cos(na)t)+Lsin(nwt)

T nw oT (nw) nw

o

) ooy o

. 4i 1 i
a,=- 572 (na))z [cos(nwdT)-1]= W[ 1- cos(néZn)] .

(1)
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Zusammengefasst:

i(t)=ay+ Y a,cos (nwt) —16+—z [1 cos(no2z) ]COS nwt).
n=1

Das Amplitudenspektrum a, / i ist fiir die ersten 100 Harmonischen fiir den Fall 5= 1/4
in Abb. 5 dargestellt.

1 10 100
—» 1
Abbildung 5: Amplitudenspektrum in logarithmischer Darstellung

An dem Diagramm ist zu erkennen, dass einige der Oberschwingungen, z.B. fiir
n=4,8,12, ... usw. verschwinden. Dies hdngt mit der besonderen Wahl von 6= 1/4
zusammen, da namlich [1-cos(nd27)] = 1-cos(nn/2) fiir diese Werte n verschwindet.

zur Teilaufgabe 2:

In Teilaufgabe 1 haben wir den zeitabhdngigen Quellenstrom in seine Fourier-Reihe
entwickelt. Die Schaltungsanalyse kénnen wir fiir den Mittelwert des Stromes
(Gleichanteil) und fiir alle Oberschwingungen separat durchfithren. Wegen der Linea-
ritdt des Netzwerks diirfen alle Teillosungen anschlieBend tiberlagert werden.

Betrachtung des Gleichanteils i = io:
Fir diesep Gleichstrom stellt der Kondensator einen Leerlauf dar, d.h., es gilt i =0
und i =10.

Betrachtung der Oberschwingungen:

Wir berechnen den Strom durch den Widerstand zunéchst fiir eine beliebige Schwin-
gung mit der Amplitude a und der Kreisfrequenz o, d.h., es soll gelten i(t) = acos(wt).
Durch Anwendung der komplexen Wechselstromrechnung erhalten wir aus der Strom-
teilerregel

~

ip® Y, 1/R 1

i Y, 1/R+joC 1+joCR
} 1 Tab_8 1 a _ a _ a e—jarctan(wCR)
R 1+ ]a)CH 1+ ijB \/1 " (wCR)Z e]'arctan(wCH) \/1+ (a)CH)Z
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Die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert

;Zefjamtan(wm) et = ;Cos(wt —arctan(wCR)) .
1+(wCR)

1+(wCR)

ig(t)=Re (2)

Damit ist die Losung fiir die n-te Harmonische des Quellenstromes

W
i, (t)=a,cos(not) = 67112 %[ 1—cos(n62n)] cos(nwt)

bereits bekannt. Die Amplitude a aus der bisherigen Lésung (2) wird durch a, aus (1)
ersetzt und die Frequenz o wird durch no ersetzt:

1-cos(ndé2m)

i
ip(t)=—5= Cos[nwt—arctan(anB)} .

om'n \/1+(an3)2
Zusammenfassung:
Die Summe aller Teill6sungen (Gleichanteil und Oberschwingungen) liefert den gesam-
ten zeitabhdngigen Strom durch den Widerstand

s 0o 1- 2
()= Fo+— cos(no2m)

2
0 251 nz1/1+(anH)2
zur Teilaufgabe 3:

Die Spannung an dem Verbraucherwiderstand ist in Abb. 6 fiir unterschiedlich groBie
Kapazitdtswerte dargestellt. Ohne Kondensator entspricht der Verlauf der Spannung dem
dreieckformigen Quellenstrom. Mit zunehmender Kapazitdt wird die Ausgangsspannung
immer besser geglattet. Bei C = 10 pF ist sie schon fast konstant.

cos [nwt —arctan (anR)] .

100
Ohne Kondensator

wl)
VAN c- /
T 60 C=0,1pF

40

e S e
0 \KW \KW

—»
Abbildung 6: Zeitlicher Verlauf der Spannung am Widerstand fiir verschiedene Kapazitatswerte

Wir haben hier wieder das bekannte Tiefpassverhalten. Fiir die h6heren Harmonischen
stellt der Kondensator eine zunehmend kleinere Impedanz dar. Im Grenzfall C —
flieBt nur noch der Gleichanteil des Stromes durch den Widerstand, sodass sich in die-
sem Fall eine Gleichspannung u, = R 10 =25V einstellt.
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zur Teilaufgabe 4:

Fir die Welligkeit gilt

Wzﬂzi ZUHZ_
Uy U\&Z

Mit ug(t) = Ri(t) und dem in Teilaufgabe 2 berechneten Strom gilt dann

1 (Rf/ﬁ}zi 1 [1—cos(n52n)]2 :l\/lilil—cos(n&n)}2 1
1+(

W=—>=— .
Rio\| on* | & n* 1+(neCR)®  0\2 on*n? nwCR)®

zur Teilaufgabe 5:

Fiir die auf i°R bezogene Leistung gilt

n=1

oo

2 —cos(nozr) |’ 2 2
AL:(S +12[1 (no2 )] o 1 =9 (1+W )

i’R 24 on’n’ nwCR)?

Die Leistung am Widerstand wird vom Wert des Kondensators beeinflusst. Mit gréBer
werdender Kapazitdt nehmen sowohl die Welligkeit als auch die Leistung ab. Im Grenz-
fall C — o gilt fiir die Leistung

2 A
P="E =R
R

10 0,2

w P/i’R

| Bt 1

0,1 \ 0,1

0,01 0,05

0,01 0,1 1 10 0,01 0,1 1
—» C/pF — C/uF
Abbildung 7: Welligkeit und bezogene Leistung in Abhangigkeit von der Kapazitat
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Schaltvorgange in einfachen
elektrischen Netzwerken

Wichtige Formeln

[Sprunghafte Anderung des Netzwerkzustandes]

Stetigkeit der Energie bedeutet:
Strom durch Induktivitit ist stetig

Spannung am Kondensator ist stetig

[ Stationadrer Zustand ]

Induktivitit durch Kurzschluss ersetzen — Kurzschlussstrom berechnen

Kondensator durch Leerlauf ersetzen — Spannung an den Klemmen berechnen

[ Netzwerke mit nur einem Energiespeicher ]

( ) iy
R,C

LKondensatorspannung uc(t)=uc,(t)- [ufp (t,)- ufo]e ¢
' N

Spulenst N AR
\ BEEENSHEI I (t): lip (t)7 [le (to)f lu]]e
f ) Zustand des Netzwerk

stan

S ETEET u . es Ne zw.er es vor
L ) Beginn des Ausgleichsvorgangs
f Endwert = ) Zustand des Netzwerkes im

Partikuldre L6sung | neuen stationdren Zustand
. 5 Stromquellen durch Leerlauf,
Eingangswiderstand Spannungsquellen durch Kurzschluss ersetzen
~ g — R, vom Energiespeicher aus gesehen
{ N
i Netzwerk mit Kondensator: 7=R,C

Zeitkonstante ] o £

L ) Netzwerk mit Induktivitit: 7=L/R,
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10.1 Verstandnisaufgaben

1. Welche Bedingungen fiir die Verldufe von Strom und Spannung gelten an einer
Kapazitdt und einer Induktivitdt? Warum sind diese Bedingungen nétig und welche
Konsequenzen ergeben sich aus ihnen?

2. Das folgende Netzwerk wurde lange Zeit mit der Gleichspannung U erregt. Zum
Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter ge6ffnet. Wie grof3 ist der Strom i; durch die Induk-
tivitdt L unmittelbar nach dem Schaltvorgang?

3. Nach einem Einschaltvorgang ergibt sich die folgende Netzwerkstruktur. Geben
Sie die Zeitkonstante 7 des Einschwingvorgangs an.

Rl

| — | ° -t
| S| o

CD u(t) =cC | [& C D

4. Wie unterscheidet sich die Art der Eigenwerte im Fall von Netzwerken mit nur
einem Energiespeicher zu dem von Netzwerken mit Energiespeichern sowohl fiir
elektrische als auch fiir magnetische Energie?

zur Aufgabe 1:

Der Spannungsverlauf an einer Kapazitdt sowie der Strom durch eine Induktivitat
sind immer stetig, da sich die Energie in den Speicherelementen nicht sprungartig
dndern kann.

Deshalb darf ein geladener Kondensator nicht kurzgeschlossen und eine stromfiih-
rende Masche mit einer Induktivitdt nicht unterbrochen werden.

zur Aufgabe 2:

Da sich der Strom durch die Induktivitdt nicht sprungartig d&ndern kann, ist sein
Wert unmittelbar vor und unmittelbar nach dem Schaltvorgang gleich: i; = U/R;.
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zur Aufgabe 3:

Die Zeitkonstante erhalten wir, indem wir die Spannungsquelle durch einen Kurz-
schluss und die Stromquelle durch einen Leerlauf ersetzen und den dann parallel
zum Kondensator liegenden Innenwiderstand R, der Schaltung bestimmen. Daraus
resultiert die Zeitkonstante 7 = R,C. Mit den beiden parallel zum Kondensator lie-
genden Widerstdnden gilt fiir das gegebene Netzwerk

_BB -
R, +R,

T=

zur Aufgabe 4:

Die Eigenwerte von Schaltungen mit nur einem Energiespeicher sind immer reell,
wihrend die Eigenwerte von Schaltungen mit unterschiedlichen Energiespeicher-
arten reell oder konjugiert komplex sein kénnen.

10.2 Level 1

Aufgabe 10.1 | Entladen eines Kondensators

Zum Zeitpunkt t = ¢, wird der Schalter S in Abb. 1 geschlossen. Die in der Kapazitit C
gespeicherte Energie W(t,) wird an das Widerstandsnetzwerk abgegeben.

S

t=t,

Abbildung 1: Netzwerk mit einem Energiespeicher

Geben Sie jeweils die im Zeitintervall ¢, < t < © in den Widerstdnden R;, R, und R, in
Wirme umgewandelten Energien Wy, Wy und Wy, an. (Die Berechnung der Zeitver-
laufe fiir die Strome und Spannungen des Netzwerks ist dazu nicht erforderlich.)
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Die an einem Widerstand in Warme umgewandelte Energie kann mithilfe der Gl. (2.48)
berechnet werden:

W:Tp(t)dt mit  p(t)=u(t)i(t)= ”ZP(:) =i*(t) R.
(1) Ko i@
o -

i ()
R, l”l(t) uy, (1)

po ==
R, uy (¢) —JA0)
R, luZ(t)

y

Abbildung 2: Festlegung der Strom- und Spannungsbezeichnungen

-«

In einem ersten Schritt kann die Knotengleichung an dem in Abb. 2 markierten Knoten
verwendet werden. Der Strom aus dem Kondensator teilt sich auf die beiden Zweige
entsprechend der Stromteilergleichung (3.29) auf:
; R . . R +R, .
112(t)=R—31(t) und i (t) =————2—1I(t).
)+ R, + Ry R, +R, + R,

Da an den beiden Zweigen mit R; bzw. der Serienschaltung von R; und R, die gleiche
Spannung wie am Kondensator anliegt,

Uc () =us(t) =u, (1),

teilt sich die momentan vom Kondensator abgegebene Leistung entsprechend der Strom-
aufteilung

pc(t)=uc(t)i [112 +iy(t ] Pr,+r, (t)+ Pg, (t)

in die in den beiden Zweigen verbrauchten Leistungen auf. Die Energie am Widerstand
R, betrdgt damit

= oo

R, +R R, +R
W, = t) i, (t)dt=—2—"2— t)i(t)dt=—21-—"2 to).
w = Jue () (0 R+Bz+33tf“ (0 1(0)dt =W (1)
0

An der Reihenschaltung von R, und R, wird die Energie

o < R
" _ df=— 18 =— 8
Ry+R, _[“c( ) i1z (t) R, +R +R, {[ R, + R, + Ry

Iy

We (t)
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umgesetzt. Die Aufteilung dieser Energie auf die beiden Widerstdnde ldsst sich sehr
leicht aus der Spannungsteilergleichung (3.22) berechnen:

R R
t) = 1 t d t)= 2 t
w(t) =g et und ()=t
T . R, 7 . R R
Wy, = fu1(t) iy (£) dt = 7 +le juc(t) iy, (£) dt = T +IBz T +RZ v W (t)
ty ty
T R, 7 R R
W, = t) iy, (t)dt = 2 t) iy, (t)dt = 2 3 W (t,) -
R, qu()11z() Rl+RZIUC()1lz() R +R, R, +R, + R, c(to)

) )

Eine einfache Kontrollrechnung bestitigt den Zusammenhang:

WB] +WHZ ‘|‘I/VB3 :WC (tU) .

Aufgabe 10.2 | Kondensator und Widerstandsnetzwerk

In dem Netzwerk der Abb. 1 mit der Gleichspannungsquelle U und dem zunéchst unge-
ladenen Kondensator u;(0) = 0 wird der Schalter S zum Zeitpunkt ¢ = 0 geschlossen.

C luc(t)

Abbildung 1: Netzwerk mit Schalter

1. Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf von u.(t) fiir ¢ = 0.

2. Berechnen Sie den Zeitpunkt ¢, an dem die Spannung uc(¢) den halben Endwert
erreicht.

Zum Zeitpunkt t; wird der Schalter S wieder ge6ffnet.
3. Ermitteln Sie nun den weiteren zeitlichen Verlauf von u(t).
4. Stellen Sie qualitativ den Verlauf von uc(f) fiir > 0 in einem Diagramm dar.

5. Wie grof} ist die Energie, die im Zeitraum ¢, <t <o im Widerstand R; = 2R in
Wirme umgesetzt wird?
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zur Teilaufgabe 1:

Da es sich bei diesem Beispiel um eine Aufgabe mit nur einem Energiespeicher han-
delt, kann die Lésung mit der in Kapitel 10.8.1 beschriebenen Vorgehensweise ermit-
telt werden. Die Kondensatorspannung kann dann allgemein durch die in der Formel-
sammlung angegebene Beziehung bzw. durch GI. (10.40) beschrieben werden.

Zur Berechnung der partikuldren Lésung ug, = uc(t — ©) wird der Kondensator
durch einen Leerlauf ersetzt und die Spannung an den beiden Leerlauftklemmen
bestimmt. Aus dem Spannungsteiler folgt direkt ug, = U/2. Mit dem Anfangswert der
Kondensatorspannung g, = uc(0) = 0V und dem Schaltzeitpunkt £, = 0 nimmt die
Gl. (10.40) zunédchst die Form

e (1) = ey (1) ~[ gy (1) ~ug J e € =Z-Zo

an. Zur Bestimmung des Eingangswiderstands R, wird die Spannungsquelle durch einen
Kurzschluss ersetzt und der Widerstand des Netzwerks berechnet, der nach dem Schalt-
vorgang parallel zu den Klemmen des Kondensators liegt. Die Parallelschaltung der drei
Widerstdnde liefert den Wert

1 1 1 1

R
— t—+— - R,=—.

Rgzﬁ 2R 2R 2

Damit ist der Spannungsverlauf am Kondensator vollstdndig bestimmt:
2t
uc () :H[l_em] fiir t=0.

2
zur Teilaufgabe 2:

Gesucht ist der Zeitpunkt ¢;, an dem

2
U ==t |1 U
Uc(t1)=7{1—e fe ]=EUCP=Z

gilt. Die Auflésung nach ¢, liefert

2 2 2
-2 -2 =t
1-e Rclzé 5 emrl efC' =2 t1=£ln2.

zur Teilaufgabe 3:

Wenn der Schalter zum Zeitpunkt ¢; wieder getffnet wird, dann wird sich der auf die
Spannung U/4 aufgeladene Kondensator tiber den parallel liegenden Widerstand R, = 2R
entladen. Wegen der fiir t — « verschwindenden Kondensatorspannung gilt jetzt uc, = 0.
Resultierend erhalten wir durch Einsetzen der Ergebnisse den Spannungsverlauf

t-t, It
¢ _U e

uc (t) =ucp(t)—[ucp(t1)—uc(,}e & = °

am Kondensator.
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zur Teilaufgabe 4:

uc(t) A
1
_U foiniaiel
7
1 -7
_U D I E————————
4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 - t
0 1 2 3 4 t

Abbildung 2: Zeitabhangiger Verlauf von uc(t)

zur Teilaufgabe 5:

Es wird die gesamte zum Zeitpunkt #; im Kondensator C gespeicherte Energie in Warme
umgewandelt:

1 2 1 2
W==C t,)=—CU"“.
gt () 32

Aufgabe 10.3 | Induktivitat und Widerstandsnetzwerk

In dem Netzwerk der Abb. 1 mit der Gleichstromquelle I und der zunéchst stromlosen
Spule i;(0) = 0 wird der Schalter S zum Zeitpunkt ¢ = 0 ge6ffnet.

1 R i, (t)

=)

Abbildung 1: Netzwerk mit Schalter

1. Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf von i, (f) fir ¢ > 0.

2. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf von ug(t) fiir t = 0.

Zum Zeitpunkt t,, an dem der Strom i;(f) den halben Endwert erreicht hat, wird der
Schalter S wieder geschlossen.

3. Ermitteln Sie nun den weiteren zeitlichen Verlauf von i;(¢) und ug(¢) in Abhéngig-
keit des Zeitpunkts t;.

4. Wie groB ist die Energie, die im Zeitraum t; < t < o0 im Netzwerk in Warme umge-
setzt wird?

5. Stellen Sie qualitativ den Verlauf von ug(f) und i (¢) fiir t = 0 in einem Diagramm dar.
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zur Teilaufgabe 1:

Die allgemeine Form des Spulenstromes ist durch die in der Formelsammlung ange-
gebene Gleichung bzw. Gl. (10.43) gegeben. Zur Berechnung der partikuldren Losung
wird die Spule durch einen Kurzschluss ersetzt und der Kurzschlussstrom fiir den
Zustand mit ge6ffnetem Schalter bestimmt:

. . 1
1Lp=1L(t—>oo)=E.

Vor dem Offnen des Schalters flieBt der gesamte Strom durch den Schalter, sodass der
Anfangswert des Spulenstromes verschwindet: i;, = i;(0) = 0.

Fiir die Bestimmung des Eingangswiderstands des Netzwerkes wird die Stromquelle
durch einen Leerlauf ersetzt und der Widerstand des Netzwerks berechnet, der sich an
den Anschliissen der Spule nach dem Schaltvorgang einstellt: R, = 2R. Einsetzen der
Ergebnisse fiihrt zu folgendem Stromverlauf in der Spule:

,&t 1 ,Et
i (t) =iy (8) = i (0)~igp | & = Ij1-e & fir t=0.

zur Teilaufgabe 2:

Aus der Knotengleichung folgt
up (t) =H[I—iL (t)] =%HI[1+G L ] fiir t>o0.

zur Teilaufgabe 3:

Wir betrachten jetzt das Netzwerk nach dem erneuten SchlieBen des Schalters zum
Zeitpunkt t;. Der Spulenstrom i;(#;) soll dem halben Endwert aus dem vorhergehen-
den Netzwerkzustand entsprechen, d.h., es gilt i;(¢;) = I/4. Damit kann die Gl. (10.43)
zunédchst in der Form

iy (t) =g, (t) —[in (tl)—ﬂ e )

geschrieben werden. Als partikuldre Losung fiir t — o erhalten wir jetzt i, (t — «) = 0.
Der an den Anschlussklemmen der Spule liegende Innenwiderstand setzt sich aus der
Reihenschaltung von einem Widerstand R und dem kurzgeschlossenen Schalter zusam-
men: R, = R. Der Strom nimmt dann folgenden zeitlichen Verlauf an:

R
ip(t)= I e )

fir t=>t,.
4

Die Spannung ug(f) verschwindet wegen des kurzgeschlossenen Schalters: ug(f) = 0
fiir t > t,.



10.2 Level 1

zur Teilaufgabe 4:

Da der Quellenstrom durch den Schalter fliefit, wird lediglich die zu Beginn in der
Spule gespeicherte Energie im oberen Widerstand in Wérme umgewandelt:

1. ., 1.,
W==L t,)=—0LI".
P () 32

zur Teilaufgabe 5:

up(2) A i, () A
RI 1,
2
lR[ B I l[ -7
2 4 !
4 | 1 1 » L | i | | » i
05 0 05 1 15 2 £ 0 o5 1 15 2 t

Abbildung 2: Zeitabhangiger Verlauf von ug(t) und i7(t)

Aufgabe 10.4 | Quasi-Peak-Messung

Bei der Messung von Storsignalen im Rahmen der Elektromagnetischen Vertraglichkeit
(EMV) miissen die Signalformen in vielen Fillen bewertet werden. Das bedeutet, dass
z.B. nicht nur die Amplituden der Signale von Bedeutung sind, sondern auch die zeit-
liche Abfolge (Haufigkeit), mit der die Stérungen auftreten. Eine einfache Spitzenwert-
messung (Peak-Messung) wird dieser Situation nicht gerecht. Die Abb. 1 zeigt eine
Schaltung, mit der eine so genannte Quasi-Peak-Messung durchgefiihrt werden kann,
bei der das Messergebnis sowohl von der Amplitude als auch von der Wiederholrate der
Stérsignale abhéngt.

R

1 Py
| S|

C¢ u(t) R|| c ==l U (t)

Abbildung 1: Bewertungsschaltung

AVAS

1. Ermitteln Sie die Zeitkonstanten der Schaltung fiir die beiden Fille a) die Diode
leitet und b) die Diode sperrt. Die Diode kann als ideal angesehen werden. In wel-
chem Zusammenhang stehen die beiden Zeitkonstanten?

2. Erkldren Sie die Funktionsweise der Schaltung.
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zur Teilaufgabe 1:

Fall a): Die leitende Diode wird durch einen Kurzschluss ersetzt. Um den von den
Klemmen des Kondensators aus betrachteten Eingangswiderstand der Schaltung R, zu
bestimmen, wird die Spannungsquelle ebenfalls zu null gesetzt. Damit liegen beide
Widerstdnde R, und R, parallel zum Kondensator und wir erhalten die Zeitkonstante

R, ‘R,

7, =(R|Ry)C = AR,

C.

Fall b): Im Fall der sperrenden Diode liegt nur der Widerstand R, parallel zum Kon-
densator. Mit R, = R, erhalten wir in diesem Fall die Zeitkonstante

7, =R,C.

Da der Wert der parallel geschalteten Widerstdnde R, und R, immer kleiner ist als der
Wert des Widerstandes R, allein, gilt 7; < z,.

zur Teilaufgabe 2:

Ubersteigt die Quellenspannung u(f) die Kondensatorspannung uc(f), dann wird die
Diode leitend und der Kondensator wird mit der kleinen Zeitkonstanten z;, d.h. rela-
tiv schnell aufgeladen. Fallt die Quellenspannung dagegen unter den Wert der Kon-
densatorspannung, dann sperrt die Diode und der Kondensator entlddt sich mit der
gegebenenfalls wesentlich groBeren Zeitkonstanten z,, d.h. relativ langsam iiber den
Widerstand R,. Die Abb. 2 zeigt das prinzipielle Verhalten bei einem willkiirlich ange-
nommenen Verlauf des Storsignals u(?).

A

AN,
T

u(t)

Abbildung 2: Signalverldufe am Eingang und Ausgang der Bewertungsschaltung

Aus der Abb. 2 ist leicht zu erkennen, wie infolge der Ladezeitkonstante 7, die Ampli-
tude erfasst werden kann und wie mit der Entladezeitkonstante z, die Wiederholrate
der Storungen in das Ergebnis eingeht. Wird der Mittelwert der Kondensatorspannung
uc(t) gebildet, dann steigt der Anzeigewert mit groBer werdenden Amplituden und
mit abnehmenden Abstdnden zwischen den einzelnen Storsignalen und bewertet
damit sowohl die Stirke als auch die Haufigkeit des Auftretens von Stérungen.

Bemerkung:

Bei einer Spitzenwertmessung miisste der Maximalwert erfasst und angezeigt werden.
Das bedeutet eine unendlich kleine Ladezeitkonstante 7, damit auch die Amplitude
eines sehr kurzzeitigen Signales richtig erfasst wird, und eine unendlich grofle Entlade-
zeitkonstante 7,, damit der Maximalwert gespeichert bleibt.
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Aufgabe 10.5 | Netzwerk mit zwei Schaltern

In dem Netzwerk der Abb. 1 mit der Gleichstromquelle I und der zunédchst stromlosen
Spule i;(0) = 0 wird der Schalter S, zum Zeitpunkt ¢ = 0 ge6ffnet. Der Schalter S, bleibt
in dieser Stellung fiir den gesamten Zeitbereich t > 0. Der Schalter S, wird zu einem
noch zu bestimmenden Zeitpunkt ¢, > 0 geschlossen.

- .
Rl
f*\
./ Si e t=0
R3

Abbildung 1: Netzwerk im Zeitbereich t < 0

1. Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf von i, (f) fir ¢ > 0.

2. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf von u(¢) fir ¢ > 0.
Nachfolgend gilt fiir die Netzwerkelemente: R, = R und R, = R; = 2R.

3. Berechnen Sie den Zeitpunkt f = ¢, an dem die Spannung u(f) den Wert u(t;) = 0
annimmt.

4. Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf von i;(t) fir t > ¢,.

zur Teilaufgabe 1:

Nach dem Offnen des Schalters S, erhalten wir das in Abb. 2 dargestellte vereinfachte
Netzwerk.

~Y

()
J

Abbildung 2: Netzwerk im Zeitbereich 0 < ¢ < t;
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Der Spulenstrom kann durch die Gl. (10.43) beschrieben werden. Diese nimmt mit
dem Schaltzeitpunkt ¢ = 0 und dem Anfangswert des Spulenstromes i;, = 0 die fol-
gende Form an:

i (£) =g, () =iy, (0)e L . (1)

Die partikuldre Losung fiir den Spulenstrom, d.h. i;(¢) fiir t — o, erhalten wir, indem
wir die Spule in Abb. 2 durch einen Kurzschluss ersetzen. Nach der Stromteilerregel
ergibt sich der von der Zeit unabhédngige Wert

i R, + Ry
"R +R,+R,

Bei der Bestimmung des Eingangswiderstands R, fiir den Zeitbereich 0 <t < ¢; wird
die Stromquelle in Abb. 2 durch einen Leerlauf ersetzt. Der zwischen den beiden
Anschliissen der Spule liegende Widerstand besteht aus der Reihenschaltung der drei
Widerstdnde R,, R, und R;, sodass wir die Zeitkonstante

Ry =R +R,+R;,, — 174 L L
R, + R, + Ry

und durch Einsetzen der Ergebnisse in die Gl. (1) den gesuchten Spulenstrom
t

_t Ry +Ry+R;
iL(t):MI 1o¢ n |=—Tatfs gl o L fir t=0
R +R,+R, R, +R,+ R,

erhalten.
zur Teilaufgabe 2:
Mit der Gleichung fiir den in Abb. 2 eingezeichneten Knoten K
1=y (t)+ i (1)
und dem Maschenumlauf
u(t)+ Ryip (t)— Ryip (t)=0
folgt der Zusammenhang
u(t) = Ryiy (t) = Ry[ I —ip (t) | = (R, + Ry ) i, ()~ Ry 1.

Einsetzen des Spulenstromes liefert das Ergebnis

~ Ri+Ry+Ry
u(t)= (B + ) (Fy + Fy) 1-e L -Ry |1
R, +R, + Ry

zur Teilaufgabe 3:

Die Forderung u(t;) = 0 fiihrt mit den angegebenen Widerstandswerten auf die Beziehung

5R 5R

-t ! 22

2R 1" |2r=0. o e LU=l tlziln(ﬁ).
5 6 5R
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zur Teilaufgabe 4:

Zum Schaltzeitpunkt ¢, nimmt der Spulenstrom den Wert

5R L

ip (ty) :%I[l—e Lwln(ﬁ)] =%I(1-e*1“(6)) :%I(l—%] =%1

an, der als Anfangswert fiir den folgenden Zeitabschnitt gilt. Bei geschlossenem Schal-
ter S, liegen R, und L parallel, d.h., fiir t — o erhalten wir die partikulére Lésung i;, = L.
Mit dem parallel zu den Spulenklemmen liegenden Widerstand Ry, = R, = R gilt die
Zeitkonstante

L
Ty=——=—.

Ry, R
Durch Einsetzen der Ergebnisse nimmt der Spulenstrom den folgenden zeitlichen Ver-
lauf an

Aufgabe 10.6 | Schaltvorgang mit Diode

Gegeben ist das in Abb. 1 dargestellte Netzwerk. Die Spannung u(#) hat fiir -0 < ¢t <0
den Wert -10 V. Zum Zeitpunkt t = 0 springt sie auf den Wert +10 V. Verwenden Sie
fiir die in dem Netzwerk eingezeichnete Diode das auf der rechten Seite der Abb. 1
dargestellte vereinfachte Ersatzschaltbild mit den Daten Uy = 0,7 V und Rp = 0,1 Q.

[ ldeale < '
”R(f)l R=5Q Diode

or )

A4 uc(ol:: Co1uF

vereinfachtes
Diodenersatz-
________________ schaltbild

Abbildung 1: Netzwerk mit Diode

1. Welche Spannung besitzt der Kondensator unmittelbar vor dem Sprung der Quel-
lenspannung von dem Wert -10 V auf den Wert +10 V?

2. Bestimmen Sie den Verlauf der Kondensatorspannung und des Kondensatorstro-
mes fiir t = 0.

3. Bestimmen Sie den Zeitpunkt ¢;, an dem die Diode ihren Leitzustand &ndert.

4. Bestimmen Sie den Verlauf der Kondensatorspannung und des Kondensatorstro-
mes fir ¢ > t,.

5. Stellen Sie den Verlauf der Kondensatorspannung und des Kondensatorstromes
grafisch dar.
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zur Teilaufgabe 1:

Bei negativer Quellenspannung befindet sich die Diode in Sperrrichtung und kann
durch einen Leerlauf ersetzt werden. Der Kondensator hat sich entsprechend einer
Exponentialfunktion auf den Wert der Quellenspannung aufgeladen. Das Netzwerk ist
unmittelbar vor dem Spannungssprung stromlos und es gilt u;(0) = -10 V.

zur Teilaufgabe 2:

Nach dem Sprung der Quellenspannung fliet Strom durch den Widerstand und der
Kondensator wird umgeladen. Zu beachten ist jetzt das Verhalten der Diode. Solange
die Kondensatorspannung kleiner ist als die Knickspannung der Diode, d.h.
uc(t) < Uy, kann kein Strom durch die weiterhin gesperrte Diode fliefen. In dem Zeit-
bereich, in dem der Kondensator von -10V auf +0,7 V umgeladen wird, kann die
Diode als Leerlauf betrachtet werden. Wir kénnen das Netzwerk also zunéchst so
behandeln, als sei die Diode nicht vorhanden. Die Kondensatorspannung wird durch
die Gl. (10.40) beschrieben. Mit der partikuldren Lésung ug, = +10 V nimmt diese
Gleichung zunéchst die Form

-t t
RG

=10V-[10V-(-10V)]e

ug (t) =ug, (1) ‘[Ucp (0)-uc (O)J e

an. Wird die Spannungsquelle durch einen Kurzschluss ersetzt, dann erhalten wir den
an den Kondensatorklemmen liegenden Innenwiderstand R, = R und damit die Zeit-
konstante

7=RC=5Q-1uF =5ps.
Resultierend gilt fiir die zeitabhdngige Kondensatorspannung

t

uc(t)=10V-20Ve

Der Kondensatorstrom ergibt sich aus der zeitlichen Ableitung der Spannung:

q _t -t
cduc(t) _1F 20V o 0 o
dt 5Us

ig(t)=

zur Teilaufgabe 3:

Die Losungen aus Teilaufgabe 2 gelten nur fiir den Zeitbereich, in dem die Diode sperrt.
Im néchsten Schritt miissen wir den Zeitpunkt ¢, bestimmen, bei dem die Diode leitend
wird. Diesen finden wir aus der Forderung

by

e (t)=10V-20Ve * =U =0,7V.
Die Auflosung nach t; liefert

tl
b
oo 20 4 5151022 ~3.820ps.
9,3 9,3
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zur Teilaufgabe 4:

Im Zeitbereich t > t; kann die ideale Diode durch einen Kurzschluss ersetzt werden.
Das Netzwerk nimmt dann die in Abb. 2 dargestellte Form an.

ol
O

”C(t)l== C=1pF

Abbildung 2: Netzwerk mit leitender Diode

Die Kondensatorspannung kann wieder mit Gl. (10.40) beschrieben werden. Nachdem
der Schaltzeitpunkt #; und der Anfangswert ug, = uc(t;) = Uy bereits bekannt sind,
miissen noch die partikuldre Losung ug, = ug(t = ©) und der Innenwiderstand R,
bestimmt werden. Ersetzen wir den Kondensator durch einen Leerlauf, dann erhalten
wir die partikuldre Losung

t)-U
ug, =Ug +1Rp =Uy +111(%1—BKRD =0,7 V+9,3V%=0,882 V.
D s

Zur Bestimmung des Innenwiderstands werden die Quellenspannung und auch die
Knickspannung zu null gesetzt. Die beiden Widerstdnde R und Rj liegen als Parallel-
schaltung an den Kondensatorklemmen, sodass wir den Zusammenhang

n . _BoF

o = =0,098Q
Bp+R

und damit insgesamt die Kondensatorspannung
_ Bp+R t-t,

t)-U, t)-U (t-t _
Uc(t)=UK+u;1H KHD_{HI(JLB KBD:Ie RpRC' ! —0,882V—0,182Ve 0098Hs
D D

erhalten. Fiir den Kondensatorstrom erhalten wir das Ergebnis

Rp+R t—t
io(t) =Cduc(t) _ u(t)-Ug o HZRC(t—tl) _93V - O,Ugglus.
dt R 5Q
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zur Teilaufgabe 5:

Die Abb. 3 zeigt den Verlauf von Kondensatorspannung und Kondensatorstrom als Funk-
tion der Zeit. Der Ubergang zwischen den beiden Diodenzustinden findet im Diagramm
an der Stelle t/t; = 1 statt.

4

2
ol ic® —

2
4 //< o
6 vV
N

-10

0 05 1 1,5
— t/1,

Abbildung 3: Zeitlicher Verlauf von Spannung und Strom am Kondensator

Aufgabe 10.7 | Schaltung mit einem Ubertrager

Fiir die in Abb. 1 angegebene Schaltung mit der erregenden Gleichspannungsquelle U
ist fiir ¢ > t, die Sekundirspannung u,(t) des festgekoppelten Ubertragers, der durch die
Induktivitdt L;; und den idealen Ubertrager mit dem Ubersetzungsverhaltnis ii darge-
stellt wird, zu ermitteln. Zum Zeitpunkt t;, wenn der Schalter S geschlossen wird, ist
der Ubertrager stromlos, d.h., es gilt die Anfangsbedingung i,(t,) = 0. Zu einem spéteren
Zeitpunkt t, > t, wird der Schalter wieder gedffnet.

festgekoppelter Ubertrager

R, S
Yy : o
t=t, i@ ° -
Ul(:) R, u, (1) Ly %”g u, (1)
4 u O

Abbildung 1: Schaltung des festgekoppelten Ubertragers mit sekundarseitigem Leerlauf

1. Bestimmen Sie bei geschlossenem Schalter S den Zeitverlauf des Stromes i;(f) so-
wie der Sekundérspannung u,(f) fiir das Zeitintervall ¢, < t < £,.

2. Ermitteln Sie bei offenem Schalter S den Zeitverlauf des Stromes i;(t) sowie der
Sekundérspannung u,(f) fiir den Zeitbereich ¢ = t,.

3. Geben Sie die im Zeitraum ¢, < t < © im Widerstand R in Warme umgewandelte
Energie W, an.
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zur Teilaufgabe 1:

Fir den geschlossenen Schalter erhalten wir das Ersatzschaltbild in Abb. 2. Infolge der
offenen Klemmen an der Ausgangsseite des idealen Ubertragers gelten nach Gl. (6.99)
die beiden Beziehungen

ih(t)==1,(t)=0 und u(t)=iiu,(t). (1)

- , i\ (0) iy (1) i (6)

u, (1)

Abbildung 2: Ersatzschaltbild bei geschlossenem Schalter

Wegen Gl. (1) sind die beiden Strome i, (f) und i;(f) gleich. In die Eingangsklemmen
des idealen Ubertragers flieBt kein Strom, er transformiert lediglich die Spannung
u,(f) in die Spannung u,(f) an seinen Ausgangsklemmen. Fiir die weitere Berechnung
sind also nur die Spannungsquelle, das Widerstandsnetzwerk und die Induktivitdt L,
zu berticksichtigen. Der zeitabhédngige Verlauf des Spulenstromes kann mit Gl. (10.43)
berechnet werden, wobei der Schaltzeitpunkt jetzt mit ¢, bezeichnet wird:

R
. . . . - —E(t-ty)
1L(t):1Lp(t)—[1Lp(t1)—1L0}e .
Zur Berechnung der partikuldren Losung iy, fiir t — « wird die Spule durch einen
Kurzschluss ersetzt und der Strom durch L, berechnet:

Zur Bestimmung der Zeitkonstanten 7, muss entsprechend Abb. 2 der von der Spule
aus gesehene Gesamtwiderstand R, der Schaltung ermittelt werden, wobei die Span-
nungsquelle durch einen Kurzschluss ersetzt wird:

_ _RiRg N t:ﬂ_

= A -
& R;+Ry R,

R; + R L.
RRy;

Mit dem Anfangswert i; (;) = i;; = 0 erhalten wir schlieflich den resultierenden Spulen-
strom

i (t)=ip, [ i -0]e " =—|1-e Tl fiie t<t<t )
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Fiir die Ausgangsspannung gilt schlieBlich

R

1 41 dig(t) 1, U B, —7(t-h)

)=o) = G S e
i M1
R
——£(t-1)

uz(t)zgiUe Lo fiir f < t<t,

i R; +Rg

zur Teilaufgabe 2:
(1) i, (t) L ()

—  ——)
; ()
Ry |::| u, (1) Ly, 3”% u, ()

i i i
R

4
Abbildung 3: Ersatzschaltbild bei offenem Schalter

Bei geoffnetem Schalter gilt das Ersatzschaltbild in Abb. 3. Fiir t — © verschwindet
der Spulenstrom, sodass wir die partikulédre Lésung i;,(#) = 0 erhalten. Wegen R, = Ry
ergibt sich die Zeitkonstante

L _Ln

Ty = .
* R, Ry

Fiir dieses Netzwerk muss noch der Anfangswert des Spulenstromes zum Schaltzeit-
punkt £, aus der Beziehung (2) bestimmt werden:

U _bh
1‘L(1t2)=F 1-e ™

i
Nach Einsetzen dieser Ergebnisse erhalten wir resultierend den Strom

_ &(tftz) — 7t27t1 - i

iL(t):O—[O—iL(tZ)Je L :% 1-e ™ |e 2 fir t=t,
1
und daraus die Ausgangsspannung
tty tt,
1 1 dig(t) 1, U . -
u, (t)=—u, (t)=— =— —|1-—e 1 e 2
() =g =g =g iiLllRi 7,
tyty Ry
1 Ry . LT(t_tZ) .
t)=———U|l-e " |e ™ fir t=t
(1) =- 1 :

340



10.4 Level 3

zur Teilaufgabe 3:

Zum Zeitpunkt t, ist in der Spule nach Gl. (6.51) die Energie

1 .
Wy, (t;)= ELll ir*(ty)

gespeichert. Wie aus Abb. 3 zu erkennen ist, kann diese Energie im Laufe der Zeit nur in
Ry in Warme umgewandelt werden. Fiir ¢t — oo wird der Strom i;(t) durch die Induktivi-
tdt zu null, d.h., die gesamte in L;; zum Zeitpunkt ¢, gespeicherte Energie wird in Ry in
Wirme umgewandelt. Es muss also gelten

1 U -h
WHE:Wm(tZ):ELll 711 n

i
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Aufgabe 10.8 | RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung

Die RC-Reihenschaltung in Abb. 1 ist {iber ein aus zwei Schaltern S; und S, bestehen-
des Netzwerk an eine Gleichspannungsquelle U angeschlossen. Die beiden Schalter
sollen im Gegentakt betrieben werden, d.h., einer der beiden Schalter ist jeweils
geschlossen und der andere Schalter ist gedffnet. Wir wollen annehmen, dass sich die
Abfolge der Schaltzustinde mit der Periodendauer T wiederholt. Im Zeitbereich
0 < t < oT ist der Schalter S, geschlossen, im Zeitbereich oT < f < T der Schalter S,.

Us, ) A

C
==l”c(f)

0" or T 2T ¢t
Abbildung 1: RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung

1. Berechnen Sie fiir einen beliebigen Tastgrad 0 < &< 1 den zeitlichen Verlauf der Kon-
densatorspannung u.(t) und des Stromes i(f) fiir die beiden folgenden Fille:

a. Anlaufverhalten des Netzwerks, wenn es erstmalig an die Rechteckspannung
angeschlossen wird,

b. eingeschwungener Zustand, bei dem alle Signalverldufe periodisch sind mit
der Periodendauer T. Dieser Fall tritt ein, nachdem die Rechteckspannung
ug (t) schon hinreichend lange an dem RC-Netzwerk anliegt und die Anlauf-
phase beendet ist.

2. Vergleichen Sie die Losung aus Teilaufgabe 1b mit der Lésung in Aufgabe 9.3.
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zur Teilaufgabe 1:

Die Eingangsspannung fiir die RC-Reihenschaltung entspricht der in Abb. 1 eingetrage-
nen, auch an dem Schalter S, anliegenden Spannung ug (t). Im Zeitbereich 0 < ¢ < JT ist
Sy geschlossen und die Spannung ug (t) entspricht der Gleichspannung U (Netzwerk 1
in Abb. 2). Im Zeitbereich 6T <t < T ist S, geschlossen und die Spannung ug (t) wird
dann null (Netzwerk 2). Insgesamt liegt iiber dem Schalter S, die auf der rechten Seite
der Abb. 1 dargestellte periodische Rechteckspannung. Der Parameter ¢ wird Tastgrad
oder Tastverhiltnis genannt und kann zwischen den Grenzwerten 0 und 1 liegen. In
dem Grenzfall 5= 0 ist S; immer offen, S, immer geschlossen und es gilt u (t) = 0. Es
existiert nur das Netzwerk 2. Im anderen Grenzfall 6= 1 ist S; immer geschlossen und
S, immer offen, d.h., es gilt ug, (t) =U. Es existiert nur das Netzwerk 1.

R i(t) R i(1)
ug(?) up ()
C=>lU (o— luc Q) C l u (1)
Netzwerk 1 Netzwerk 2

Abbildung 2: Netzwerke in Abhangigkeit vom Schalterzustand

In beiden Féllen treten die Netzwerke 1 und 2 aus der Abb. 2 auf, sodass wir zunédchst
die allgemeinen Gleichungen fiir diese beiden Netzwerke angeben. Ausgangspunkt fiir
das Netzwerk 1 ist die Gl. (10.40) mit der partikuldren Losung ug, = U. Fiir den Ein-
gangswiderstand erhalten wir aus Abb. 10.15 den Wert R, = R und fiir die Zeitkons-
tante gilt 7= RC. Zusammengefasst gilt die Beziehung

uc(t)zU—[U—uc(tO)Je;% 1)

fiir das Netzwerk 1.

Fiir das Netzwerk 2 kann ebenfalls von der Gl. (10.40) ausgegangen werden, wobei
jetzt aber fiir die partikuldre Losung ug, = 0 gilt. Die zugehérige Gleichung nimmt
daher mit der gleichen Zeitkonstanten 7= RC die einfachere Form

=
uc (t)=uc(ty)e ° (2)

an. In beiden Gleichungen (1) und (2) ist jeweils nur noch der Schaltzeitpunkt ¢, und
die zugehorige Kondensatorspannung uc(f,) unmittelbar vor dem Schaltvorgang ein-
zusetzen.

Das Anlaufverhalten

Wir beginnen die Betrachtung zum Zeitpunkt ¢ = 0, an dem die RC-Reihenschaltung
mit dem anfangs ungeladenen Kondensator erstmalig mit der Rechteckspannung ver-
bunden wird. Es gilt die Gleichung fiir das Netzwerk 1 mit ¢, = 0 und u.(0) = 0, sodass
wir das Ergebnis
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€ -t
uc(t) =U-[U-0]e * fir 0s<t<dT

erhalten. Dieser zeitabhédngige Spannungsverlauf gilt bis zu dem Zeitpunkt t = 8T, an
dem die Kondensatorspannung den Endwert

oT

uc(8T)=U-Ue * (3)

annimmt. Zum Zeitpunkt t = 6T wird auf das Netzwerk 2 umgeschaltet. Wegen der
Stetigkeit der Kondensatorspannung entspricht der Endwert (3) aus dem ersten Netz-
werk dem Anfangswert fiir das zweite Netzwerk. Mit Gl. (2) gilt fiir das zweite Zeit-
intervall 6T < t < T die Gleichung

t-oT
uc(t)=uc(6T)e * fir oT<t<T (4)

Am Ende dieser Schaltperiode hat die Kondensatorspannung den Wert

_(-o)T
uc(T)=u;(6T)e 7

Diese Spannung bildet jetzt wieder den Anfangswert fiir das erste Netzwerk, fiir das
mit dem Schaltzeitpunkt ¢, = T nach GI. (1) das Ergebnis

) -
uc(t):U—[U—uC(T)]e T fir T<t<T+T
gilt. Beim folgenden Schaltzeitpunkt ¢t = T+0T weist die Kondensatorspannung den Wert

oT

uo(T+0T)=U -[U-ug(T)]e
auf. Diese Spannung dient jetzt wieder als Anfangswert fiir den zweiten Netzwerkzu-
stand, fiir den wir analog zur Gl. (4) das Ergebnis

_tH(T+0T)
uc(t)=uc(T+6T)e  * fir T+éT<t<2T

erhalten. Resultierend muss eine Folge von sich abwechselnden Netzwerkzustdnden
betrachtet werden, wobei die Spannung u.(f) am Ende eines Schaltzustandes den
Anfangswert fiir den folgenden Schaltzustand bildet. Aus den bisherigen Ergebnissen
lasst sich die Kondensatorspannung nach der n-ten Schaltperiode allgemein angeben:

t—nT
uc(t):U—[U—uC(nT)]e v fiix nT<t<nT+6T

_ 1(nT+dT)
uc(t) =ug (nT+0T)e 4 fir nT+6T<t< @+1)T.
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Durch Einsetzen in die Gl. (7.5) ist dann auch der Kondensatorstrom nach der n-ten
Schaltperiode bekannt:

U— T _t—nT
i(t):%e T fir nTs<t<nT+oT
T+6T 7t—(nT+6T)
i(t):—%e T fir nT+6T<t< (n+1)T

Eine Auswertung dieser Gleichungen ist fiir das Zahlenbeispiel R = 1 kQ, C = 1 pF und
0= 0,5 in Abb. 3 dargestellt. Die linke Seite des Bildes zeigt den Zeitbereich 0 < t < 3T mit
den ersten drei Schaltperioden fiir eine Schaltfrequenz f = 1/T = 1 kHz. Auf der rechten
Seite sind sechs Schaltperioden bei der doppelten Schaltfrequenz f = 2 kHz dargestellt.
Die gesamte dargestellte Zeitspanne betrégt in beiden Bildern jeweils 3 ms und entspricht
beim vorliegenden Zahlenbeispiel dem Dreifachen der Zeitkonstanten 7= 1 ms.

In den ersten Schaltzyklen nimmt die Kondensatorspannung wéhrend einer Perio-
dendauer stark zu u(t+7T) > u(f). Der Mittelwert von i(f) ist in dieser Anlaufphase gro-
Ber als null. Bereits nach wenigen Schaltperioden stellt sich ein Zustand ein, bei dem
die Kondensatorspannung nur noch um ihren Mittelwert schwankt und der Mittel-
wert des Stromes pro Schaltperiode verschwindet.

A g, (t) A ug, (f)
Ul— Ul E A
. uc(t) u.(t)
oU AN A oU
AN N 4R
\/ N/ \/\/\/
| L I L
0 1 2 3 - ms 0 1 2 :’%V ms
i(t)A Y
_ \ N N NG N
> L -t
0 ms o] - ms
Lt e L i P

Abbildung 3: RC-Reihenschaltung an Rechteckspannung, Anlaufverhalten

Betrachten wir den mittleren Verlauf der Kondensatorspannung ohne den iiberlagerten
dreieckformigen Anteil, dann erkennen wir wieder den exponentiellen Anstieg mit der
Zeitkonstanten 7. Im eingeschwungenen Zustand nimmt die Kondensatorspannung den
gleichen Mittelwert an wie die an die RC-Schaltung angelegte Eingangsspannung, d.h.,
es gilt u; =uy =0U. Ein Vergleich der beiden Teilbilder zeigt aullerdem, dass die
Amplituden der tiberlagerten dreieckférmigen Spannung umso geringer werden, je klei-
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ner die Periodendauer T verglichen mit der Zeitkonstanten r wird. Mit steigender
Schaltfrequenz f oder mit groBer werdenden Bauelementewerten RC lédsst sich eine
immer besser geglédttete Kondensatorspannung erreichen, deren Mittelwert im stationé-
ren Zustand durch den gewédhlten Tastgrad eingestellt werden kann.

Der eingeschwungene Zustand

Eine erste Moglichkeit der Berechnung besteht darin, wie im vorangegangenen Abschnitt
mit dem Anlaufverhalten zu beginnen, die Rechnung aber nicht nach drei Schaltperio-
den abzubrechen, sondern so viele Schaltperioden aneinanderzuhédngen, bis der Unter-
schied zwischen den Spannungen am Anfang und am Ende einer Schaltperiode vernach-
lassigbar gering wird.

Etwas einfacher und vor allem weniger aufwéndig ist eine modifizierte Vorgehens-
weise, bei der lediglich eine einzelne Schaltperiode betrachtet wird. Nehmen wir einen
zundchst unbekannten Wert der Kondensatorspannung als Anfangswert u.(t,) an, dann
lasst sich damit eine komplette Schaltperiode als Abfolge der beiden Netzwerkzustdnde
berechnen und wir erhalten eine Kondensatorspannung uc(t,+7) am Ende der Schalt-
periode, die von dem Anfangswert u.(t,) abhédngt. Beim eingeschwungenen Zustand
muss aber die Spannung am Ende einer Schaltperiode identisch sein zur Spannung am
Anfang der Schaltperiode. Die Forderung uc(t,+7T) = uc(t,) stellt somit eine Bestim-
mungsgleichung fiir den Anfangswert uc(t,) dar, nach dessen Berechnung die Konden-
satorspannung wihrend der kompletten Periodendauer eindeutig bestimmt ist.

Diese Methode wollen wir uns jetzt im Detail anschauen. Im ersten Schritt legen wir
den Zeitpunkt t = 0 bzw. f, = 0 willkiirlich so fest, wie es auf der rechten Seite der
Abb. 1 dargestellt ist. Wir beginnen also mit dem Netzwerk 1, fiir das wir wegen t, = 0
aus der Gl. (1) die Beziehung

(1]
uc (t) = [U uc ( ]e T fir 0<t<dT (5)

mit dem unbekannten Anfangswert u-(0) erhalten.

Wir betrachten jetzt das zweite Zeitintervall 6T < t < T mit dem Netzwerk 2. Die Losung
fiir diesen Zeitbereich folgt aus der Gl. (2), wobei der Anfangswert u-(6T) wegen der Ste-
tigkeit der Kondensatorspannung dem Endwert aus dem ersten Schaltintervall entspre-
chen muss:

@ 0T
uc(t) =ug(6T)e © =

- [U—uc (0)] e_T] e E

oT ot

=|Uet —[U—uC(O)ﬂe T fir 6T<t<T  (6)

Aus der Stetigkeitsforderung u:(0) = uc(7T) finden wir den bisher noch nicht bestimm-
ten Anfangswert
(1-0)T T

0o (0)=uc(T) 2 U © ~[U-ug(0)]e .
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Die Auflosung dieser Beziehung nach u.(0) liefert das Ergebnis

Durch Einsetzen in die Gln. (5) und (6) ist die Kondensatorspannung in den beiden
Zeitbereichen

(9T
(5) _ T -—
uc(t) = U- 1-e e 7 fir 0s<t<dT (7)
1-e ©
und
oT
1-e 7 -t .
uc(t)=-U e © fir oT<t<T (8)
1-e T
vollstdndig bestimmt. Fiir den Strom gilt mit Gl. (7.5)
(19T
7) _ T - =
i(t):%le_Z et fir 0<t<dT 9)
l1-e 7
und
oT
(8) _e T —-
i(t) %1 ele © fir OoT<t<T (10)
1-e 7

Eine Auswertung dieser Gleichungen fiir eine Schaltfrequenz f= 1/T = 1/(2RC) und
fiir die beiden Tastgrade 6= 0,5 bzw. 5= 0,8 zeigt die Abb. 4. Je langer der Schalter S,
im Verhéltnis zum Schalter S, geschlossen ist, d.h., je groBer das Tastverhiltnis ¢ ist,
desto groBer ist auch der Mittelwert der Kondensatorspannung uc(t). Eine Berechnung
des Mittelwertes mit der Gl. (7.8) zeigt, dass dieser proportional zum Tastgrad ist und
dass der Zusammenhang u, =0 U gilt (vgl. die Fourier-Reihe in Aufgabe 9.3).

A s, ) A

U A u (6~ U ~
oU NN

suDNe N NAK e (0)
\ \ \ N

" "
/ / o
i(0)

Abbildung 4: Strom und Spannung am Kondensator fiir die Tastgrade 0,5 bzw. 0,8 und fiir f = 1/(2RC)
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Die Skalierung fiir den in der Abb. 4 ebenfalls eingetragenen Strom ergibt sich aus der
Beziehung

1

i(t) :E[ s, (t)—uc (t)] .

Fir R = 1 kQ erhalten wir mit der gleichen Skalierung auf der vertikalen Achse den
Strom in mA.

zur Teilaufgabe 2:

In Aufgabe 9.3 wurde der eingeschwungene Zustand mithilfe der Fourier-Entwick-
lung berechnet. Im Gegensatz zu den immer nur abschnittsweise geltenden Losungen
(7) bis (10) ergibt sich bei der Fourier-Entwicklung eine einzige innerhalb der gesam-
ten Periodendauer giiltige Darstellung. Der Nachteil besteht aber in der unendlichen
Summe von trigonometrischen Funktionen. Eine hinreichend genaue Berechnung ins-
besondere an den Sprungstellen beim Kondensatorstrom erfordert einerseits wegen
der schlechten Konvergenz einen erhthten Rechenaufwand und fiihrt andererseits zu
einem I"Jberschwingen infolge des Gibbs’schen Phdnomens (vgl. Anhang G.2), sodass
die geschlossene Losung mithilfe der Exponentialfunktionen (7) bis (10) in diesem
Fall vorzuziehen ist.

Aufgabe 10.9 | Briickengleichrichter

Eine einfache Schaltung zur Umwandlung einer Wechselspannung in eine Gleich-
spannung besteht aus einem Briickengleichrichter und einem Speicherkondensator.
Der Widerstand R in Abb. 1 bildet den Verbraucher, der mit einer méglichst konstan-
ten Gleichspannung versorgt werden soll. Die Spannung uy(f) entspricht der Netz-
wechselspannung u,(t) = 0, sin(wt) mit i, =~/2-230V und o = 24f = 2750 Hz. Zur
Vereinfachung der Rechnung werden die Dioden als ideal angesehen. Bei einer Dio-
denspannung in Vorwirtsrichtung bilden sie einen Kurzschluss, bei einer Spannung
in Sperrrichtung dagegen einen Leerlauf.

ivty IND, /N D,
luN(t) C luc ) I:I R
/ND, /\ D,

Abbildung 1: Netzgleichrichter

1. Beschreiben Sie die Funktionsweise der Schaltung.

2. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf von Eingangsstrom iy(f) und Ausgangsspan-
nung uq(f) in Abhédngigkeit von den Werten C und R.

3. Berechnen Sie die Ausgangsleistung.

4. Der Kondensator besitzt jetzt eine Kapazitdt von C = 100 pF. Stellen Sie die Zeit-
verldufe von iy(f) und uc(t) fir die Ausgangsleistungen P = 100 W, 500 W, 1 kW
und 2 kW dar.
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zur Teilaufgabe 1:

Wihrend der positiven Halbwelle der Netzspannung uy(t) = ﬁN|sin(wt]| gilt iy(t) = 0,
d.h., die Dioden D, und D; kénnen nicht leiten. Die beiden Dioden D, und D, liegen in
Reihe und kénnen zu einer Diode D zusammengefasst werden, sodass das Ausgangs-
netzwerk gemdlB Abb. 2 schrittweise vereinfacht werden kann.

-
iv(t) ZN D i@ p Vic(®) *ik(t)

luN(t) C o luc(t) H R {\/ lu(t) o —— luc(t) R

/N D,

Abbildung 2: a: Netzwerk ohne Dy, D5, b: Zusammenfassung von D, und D, zu D

Die in Abb. 2b eingetragene Eingangsspannung entspricht in diesem Fall der Netz-
spannung u(t) = uy(t) = Gy |sin(wt]| und der Eingangsstrom entspricht dem Netzstrom
i(t) = in(D).

Bei dem Netzwerk in Abb. 2b miissen zwei Félle unterschieden werden, je nachdem,
ob die Diode leitet oder sperrt. Bei leitender Diode liegt die Spannungsquelle parallel
zur RC-Schaltung und es gilt u(f) = uq(t). Ist die Kondensatorspannung grofer als die
Netzspannung, dann sperrt die Diode und das zu betrachtende Netzwerk besteht nur
aus der Parallelschaltung von Kondensator und Widerstand.

Betrachten wir jetzt die negative Halbwelle der Netzspannung, d.h. uy(t)=
—Uy |sin(a)t)|, dann flieft der Netzstrom iy(f) in die entgegengesetzte Richtung und die
beiden Dioden D, und D, kénnen nicht leiten. Ersetzen wir die beiden in Reihe liegen-
den Dioden D, und D; wieder durch eine einzige Diode D, dann erhalten wir das Netz-
werk in Abb. 3b.

ivt) ZND Vi) ¢ ix (1)

luw) c== lucm H R @lu(t) — luc(t) R

/N D,

Abbildung 3: a: Netzwerk ohne D,, D,, b: Zusammenfassung von D, und D5 zu D
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Fiir die in den beiden Teilbildern eingetragenen Stréme und Spannungen gelten jetzt
die Zusammenhéinge u(t) =—uN(t)=ﬁN|sin(wt)| und i(t) = -iy(t). Da bei den unter-
schiedlichen Halbwellen der Netzspannung jeweils unterschiedliche Briickenzweige
leiten, sind die Eingangsspannungen u(t) und damit auch die Strome i(¢) in den bei-
den Teilbildern b identisch. Zur Analyse der Schaltung geniigt offenbar die Betrach-
tung einer einzigen Netzhalbwelle, z.B. der Schaltung nach Abb. 2b mit der Eingangs-
spannung u(t) = 0y |sin[a)t]|.

zur Teilaufgabe 2:

Wir betrachten zunéchst die beiden Netzwerkzustdnde mit leitender bzw. gesperrter
Diode. Bei leitender Diode gilt

ug(t)=tysin(wt) mit O0s<ots<z (1a)
ic(t)=C dugt(t) =wCuycos(wt), Ip(t)= uclit) :%\’sin(wt) . (1b)

Bei gesperrter Diode wird der Kondensator iiber den Widerstand entladen. Bezeichnet
t, den Zeitpunkt, bei dem die Diode von dem leitenden in den gesperrten Zustand
wechselt, dann gilt:

_kh

ug(t)=ug(t,)e AC (2a)
dug (t -th t -
ic(t)=C “gt( )=—%uc(t1)e RC iH(t)=“CI; ) —ug(t)e T =—ig(t).  (2b)

Mit diesen Gleichungen sind zwar alle Zeitverldufe bekannt, es fehlen aber noch der
Zeitpunkt t; und auch der Zeitpunkt ¢,, bei dem die Diode wieder in den leitenden
Zustand iibergeht. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen werden diese
Schaltzeitpunkte nicht von auBen vorgegeben, sondern sie stellen sich in Abhéngig-
keit von den Spannungsverldufen von selbst ein. Aus diesem Grund lésst sich auch
der Zeitpunkt, zu dem die Rechnung beginnen soll, nicht mit einem Schaltzeitpunkt
zusammenlegen. Um dennoch direkt mit dem stationdren Zustand beginnen zu kon-
nen, kénnen wir von folgender Uberlegung ausgehen: die sinusformig ansteigende
Eingangsspannung muss zu einem bestimmten Zeitpunkt gréBer werden als die Span-
nung an dem sich entladenden Kondensator. Die dann leitende Diode bleibt zumin-
dest bis zum Maximalwert der Eingangsspannung leitend, sodass wir die Betrachtung
bei wt = /2 mit dem Anfangswert u, (7 / 2) = u beginnen kénnen.

Der néchste Schritt besteht darin, den Zeitpunkt ¢; zu bestimmen. Bei nicht vorhande-
nem Kondensator C = 0 bleibt die Diode wihrend der gesamten Zeit leitend und es gilt
ot, = 7. Im anderen Grenzfall einer unendlich groBen Kapazitdt wiirde die an den
Widerstand abgegebene Leistung nicht zu einer Abnahme der Kondensatorspannung
fithren, d.h., die Diode wiirde unmittelbar bei wt; = /2 in den gesperrten Zustand iiber-
gehen. Fiir jeden endlichen nicht verschwindenden Wert C muss der gesuchte Zeit-
punkt zwischen diesen beiden Grenzen liegen. Er kann aus der Forderung bestimmt
werden, dass der Strom i(f) negativ werden will.
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Die Bedingung
o !
i(t)=ig(t)+ig(t) = wCiy cos(wt1)+“7Nsm(wtl) =0

kann zusammengefasst werden zu

wCRcos(wt,)+sin(wt;) =1+ (wCR)® sin[wl‘1 + arctan(wCB)] =0

und liefert die Bestimmungsgleichung
wt, = —arctan (wCR). (3)

Nach Auflosung dieser Beziehung ist die Anfangsspannung u,(t;) = t sin(wt,) fiir den
sich anschlieBenden Zeitabschnitt mit gesperrter Diode bekannt. Den Zeitpunkt £, fin-
den wir jetzt aus der Forderung, dass die in der folgenden Halbwelle wieder anstei-
gende Eingangsspannung in dem Bereich 7z < ot < 37/2 genauso groB wird wie die
durch den Entladevorgang abnehmende Kondensatorspannung:

_ bt
uc(t)=uc(t)e HC =u(ty)=1y |sin(wt2)| =y sin(wf, + 7). (4)

Aus der resultierenden Forderung

_ oh-ot |
sin(wt;)e ©RC =sin(wt,+x) mit < ot, <372 (5)

erhalten wir z.B. durch Nullstellensuche mithilfe numerischer Rechnungen den Zeit-
punkt £,. Mit dem sich daran anschlieBenden Zeitbereich wt, < ot < 37/2 mit leitender
Diode ist bei @t = 37/2 der Ausgangszustand wieder erreicht und die bisher berechne-
ten Zeitverldufe setzen sich periodisch fort.

zur Teilaufgabe 3:

Der zeitliche Mittelwert der Ausgangsleistung ist gegeben durch

3m/2 2 2 ot, _ wt-ol ~ 9 THOL
p= LT E ) g ) = 2 ) PR ()4 B [ sin? (ot d (w1)
R 7R R
/2 ot wt,
ut(t) 2% wRC| 2. " a1 eh
p=-¢ 1 guRC e ®RC +— =t ot —=sin(20t) (6)
7R -2 7R 2 2 ‘
ot @k
2 _,0lh-ot )
-l (tl)wC[l—e *oRC ]+ N [n+wt1—wt2 —lsin(Zwtl)+lsin(2wt2)]
27 27 R 2 2

Da die mittlere Ausgangsleistung wegen der als verlustlos angenommenen Schaltung
der mittleren Eingangsleistung entspricht, kann das Ergebnis auch aus der Beziehung

37/2 A 9 MOl

P=; J;zu(wt)i(wt)d(a)t)z% J; sin(wt){chos(wt)+%sin(wt)}d(wt)

berechnet werden:
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2 Ttoty A 9 THot;

p="N_uC _[ sin(wt)cos(wt) d(wt) +UN .[ sin? (ot)d(wt) (7
T 7R
wty oty
¢ A 2 T+wty
e + uil[a)t —%sin(Zwt)}

P
= ULa)Cl[sin2 (wt)}
2 Wty 7R 2

T

wt,

—ﬁ—Nza)C[sinz(wt )—sin® (wt )J+M 7w+t —ot —lsin(Zwt )+lsin(2a)t )
27 ! 21" 2nR T Yo 2
Die beiden Ergebnisse (6) und (7) sind identisch, wie sich leicht mithilfe der Gln. (3)
und (5) nachweisen lé4sst.

zur Teilaufgabe 4:

Das obere Teilbild in Abb. 4 zeigt die Kondensatorspannung u(t) fiir die Dauer von zwei
Netzhalbwellen. Mit zunehmender Ausgangsleistung wird der Kondensator in den Berei-
chen mit sperrender Diode wt, < ot < wf, wesentlich stirker entladen. Einen akzeptab-
len Kompromiss zwischen Kondensatorgrofe und Ausgangsspannungsschwankung
erhalten wir bei dem Verhéltnis C/P = 1 pF/W. Der Strom durch die Dioden ist im unte-
ren Teilbild dargestellt. Mit groBer werdender Leistung nimmt nicht nur die Amplitude
des Stromes zu, sondern der Zeitbereich mit leitender Diode wird ebenfalls groBer. In der
Abbildung sind fiir die Kurve 4, d.h. fiir den Fall P = 2 kW, die beiden Phasenwinkel wt;
und wt, eingetragen. Wir erkennen, dass der Zeitpunkt t, des Ubergangs von der sperren-
den zur leitenden Diode wegen der stirkeren Kondensatorentladung frither einsetzt als
bei den Kurven mit kleinerer Leistung. Aus dem gleichen Grund bleibt die Diode ldnger
leitend, da der Zeitpunkt des Ubergangs zur sperrenden Diode t, spiter eintritt.

400
Uc

1

7 N
3

V 300N

ERN

R4

—

[N

/2 b 37/2 27 572
—> ot
Abbildung 4: Oberes Teilbild: zeitlicher Verlauf der Kondensatorspannung
unteres Teilbild: zeitlicher Verlauf des Diodenstromes
Kurven: 1: 100 W (R =976 Q),2: 500 W (R =147,9 Q)
3:1kW (R =60,7 Q),4: 2 kW (R =27,3 Q)
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Bemerkung:

Aus den Ergebnissen ldsst sich eine weitere Erkenntnis gewinnen. In den Gln. (2a), (3)
und (5) treten die Werte der Netzwerkelemente nur als Produkt RC auf. Fiir gleiche
Zeitkonstanten 7= RC sind also die Umschaltzeitpunkte gleich und damit auch der
Verlauf der Ausgangsspannung, und zwar unabhéngig von der Ausgangsleistung. Die
maximale Ausgangsspannung entspricht der Amplitude der Netzspannung u,.,... = Uy.
Die minimale Ausgangsspannung tritt zum Zeitpunkt ¢, auf, sodass die Spannungsdif-
ferenz am Kondensator unter Verwendung der Gl. (4) durch die Beziehung

Aug =ty —ue () =1y [1 —sin(wt, + n)]

gegeben ist. Die prozentuale Spannungsschwankung (Au,. / 1) 100 % ist als Funktion
der Zeitkonstanten 7= RC in Abb. 5 dargestellt. Die Zahlen 1 bis 4 korrespondieren
mit den entsprechenden Kurven in Abb. 4.

Die Spannungsschwankungen bleiben unterhalb von 10 %, wenn die Zeitkonstan-
ten im Bereich groBer 100 ms liegen.

100
Au,

1 0,
R \A\
T 3
60 \

40 N 2

20 \
\ 1
9\
0
0,001 0,01 0,1 1

—» R(C/s
Abbildung 5: Prozentuale Schwankung der Kondensatorspannung

Aufgabe 10.10 | Spannungswandlerschaltung mit galvanischer Trennung
zwischen Eingang und Ausgang

Die Abb. 1 zeigt eine Schaltung zur Umwandlung einer Eingangsgleichspannung U in
eine galvanisch getrennte Ausgangsgleichspannung U,. Der Schalter wird in der Praxis
durch einen Hochfrequenztransistor, z.B. einen MOSFET, realisiert und arbeitet {ibli-
cherweise mit einer Schaltfrequenz im Bereich > 20 kHz. Innerhalb einer Schaltperiode
ist der Schalter im Zeitbereich 0 < f < 6T geschlossen und im Zeitbereich 6T <t < T
geoffnet. Die Primérseite des Transformators besitzt die Induktivitit L, = N;2A;, auf der
Sekundarseite gilt L, = N,2A;. Das Ubersetzungsverhéltnis ii = N;/N, ist durch das Ver-
hiltnis der Windungszahlen gegeben. Der Ausgangskondensator ist so bemessen, dass
die Spannung U, als konstant angesehen werden kann. Zur Vereinfachung der Berech-
nung werden der Transformator, der Schalter und auch die Diode als verlustfrei ange-
nommen.
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Up
Nl NZ N
° Vi Ip
b ” L c== & [] lUO A
® ein
aus 1 t t
S Ug 0 6T T 2T ¢t

Schalterzustand

Abbildung 1: Sperrwandler

1. Welche Netzwerkzustinde konnen auftreten und welche Strom- und Spannungs-
beziehungen gelten in diesen Fillen?

2. Welche Bedingungen miissen fiir die Strome bzw. Spannungen gelten, wenn der
Schalter 6ffnet bzw. schlieft?

3. Bestimmen Sie in Abhéngigkeit der Spannungen U und U, sowie der zu iibertragen-
den Leistung P die Spannungen ug(t), up(t) und die Strome i5(t), ip(t) als Funktion
der Zeit fiir eine komplette Schaltperiode, und zwar sowohl fiir den kontinuier-
lichen als auch fiir den diskontinuierlichen Betrieb.

4. Bestimmen Sie den zeitlichen Mittelwert der aufgenommenen Leistung.

zur Teilaufgabe 1:

Diese Schaltung soll unter den gleichen vereinfachenden Annahmen wie die Schal-
tung in Kap. 10.9 behandelt werden, d.h., die beiden Schaltelemente Transistor und
Diode stellen je nach Schaltzustand einen Kurzschluss bzw. einen Leerlauf dar.

1. Zustand: Der Schalter S ist geschlossen

Das zugehorige Netzwerk ist in Abb. 2 dargestellt. Die Spannung an der Primérseite des
Transformators entspricht der Eingangsspannung u; = U und fiir die eingezeichnete
Sekundérspannung gilt

1
Uy ZFlH =EU
1

Der Maschenumlauf auf der Sekundérseite liefert eine negative Diodenspannung

up =-u, -U, =—£—U0 <0.

Die Diode sperrt, d.h., ip = 0 und die Sekundérseite des Transformators befindet sich
im Leerlauf. Der Fall, dass Schalter und Diode gleichzeitig leiten, kann also nicht auf-
treten. Das Netzwerk zerfillt bei leitendem Transistor in zwei getrennte Teilnetzwerke.
Auf der Ausgangsseite wird die dem Lastwiderstand R zugefiihrte Leistung aus dem
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Kondensator entnommen (die geringfiigige Abnahme der Kondensatorspannung wéh-
rend dieser Zeitspanne wird vernachléssigt).

]luo

Abbildung 2: Netzwerk bei eingeschaltetem Transistor

Fiir den Eingangskreis gilt die Beziehung

di Ist) U U
w=U=L—= = ‘E[]diszzzfdt - is(t):is(t0)+L—1(t—t0). (1)
Islly 0

Der Strom durch die primérseitige Spule steigt linear an. Wegen i = 0 wird die dem
Transformator eingangsseitig zugefiihrte Energie im Magnetfeld gespeichert.

2. Zustand: Der Schalter S ist geoffnet, die Diode ist leitend
In diesem Fall gilt

up=0 = w=-Uy, — u =iu,=-ilU,.
Der Maschenumlauf auf der Eingangsseite liefert eine Sperrspannung am Transistor
ug=-uy +U=U+ilU,,

die unter Umstdnden wesentlich gréBer als die Eingangsspannung ist. Der Schalttran-
sistor muss also entsprechend dimensioniert sein.
Wiéhrend der Strom ig auf der Primérseite verschwindet, gilt fiir die Sekundérseite
di . . U,
u=-Uy=L,—2 - ip(t)=ip(ty)-=2(t—1,). (2)
dt L,
Der Diodenstrom nimmt linear mit der Zeit ab, d.h., die wihrend der Einschaltphase
des Transistors im Magnetfeld gespeicherte Energie wird jetzt an den Ausgangskon-
densator und den Lastwiderstand abgegeben.

3. Zustand: Der Schalter S ist gedffnet, die Diode ist nicht leitend

Da beide Schaltelemente jetzt gesperrt sind, gilt is = ip = 0 und wegen u, = L,dig/dt bzw.
u, = L,dip/dt gilt fiir die beiden Transformatorspannungen u, = u, = 0. Daraus folgt
unmittelbar ug = U und up = -U,. Damit sind alle Netzwerkzustdnde beschrieben.
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zur Teilaufgabe 2:

Bei allen Schaltvorgdngen muss die physikalische Forderung erfiillt sein, dass die
Energie in den induktiven und kapazitiven Netzwerkelementen stetig ist. Wéahrend
der Kondensator nicht weiter betrachtet werden muss, da wir die Spannung U, bereits
als konstant angenommen haben, liefert uns diese Forderung am Transformator die
Werte fiir die Anfangsstrome ig und ip unmittelbar nach dem Schaltvorgang.

zur Teilaufgabe 3:

Wir beginnen die Analyse mit dem Einschalten des Transistors zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Der Strom durch den Schalter war vorher null. Den Strom durch die Diode unmittel-
bar vor dem Schaltvorgang, d.h. am Ende der vorhergehenden Schaltperiode, bezeich-
nen wir mit ip(7). Bei dem oben beschriebenen 2. Zustand gilt ip(T) > 0, beim
3. Zustand gilt ip(T) = 0. Das Einschalten des Transistors bedeutet entsprechend dem
Zustand 1, dass der Diodenstrom null werden muss und damit gegebenenfalls von
einem Wert ip(T) > 0 auf den Wert ip(0) = 0 springt. Die geforderte Stetigkeit der mag-
netischen Energie im Transformator fithrt auf die Bedingung

1. ., 1. ., . L, . 1.
— 0)=—L T - 0)= [—=ip(T)==ip(T).
5 Lds™ (0)=2 Ly ip™(T) i5(0) 1/LllD( )==ip(T)
Der Transistorstrom springt also im Schaltaugenblick auf den Anfangswert ig(0) und
nimmt in dem Zeitbereich 0 < t < 6T nach GI. (1) den folgenden Verlauf an:
is(t)=is(0)+ Lt
1

Wird der Transistor zum Zeitpunkt 6T ausgeschaltet, dann muss der Strom is von dem
Wert

jS (6T) = iS (0) +%6T = iSmax

auf den Wert null springen. Die Stetigkeit der Energie erfordert jetzt einen Sprung des
Diodenstromes vom Wert null auf den Wert

iD (6T) = ﬁjSmax '
In dem jetzt vorliegenden 2. Zustand nimmt der Diodenstrom gemé&l Gl. (2) linear ab

Y

2

ip(t)=ip(6T)-=2(t-93T).

Das Ende dieses Netzwerkzustands kann zwei unterschiedliche Ursachen haben. Falls
der Diodenstrom noch innerhalb der Schaltperiode zu einem Zeitpunkt t = €T < T null
wird, dann sperrt die Diode und der Transistor ist noch immer ausgeschaltet, d.h., das
Netzwerk wird in dem Zeitbereich ¢T < t < T durch den oben angegebenen 3. Zustand
beschrieben. In diesem Zeitabschnitt verschwinden beide Stréme durch die Schaltele-
mente gleichzeitig und damit ist auch der Transformator stromlos. Diese Netzwerkab-
folge wird als diskontinuierlicher Betrieb bezeichnet. Die zugehérigen Strom- und
Spannungsverldufe sind in Abb. 3 dargestellt. Bei der zweiten Ursache besitzt der Dio-
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denstrom am Ende der Schaltperiode t = T noch immer einen endlichen Wert, aber
der Transistor wird bereits wieder eingeschaltet. In diesem Fall geht das Netzwerk
direkt von dem Zustand 2 in den Zustand 1 iiber. Die im Transformator gespeicherte
Energie weist keine zeitlichen Liicken auf, die zugehdrige Betriebsart wird als konti-
nuierlicher Betrieb bezeichnet. Die zugehorigen Strom- und Spannungsverldufe sind
ebenfalls in Abb. 3 dargestellt.

A _ A _
iS [ lS max is /7 lS max
of or eI Tt o or Tt
o iiiSmaX o ulsx
—iiig(0)
Ug A . Ug 4 ..
U+iiU, U U+il,
A ;l A4
Ly o, U Uy Lyl LU
0 i 0 i

Diskontinuierlicher Betrieb Kontinuierlicher Betrieb

Abbildung 3: Idealisierte Strom- und Spannungsverlaufe

Im Grenzfall zwischen den beiden Betriebsarten gilt ¢ = 1. Der Abfall des Diodenstro-
mes auf den Wert null fillt exakt mit dem Ende der Schaltperiode zusammen. Die
Frage, in welcher Betriebsart sich die Schaltung befindet, hdngt von den Induktivita-
ten L, und L,, der Schaltfrequenz f = 1/T und der zu {ibertragenden Leistung P ab.

zur Teilaufgabe 4:

Die Berechnung der im zeitlichen Mittel aufgenommenen Leistung erfolgt allgemein
durch Berechnung des Integrals

1T

Pz?J'uj (t)i;(t)dt,
0

in dem u;(t) die gegebenenfalls zeitabhédngige Eingangsspannung und i;(t) den zeitab-

hédngigen Eingangsstrom bezeichnen. Fiir das hier betrachtete Beispiel gilt

=g iS (0)+ iSmax

1T U(ST
P=?£U1S(t)dt=?£1s(t)dt 7 ;

. U
6T=6U{1S (0)+E6T}.
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Der Wert des Integrals ldsst sich unmittelbar an dem Kurvenverlauf von ig(t) in Abb. 3
ablesen. Im diskontinuierlichen Fall vereinfacht sich diese Formel wegen i5(0) = 0.

Aufgabe 10.11 | Einschaltvorgang beim Parallelschwingkreis

Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter in Abb. 1 gedffnet und der Gleichstrom I auf
den Parallelschwingkreis geschaltet.

i (t) i) Vi@

R L ==C
/

Abbildung 1: Parallelschwingkreis

1. Berechnen Sie fiir die Werte L = 1 mH und C = 1 nF die zeitabhédngigen Strome
ix(t), i(t) und i-(t) fiir die drei Fédlle R = 100 Q, R = 500 Q und R = 2500 Q.

2. Wie verhalt sich das Netzwerk, wenn der Widerstand nicht vorhanden ist?

zur Teilaufgabe 1:

Die Berechnung der gesuchten GréBen folgt dem in Kap. 10.12 angegebenen Schema.

1. Schritt: Aufstellen der Differentialgleichungen
Die Knotengleichung

I=ip(t)+1iy () +ic (1)

wird mit den an den Komponenten geltenden Beziehungen

u(t)=LdjL—(t), iH(l‘)zM und i (t)=C

dt 2

auf eine der Differentialgleichung (10.73) entsprechende Form gebracht

£d1’L(t) .

d?i; (t
R dr +1L(t)+LC—L()—

2 . .
oo SR v dh@ 1 1
de? d#* RC dt IC LC

die zusammen mit den Anfangsbedingungen fiir die Kondensatorspannung und den Spu-
lenstrom

u(t=0)=0 und i (t=0)=0 (2)

das Problem eindeutig beschreibt.

357



10

Schaltvorgénge in einfachen elektrischen Netzwerken

358

2. Schritt: Bestimmung der partikuldren Losung

Fiir den zeitlich konstanten Quellenstrom kann die partikuldre Losung fiir t — o unmit-
telbar angegeben werden. Wird die Spule durch einen Kurzschluss und der Kondensa-
tor durch einen Leerlauf ersetzt, dann gilt

ip,(t)=1 und u,(t)=0.

3. Schritt: Bestimmung der homogenen Losung
Mit dem Ansatz fiir die homogene Losung

i Lh (t) =k ep t
erhalten wir aus der Differentialgleichung

d*ipp(t) 1 dign(t) 1,
+ +——i
de? RC dt LC

die charakteristische Gleichung

kpzept+%kpept+%kept=0 - p2+%p+%=0

mit den beiden Eigenwerten

S S B S
P2 == pc " arc? IC

Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Zahlenwerten erhalten wir die Eigenwerte

) 1
fir R=100Q: p, :(—5+\/24)~106§, Dy =(—5—\/24)41061 3)
S
. 6 1
fir R=500Q: p,=p,=-10"—
S

fiir R = 2500 Q: plz(—0,2+]\/0,96)-106%, pz:(—O,Z—j\/O,QG)-loel-
S

4. Schritt: Bestimmung der unbekannten Konstanten

1. Fall: R=100Q

Mit den beiden reellen Eigenwerten (3) und der homogenen Losung fiir den Spulen-
strom nach Gl. (10.81) gilt fiir die Gesamtlgsung der Ansatz

ip (t)=T+k e+ k,eP2!.
Die beiden unbekannten Konstanten werden mithilfe der Randbedingungen (2) bestimmt
ip(t=0)=0 — k+k,=-I
u(t=0)=0 GL(1) > kp +kp,=0.

Nach Auflésung dieser beiden Gleichungen erhalten wir das resultierende Ergebnis
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pt_ pot
(1) :I[l_w],
P2— P

Fiir die beiden anderen Strome gilt mit Gl. (1)

:£d1L(t):I£ PP (epzt_emt)
R dt R p,—p

in (1)

und

2.
Ic(t):LCd IL(t):ILC P1P2 (pzepZt_pleplt)-

dt? pP2— P
1,0
0.8 I(0)
1
0,6 i, (1)
7 <
04—+ S
0.2 ic(®)
I
0
0,2
0 2 4 6 8 10
—> ¢/us

Abbildung 2: Auf I normierte Strome fiir R = 100 Q

2. Fall: R=500Q

Hier liegt der aperiodische Grenzfall mit den beiden identischen Eigenwerten p, = p,

vor. Mit der homogenen Ldosung nach Gl. (10.82) gilt fiir die Gesamtlésung der Ansatz

ip (t)=I+(k +kypt)eP!.

Die Randbedingungen (2) liefern jetzt die beiden Bestimmungsgleichungen

ip(t=0)=0 — k=-I

u(t=0)=0 — 0=kp +k
und damit die Strome

iL(t)=I(1—ep1t+p1tep1t),

. Ldi(t) _,L ,
==L 1= p2ient
IH() R dt Bp1 ¢
und
2.
iC(t):LCdcll;tz(t):ILCplz(l+p1t)eplt,

359



10 Schaltvorgénge in einfachen elektrischen Netzwerken

8 10
—> t/us
Abbildung 3: Auf I normierte Strome fiir R = 500 Q

3. Fall: R =2500Q
Fiir die konjugiert komplexen Eigenwerte p, = a+jfund p, = a-jferhalten wir mit der
homogenen Losung nach Gl. (10.83) den Ansatz fiir die Gesamtlosung

i (t)=1+ke" cos(Bt)+ ke sin(pt).
Nach Auflésung der beiden Bestimmungsgleichungen
ip(t=0)=0 — k=-I

u(t=0)=0 — 0=ak +pk,

erhalten wir die Strome

i (t)= I{l—eat cos(ft) +%e‘“ sin(pt) |,

=1= ;ﬁz sin(pt) e*!
und

Tﬁz[asin(ﬁt)+ﬂcos(ﬁt)] el

i, (1)

1
N/ ko S—Tew
>~

I 1
0 < ]
7L/ ~————
05 A /
-1,0
0 2 4 6 8 10

—> (/us
Abbildung 4: Auf I normierte Strome fiir R = 2500 Q
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In allen Féllen fliefit der gesamte Strom unmittelbar nach dem Schaltvorgang durch
den Kondensator. Der Strom durch den Widerstand ist proportional zur Kondensator-
spannung und beginnt daher immer bei null. Der Spulenstrom muss stetig sein und
beginnt daher ebenfalls immer bei null.

zur Teilaufgabe 2:

Fiir t — o gilt in allen Féllen i;(¢) = I. Eine Ausnahme bildet der Sonderfall R — .
Wegen der fehlenden Dampfung schwingt der Spulenstrom mit der Amplitude I um
den Mittelwert i;,(t) = I'und steigt daher bis auf den doppelten Quellenstrom an.

\(() /]
MAVART VAV,
/\ /\

2,0

D

1
-0,5
\/ ! \/
-1,0 |
0 2 4 6 8 10
—> t/us

Abbildung 5: Auf I normierte Strome fir R — o
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Die Laplace-Transformation

Wichtige Formeln

Transformation in komplexe Frequenz: s=o+jw, do= l,ds
den Bildbereich )

(t)e " dr




Wichtige Formeln

Riicktransformation
in den Zeitbereich




Wichtige Formeln

Lineare Uberlagerung

L {alu1 (t)+ ayu, (t)+ wtau, (t)} =aL {ul (t)}+ a,L {u2 (t)}+ wta,L {u" (t)}

Periodizitdt von
Signalen
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11.1 Verstandnisaufgaben

1. Berechnen Sie die Laplace-Transformierte der Sprungfunktion.

u(t) A u(t)
U U
0 1 0 fo 1

Wie wirkt sich eine zeitliche Verschiebung der Funktion um ¢ = , bei der Bildfunk-
tion aus?

2. Welche Schritte sind erforderlich, um ein Netzwerk mithilfe der Laplace-Trans-
formation zu analysieren?

3. Wie lasst sich eine Funktion F(s) in den Zeitbereich zuriicktransformieren?

zur Aufgabe 1:

Einsetzen der Sprungfunktion

u(t) =

U t>0
{ fir
0 t<0

in die Berechnungsvorschrift fithrt auf das nachstehende Ergebnis:

L{u(t)}z

~ U U
. =—(0-1)=—.

u(t) e stdt = Ee_“
-5 s

—=S

oco—3

Bei der verschobenen Funktion liefert der Bereich O < ¢ < t, keinen Beitrag zum Inte-
gral. Mit der gednderten unteren Integrationsgrenze erhalten wir in Ubereinstim-
mung mit dem Verschiebungssatz unmittelbar das Ergebnis

- U

- U _
—(O—e St"):—e sto.,
ty —s s

L{ u(t)} = Tu(t) e stdt = TUe_St dt = Ee_“

fy

-s
zur Aufgabe 2:

1.a) Transformation des Netzwerks in den Bildbereich und Aufstellung der Netzwerk-
gleichungen

1.b) Alternativ: Aufstellung der Netzwerkgleichungen im Zeitbereich und Transfor-
mation der Differentialgleichungen in den Bildbereich

2. Losung des algebraischen Gleichungssystems im Bildbereich

3. Riicktransformation in den Zeitbereich
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zur Aufgabe 3:

Die gebrdauchlichsten Methoden sind:
B Verwendung der Korrespondenztabellen
B Gegebenenfalls vorhergehende Partialbruchzerlegung

O+jeo
B Losung des Integrals f(t)= 1

U(s)e'd
2] (s)e®ds

O—joo

11.2 Level 1

Aufgabe 11.1| Losung einer Differentialgleichung

Gegeben ist die Differentialgleichung
9 () Bu(t) = x (1)
dt
mit einer bekannten Funktion x(f), der Konstanten b und mit den Anfangswerten

d
u(t=0)=y, und —u(t) =u,.
dt t=+0
1. Transformieren Sie diese Differentialgleichung in den Bildbereich.

2. Berechnen Sie die zeitabhdngige Funktion u(f) fiir den Fall, dass die Funktion x()
der Sprungfunktion entspricht, zum Zeitpunkt ¢ = 0 also von null auf den Wert X,
springt.

3. Kontrollieren Sie das Ergebnis.

zur Teilaufgabe 1:

Der Differentiationssatz fiir die zweite Ableitung lautet
L{u® (1)} =s’U (s)-s"u(+0) -u® (+0)

bzw.

2
dt t=+0

L{dzu(t)}zszg(s)_s1u(+0)_du_m =5"U(s)-suy—uy -

Die Transformation der Differentialgleichung liefert somit die Beziehung im Bildbereich

szg(s)—suo—u0'+bzg(s)=X(s) bzw.  U(s)= 21b2[§(5)+su0+u0'}
s%+
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zur Teilaufgabe 2:

Die Aufgabe besteht in der Riicktransformation der Ausdriicke

1

1 [X, 1 1 s 1
Q“—b[—}x(b) e Ryl

Fiir den Faktor bei X, konnen wir die Korrespondenz 38 in Tabelle H.2

2a°

sin®(at) « 5(5T402)

verwenden, allerdings folgt dann aus dem Vergleich 4a? = b? bzw. a = b/2. Damit gilt

isinz (ﬁtj > ;
b? 2 s (sz + bz)

Fiir den Faktor bei u, kann direkt die Korrespondenz 35 mit a = b iibernommen wer-
den. Mit der Originalfunktion sin(bt)/b fiir den Faktor bei u,' gemall Korrespondenz
34 erhalten wir die Gesamtlsung

u(t)= Xoﬁsin2 (gtj+u0 cos (bt)+u '%sin(bt).

zur Teilaufgabe 3:

Die erste Randbedingung ldsst sich unmittelbar iiberpriifen: u(0) = 0+uy+0. Zur Kon-
trolle der zweiten Randbedingung benétigen wir die zeitliche Ableitung der Funktion:
du(t)

a5 X ézﬁn[gtjgcos(gtj—uobsin(bt)+ u, 'cos(bt)

=X, %sin(%tjcos(%t] —ugbsin (bt)+uy 'cos(bt) .

Damit ist auch die zweite Forderung

du(t)

=0-0+u,’
dt 0

t=0

erfiillt. Als letzte Kontrolle muss noch iiberpriift werden, ob auch die Differentialglei-
chung erfiillt ist. Mit der zweiten Ableitung

d?u(t
%g) =X, E{gcosz (%tj —gsin2 (gtﬂ —uyb® cos(bt) —uy 'bsin (bt)

=X, {cosZ (%t] —sin® (gtﬂ —uyb? cos(bt)—u, 'bsin (bt)
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liefert die linke Seite der Differentialgleichung richtig den Wert X,
2(b .2 b 2 -
X, | cos Et —sin Et —ugb” cos(bt)—u, ' bsin (bt)
+b? {XO %sin2 [gt} +uy cos(bt)+u, %sin (bt)} =X, {cos2 [gt} +sin® (gtﬂ = X,.

Damit ist die nach der Riicktransformation erhaltene zeitabhéngige Funktion u(t) die
Losung des gestellten Problems.

Aufgabe 11.2 | Rechteckimpuls an RC-Schaltung

Eine RC-Reihenschaltung liegt an einer Spannungsquelle mit dem in der Abbildung
dargestellten zeitabhdngigen Spannungsverlauf. An diesem einfachen Beispiel sollen
verschiedene Moglichkeiten gezeigt werden, den zeitlichen Verlauf der Kondensator-
spannung zu berechnen.

R i(t) u(t) A
—
— U
up (1)

Q u(t) c== lu (0
0 T

Abbildung 1: RC-Schaltung an impulsférmiger Spannungsquelle

~Y

1. Transformieren Sie die im Zeitbereich aufgestellte Differentialgleichung fiir die
Kondensatorspannung uc(f) in den Bildbereich und geben Sie die Losung fiir den
Spannungssprung bei t = 0 und bei nicht verschwindender Anfangsspannung des
Kondensators ug, = us(t=0) # 0 an.

2. Berechnen Sie die Kondensatorspannung fiir den gesamten Zeitbereich ¢ > 0, in-
dem Sie mithilfe der Lésung aus Teilaufgabe 1 dem Spannungssprung der Héhe U
zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen zweiten Spannungssprung der Héhe -U zum Zeitpunkt
t = T iiberlagern.

3. Berechnen Sie die Kondensatorspannung fiir den Zeitbereich ¢ > T, indem Sie das
entsprechende Netzwerk mit U = 0 und mit der Kondensatorspannung uc(T) = ug,
als Anfangswert zugrunde legen.

4. Berechnen Sie die Kondensatorspannung fiir den Zeitbereich ¢ > T, indem Sie das
entsprechende Netzwerk mit U = 0 und mit dem Anfangswert der Kondensator-
spannung uc(T) = ug, in den Bildbereich tibertragen.
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zur Teilaufgabe 1:

Aus dem Maschenumlauf

dug (t)

U=Ri(t)+ t)=RC
(1) +ug (1) = G

+ug (t)

folgt die Differentialgleichung fiir die Kondensatorspannung:

dug (t
%()+luc (t) = g mit der Zeitkonstanten 1t = RC.
T T

Mit dem Differentiationssatz erhalten wir im Bildbereich fiir den Spannungssprung
bei t = 0 die Gleichung

SQC(S)—UCO+lgc(s)=lU(s)=lg N QC(S)zLJ’-wA
T

T T8 s(st+1) sTH1

Die Riicktransformation mit den Korrespondenzen 7 und 9 aus der Tabelle H.2 liefert
die zeitabhédngige Spannung

t t
uc (t):U[l—e_T]+uCO er. (1)

zur Teilaufgabe 2:

GemiB Aufgabenstellung soll die Quellenspannung als Uberlagerung von zwei Span-
nungsspriingen entsprechend Abb. 2 aufgefasst werden.

u(?) A u(?) A u(r) A
U U
0 T g 0 T t 0 T g
—_ U P |—

Abbildung 2: Zerlegung des Rechteckimpulses

Fiir den ersten Spannungssprung bei ¢ = 0 erhalten wir wegen ug, = 0 aus Gl. (1) das
Ergebnis

t
uc,l(t)zU[l—e_fJ fir t>o0. (2a)

Der zweite Spannungssprung bei t = T wird v6llig unabhéngig von dem ersten Sprung
behandelt, d.h., auch in diesem Fall gilt uy, = 0. Unter Beachtung des gednderten Vor-
zeichens und mithilfe des Verschiebungssatzes folgt aus der Gl. (1) jetzt die Losung
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t-T

uc,z(t)z—U[l—e f] fir t=T (2b)

Die resultierende Kondensatorspannung wird im Zeitbereich 0 < ¢ < T ausschlieBlich
durch die Losung (2a) beschrieben, im Zeitbereich T < t aus der Addition der beiden
Teill6sungen (2a) und (2b):

(3)

Zum Zeitpunkt t = T sind die beiden Lésungen wegen der Stetigkeit der Kondensator-
spannung gleich.

zur Teilaufgabe 3:

Die Losung fiir den Zeitbereich 0 < t < T ist identisch zur Teilaufgabe 2. Der Unterschied
besteht in dem Zeitbereich t > T, in dem nicht mehr die beiden Teill6sungen (2) iiberla-
gert werden, sondern es wird ein neuer Schaltvorgang betrachtet, der die Gesamtlosung
fiir den nachfolgenden Zeitbereich liefert. Nach dem Schaltvorgang, also im Zeitbereich
t> T, besitzt die Quellenspannung den Wert U =0 und der zu beriicksichtigende
Anfangswert der Kondensatorspannung betrégt

(2a) T
uge =u;(T) = U[l—e T]. (4)

Mit diesen Daten geht die Gl. (1) unter Beriicksichtigung der Zeitverschiebung iiber in
den Ausdruck

_tT _Ty T =Tt
u;(t)=0+ugge * =Ull-e T |e * =Ule 7 -e * fir t>T, (5)

der der entsprechenden Ldosung in Gl. (3) entspricht.

zur Teilaufgabe 4:

In dem Zeitbereich t > T gilt nach Tabelle 11.2 das Netzwerk in Abb. 3.

R 1(s)
— 1
U, (s) el
u(+0) l Uels)

Abbildung 3: In den Bildbereich transformiertes Netzwerk fiir den Zeitbereich ¢ > T
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Wir kénnen das Netzwerk so behandeln, als ob die Zeitachse bei t = 0 beginnen
wiirde. Die zeitliche Verschiebung um T koénnen wir dann nach der Riicktransforma-
tion beriicksichtigen. Aus dem Maschenumlauf folgt

Uc (s)=-RI(s)=-R[sCU, (s)-Cu(+0)].

Als Anfangswert fiir die Kondensatorspannung u(+0) muss das Ergebnis aus Gl. (4)
eingesetzt werden. Damit erhalten wir mithilfe der Korrespondenz 7 die Beziehung

T L) Ty _t
QC(S):UCO ST +1 d Uc(t)zucoe T =U|1l-e T |e T,

in der wegen der zeitlichen Verschiebung noch t durch t-T ersetzt werden muss:

Ty T Tt
uC(t)zU[l—e f]e v =U[e T —e T] fir t>T

Auch diese Losung stimmt erwartungsgeméal mit den bisherigen Losungen tiberein.

11.3 Level 2
Aufgabe 11.3 | Sdgezahnspannung an RL-Schaltung

Die Spannungsquelle in Abb. 1 liefert die im rechten Teilbild dargestellte periodische
Ségezahnspannung mit der Amplitude t und der Periodendauer T. Der Schalter wird
zum Zeitpunkt ¢ = 0 geschlossen.

i)
o—7p
t=0
R
u(?)
G ul(t) -
L l”L(t)

s
o
I g
t

0 T 2T
Abbildung 1: Sdgezahnspannung an RL-Schaltung

1. Bestimmen Sie den Verlauf des Stromes i(t) fiir den Zeitbereich 0 < t < 4T. Stellen
Sie den Zeitverlauf fir R =10 Q, L=1mH, i = 10 Vund T = 100 ps dar.

2. Berechnen Sie den eingeschwungenen Zustand mithilfe der Fourier-Entwicklung
und beurteilen Sie die beiden Losungen.
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zur Teilaufgabe 1:

Wir werden bei der Lésung dieser Problemstellung so vorgehen, dass wir zunédchst die
allgemeine Losung fiir einen einzelnen dreieckférmigen Spannungsverlauf mit nicht
verschwindendem Anfangsstrom in der Spule berechnen. Diese Lésung konnen wir
dann nacheinander fiir jedes Spannungsdreieck verwenden, wobei der Spulenstrom am
Ende des vorhergehenden Zeitabschnitts wegen seiner Stetigkeit als Anfangswert fiir
das folgende Spannungsdreieck verwendet wird. Gleichzeitig ist natiirlich die jeweilige
Zeitverschiebung zu beriicksichtigen.
Der Maschenumlauf fiir einen Zeitpunkt t > 0 liefert

di(t)
dr -

u(t)=Ri(t)+L

Im Zeitbereich t < T kann die linear ansteigende Quellenspannung durch die Beziehung

At

u(t)=u—

()=t

ausgedriickt werden. Damit erhalten wir die inhomogene lineare Differentialgleichung

fiir den Strom:
(L) it
R dt RT’

i(t)

Mit der Bezeichnung i, fiir den Anfangswert des Spulenstromes erhalten wir beim
Ubergang in den Bildbereich mit dem Differentiationssatz und mit der Korrespondenz
2 aus der Tabelle H.2

a1
RT &%

L

[(s)+ﬁ[s£(s)—io}:

Mit der Abkiirzung fiir die Zeitkonstante 7= L/R nach Gl. (10.18) kann diese Glei-
chung in der folgenden Form dargestellt werden:
u 1 u 1 1
I(s)|1+st|=——+T71] -  I(s)= +1 .
_( )[ ] RT Sz 0 —( ) RT S2(1+rs) 0(1-’_ j
—+s
T

Zur Riicktransformation in den Zeitbereich verwenden wir die Korrespondenzen 4
und 13:

. t t
; u e P
1(t)=ﬁ[t—r+re T]+1Oe T, (1)
Mit diesem Ergebnis sind wir in der Lage, den zeitabhédngigen Strom fiir die Ausgangs-
anordnung durch Aneinanderfiigen von Teillésungen anzugeben. Die Losung fiir den
Zeitbereich 0 < t < T'mit der Anfangsbedingung i, = 0 lautet

A~ t
i(t)zB—uT[t—t+re 1 fir 0<t<T 2)
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Der Anfangswert des Spulenstromes fiir den zweiten Zeitbereich T < t < 2T kann aus
der GI. (2) bestimmt werden:

~ T
iozi(T)z%[T—rHre f].

Die Losung fiir den Zeitbereich T <t < 2T erhalten wir aus Gl. (1), indem wir wegen
der Zeitverschiebung t durch ¢-T ersetzen:

T T
i(t):i{t—T—Hre r}j(T)e v fir Ts<ts<2T 3)

RT
Die Losung fiir den Zeitbereich 2T < t < 3T erhalten wir mit der Anfangsbedingung

~ T T
iy =i(2T)=BLT{T—r+Te T]+i(T)e "

und indem wir in Gl. (1) t durch ¢-2T ersetzen:

. 2T 2T
i(t)=——|t-2T-71+7e © |+i(2T)e *  fiir 2T<t<3T 4)
RT

Mit dem Anfangswert
4 T -
Ip=1(3T)=——=|T-7t+7e 7 |+1i(2T)e
y=i(3T) = (21)

gilt schlieBlich

n 3T t=3T
i(t)=——|t-3T—7+7e © |+i(3T)e *  fir 3T=<t<4T (5)
RT

Die Auswertung der bisherigen Gleichungen ist in Abb. 2 dargestellt. Zum Vergleich
ist auch die mit der Fourier-Entwicklung berechnete stationdre Losung aus Teilauf-
gabe 2 bereits in der Abbildung mit eingetragen. Bei der Auswertung wurden 40 Ober-
schwingungen berticksichtigt.

i 08 Gl. (7
A 05 / D/
0,4 |
T N Gl (4) GL.©)
0.3 / Gl (3)
0,2
0,1 GL (2)
0 |
0 1 2 3 4
—» (/T

Abbildung 2: Zeitabhangiger Stromverlauf im Bereich 0 < t < 4T
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zur Teilaufgabe 2:

Die Losung der Problemstellung mithilfe der Fourier-Entwicklung erfordert zunéchst
die Reihenentwicklung der sdgezahnférmigen Spannung. Dieses Ergebnis knnen wir
aus der Tabelle H.1 Nr. 3 iibernehmen:

u(t)= %—%[sin (wt) +%sin(2a)t) +§Sin (3wt)+ } (6)

Der Gleichanteil bei der Spannung ruft in dem Netzwerk der Abb. 1 den Strom

1=L=£=O’SA
2R 20Q

hervor. Die Lésungen fiir die Oberschwingungen kénnen wir aus dem Beispiel 8.2 iiber-
nehmen. Eine Quellenspannung u(t) = i cos(wt + ¢,,) ruft durch die RL-Reihenschaltung
nach GI. (8.55) einen Strom

i(t)=

cos(a}t +¢, - arctanw—Lj
R?+(oL)’ R

hervor. Fiir ein Glied aus der Summe (6)

u . i T
—sin(not) = —Cos(nwt ——)
nm nw 2

gilt dann

A

(t)= écos(nwt —%— arctan

nwLJ
! nm, R +(nwL)2 R

Die Zusammenfassung aller Teilstrome fiihrt auf den Gesamtstrom
U U~ 1

L
ity=—-—) —F——o 1w j (7)
2R ”HZZ;HJH2+(nwL)2 R

Durch die Aneinanderreihung der einzelnen Zeitabschnitte bei der Losung in Teilaufgabe
1 ldsst sich der transiente Ubergang vom erstmaligen Einschalten bis in den stationéren
Zustand berechnen. Da sich die Losung fiir einen Zeitabschnitt immer nach dem gleichen
Schema aus der Losung von dem vorhergehenden Zeitabschnitt berechnen lédsst, kann ein
allgemeines Bildungsgesetz formuliert werden. Fiir den Zeitbereich (n-1)T < t < nT gilt

T
cos [na)t - E —arctan

- _r _r
iO:L[T—r+re T}+1’((n—2)T)e v und

RT
~ _t(n)T _tH(n-T
i(t):H—lfT t—(n-1)T-t+7e T +ige T fir (n-1)T=<t=<nT
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Im Unterschied dazu setzt die Lésung mithilfe der Fourier-Reihen eine periodische
Eingangsspannung voraus und liefert als Losung daher direkt den eingeschwungenen
Zustand. Problematisch kann die Konvergenz dieser Losung sein, d.h., unter Umstdnden
miissen viele Glieder aus der Summe beriicksichtigt werden (siehe dazu Anhang G.1).

11.4 Level 3
Nicht abgeglichener Spannungsteiler

Das Oszilloskop mit vorgeschaltetem Tastkopf nach Abb. 1 wird zum Zeitpunkt ¢ = 0
an eine Spannungsquelle mit dem in der Abb. 1 ebenfalls dargestellten rechteckférmi-
gen Zeitverlauf angeschlossen. In Kap. 8.4 wurden die Werte C, und Ry berechnet
unter der Bedingung, dass die Spannung u, unabhéngig von der Frequenz dem Wert
u,/n entspricht.

Anschlusskabel Oszilloskop
/ \ ( \
i i o o u (1) A
! |
i ! U
! |
”1(t) i Tastkopf i — luz(t)
! |
i i Ry |Cp >
; ! 0 6T T t

L O
M e F}

Abbildung 1: Oszilloskop mit Tastkopf

In diesem Beispiel soll untersucht werden, welchen Spannungsverlauf das Oszilloskop
anzeigt fiir den Fall, dass der Tastkopf nicht exakt abgeglichen ist. Die Abb. 2 zeigt das
zwischen zu messender Spannung und Oszilloskop einzufiigende Anschlusskabel mit
integriertem Tastkopf.

Anschluss
Lo zum
| ., Oszilloskop

Tastkopf

Abbildung 2: Anschlusskabel mit integriertem Tastkopf
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1. Berechnen Sie die Spannung u,(f) fiir den Zeitbereich 0 < t < T.

2. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung u,(f) dar. Dabei sollen folgende
Werte gelten: T = 100 ps, 6= 0,5, n = 10, Ry = 1 MQ, Cg = 10 pF und Ry = 9 MQ. Im
abgeglichenen Zustand sollte der Kondensator Cy, den Wert Cy/9 aufweisen. Fiir
die Auswertung sollen die beiden um jeweils 10 % nach oben bzw. unten abwei-
chenden Werte Cy,; = 1,1C;/9 und Cy, = 0,9C;/9 verwendet werden.

zur Teilaufgabe 1:

Als ersten Schritt iibertragen wir das Netzwerk in den Bildbereich.

1

_I sC,,
T
Ot ,, []=. = 0o

Das Verhéltnis von Ausgangsspannung zu Eingangsspannung kann aus Gl. (8.80) {iber-
nommen werden:

Uy(s) _ il _ Ry (1+sRyCy)
Ql(s) HE+BV% RE+R‘/+SHER‘/(CE+C‘/)
V=V

Der Spannungssprung bei t = 0 wird durch die Bildfunktion U, (s) = U/s beschrieben.
Mit der Abkiirzung

a= REHV (CE +Cv)
Rr + Ry

kann die Spannung U, (s) in der iibersichtlichen Form

U, (s)-— e (rshCy) U _ - [lmcj o
Y Rp+Ry +sRgRy (Ce+Cy) s, ReRy(Cp+Cy)\s )Ry + Ry
Ry + Ry

_[s 1+sa 1+sa

1 1 +HVCVJ Ry
Ry + Ry

dargestellt werden. Die Riicktransformation mit den beiden Korrespondenzen 7 und 9
liefert den zeitabhdngigen Spannungsverlauf

Loyt R
u,(t)=|1-e 9+—e 9 R,Cy |—L—U

a RE+BV
t
- U+{ Cv Ry }e“U fiir 0<t<dT. (1)
Rr + Ry Cr+Cy Rp+Ry
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Zum Zeitpunkt t = 0 springt diese Ausgangsspannung auf den Wert

Cv

Uz(tZO):mU

Zwischenbemerkung: Aus der Forderung u,(t) = u,(t)/n folgt unmittelbar

Cv

——~ =—  bzw. C,=Cr/(n-1
Cpy+Cy n W v E(n )

in Ubereinstimmung mit der Gl. (8.82). Soll die Forderung u,(f) = u,(¢)/n fiir jeden Zeit-
punkt gelten, dann muss die eckige Klammer in Gl. (1) verschwinden, d.h., es muss auBer-
dem

R __Cy 1 po1 v _Cp

= = -
HE +HV CE +CV n BE CV

in Ubereinstimmung mit der Gl (8.81) gelten.

Im folgenden Schritt betrachten wir den Sprung der Eingangsspannung von U auf 0 zum
Zeitpunkt t = 6T. Wir realisieren diesen Sprung dadurch, dass wir der bisherigen Lésung
entsprechend Abb. 11.9 einen zweiten Teil tiberlagern, der durch einen Sprung von 0 auf
-U zum Zeitpunkt t = 6T zustande kommt. Die zugehorige Bildfunktion ist nach Gl.
(11.54) durch

gegeben. Die Exponentialfunktion beschreibt die zeitliche Verschiebung des Span-
nungssprungs an die Stelle t = 6T. Wir kénnen also wieder die Losung (1) verwenden,
sofern wir den Vorzeichenwechsel bei U beriicksichtigen und in der zeitabhédngigen
Losung t durch t-0T ersetzen. Fiir den in den Zeitbereich zuriicktransformierten Span-
nungsverlauf gilt

=0T
u, (t) il U{ Cv__Fp }e_ a U. (2)

"Ry +R, |Cz+Cy, Ry+Ry,

Die Gesamtlésung fiir den Zeitbereich oT < t < T setzt sich aus der Uberlagerung der
beiden Ergebnisse (1) und (2) zusammen und liefert den einfachen Zusammenhang

t t-8T
u,(t)= Cv By He a_g a }U fir oT<t<T (3)

| Cz+Cy Ry+Ry
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zur Teilaufgabe 2:

Die Auswertung der Gln. (1) und (3) mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Wer-
ten ist in Abb. 4 dargestellt. Die am Eingang des Oszilloskops anliegende Spannung
u,(t) ist um den Faktor n geringer als die zu messende Spannung u, (¢). Allerdings stim-
men die beiden Spannungsverldufe nicht exakt iiberein. Bei dem um 10 % zu groBen
Kapazitdatswert Cy, entsteht bei dem Spannungssprung ebenfalls eine um etwa 10 % zu
groBe Ausgangsspannung u,(t). Bei dem um 10 % zu kleinen Kapazitdtswert Cy, ent-
steht entsprechend eine um etwa 10 % zu geringe Ausgangsspannung i, (t). Mit zuneh-
mender Zeit klingt dieser beim Spannungssprung entstehende Fehler jeweils ab und die
Ausgangsspannung nihert sich dem durch das Widerstandsverhéltnis vorgegebenen
Sollwert.

u, 0,12

U 010

T 0,08 Gy,
006,

0,04

0,02
0

-0,02
0

\

/

20 40 60 80 100
—> /s

Abbildung 4: Eingangsspannung am Oszilloskop

In der Praxis wird der Kondensator im Tastkopf einstellbar ausgefiihrt und mithilfe
eines Rechtecksignals auf den korrekten Wert abgeglichen. Auf diese Weise lassen sich
die beiden in Abb. 4 dargestellten Situationen mit einer Uber- bzw. Unterkompensation
vermeiden.
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Aufgabe 11.5 | Transformator

Der Transformator in Abb. 1 wird iiber einen Widerstand R, mit einer Spannungsquelle
uy(f) verbunden, deren zeitlicher Spannungsverlauf auf der rechten Seite der Abbil-
dung dargestellt ist.

~Y

Abbildung 1: Transformator mit Rechteckimpuls am Eingang

1. Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung u,(f) auf der Sekundarseite des
Transformators.

2. Stellen Sie die Ausgangsspannung fiir den Zeitbereich 0 < ¢ < 3T dar. Dabei sollen
folgende Werte gelten: R, =1 Q, R, = 100 Q, Ly; = Ly, = 1 mH und T = 500 ps. Als
Koppelfaktor sollen die beiden Werte k = 0,95 und k = 0,75 verwendet werden.

3. Welchen Einfluss hat der Widerstand R,? Stellen Sie die Ausgangsspannung fiir
k = 0,95 bei den Werten R, = 0,1 Q, R, = 1Q und R, = 10 Q zum Vergleich dar.

zur Teilaufgabe 1:

Die Anordnung ist identisch zur Anordnung in Abb. 6.49a und kann mit den Gln.
(6.101) beschrieben werden:

Ay dis

dt dt

) di di
0 =R,i, —Md—f+L22d—: .

= Ry i, + Ly

Im ersten Schritt wird das Gleichungssystem in die Bildebene transformiert:

Uy(s) =Ry, (s)+ Ly, [sgp (s)-1, (+o)] ~M[sI,(s)-i; (+0)]

0 =RyL(s)-M|sI,(5) =i, (+0) |+ L[ I (s) - is (+0)] .



11.4 Level 3

Mit den verschwindenden Anfangswerten ip(+0) = i,(+0) = 0 und der Bildfunktion fiir
den rechteckférmigen Spannungsverlauf nach Gl. (11.54) gilt

(B, +sLy,) 1, (s)~sML, () :%(1-5”)
—lep(s)+(B2 +5Lyy) 1 (s)=0.

Setzen wir die zweite nach I,(s) aufgeléste Beziehung in die erste Gleichung ein, dann gilt

R, +sL (By +5Ly; ) (R, +5Ly,) U ST
lp(s):#!s(s) RN I: M —sM !S(S)z:(l—e s )
bzw.
MU 1 _
I (s)= 1—e sT .
L (s) Ly Ly, — M? SZ+SLllBZ+L22H1 " RR, ( )

LllLZZ _MZ L11L22 _MZ

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diesen Ausdruck in den Zeitbereich zuriickzutrans-
formieren. Wir formen den Nenner mithilfe der binomischen Formel um:

§% 4 251 L Ry + Lzzljl n RiR, _
2 LigLy, -M Li1Lyy -M

2 2
=(s+lLlle+L22RlJ _[l Llle"‘LzzHl] " RiR, —(s+a)2—b2

2 LyLy,-M* 2 LyyLy,-M* Ly Ly, - M? B

mit

2
a= EM und b= [l LBy + Lzzle ] ___ RBR .
2 LyyLyy -M 2 LyyLy -M Lyalyy =M

Der Ausdruck fiir b kann noch etwas vereinfacht werden:

1

m\/(lml?z —L,,R, )’ +4R,R,M*.
122~

p=1
2
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1 Die Laplace-Transformation

Mit den eingefiihrten Abkiirzungen erhalten wir das Zwischenergebnis

T [1—e’ST].

Wir betrachten zunéchst nur den ersten Summanden in der eckigen Klammer, der den
Spannungssprung bei t = 0 beschreibt. Die Riicktransformation dieses Ausdruckes mit
dem Dampfungssatz und der Korrespondenz 51 in Tabelle H.2 liefert das Teilergebnis

. MU
i (t)=——7
LyyLyy -M

MU 1
I(s)= ;
L11L22 -M (S + a)

e’at%sinh(bt) fiir 0<t<T

fiir den angegebenen Zeitbereich. Alternativ kann auch die zweite Losung der Korres-
pondenz 44 mit w, = b verwendet werden. Der zweite Summand aus der eckigen Klam-
mer beschreibt den negativen Spannungssprung bei t = T und liefert das gleiche Ergeb-
nis, allerdings mit anderem Vorzeichen und mit der entsprechenden Zeitverschiebung.
Die Uberlagerung der beiden Anteile liefert fiir den Zeitbereich T < t das Ergebnis

i (1)

MU 1

= —[ et sinh (bt) _galt=T) sinh(bt—bT)} fir T<t.
LyyLy,—M* b

Die Spannung auf der Sekundérseite ist damit bekannt:

BRMU 1 _ sinh (bt) 0<t<T
o, ()= HMU_L o .
LyyLy, —M* b sinh (bt)—e"" sinh (bt - bT) T<t

zur Teilaufgabe 2:

Aus Abb. 2 ist zu erkennen, dass der Spannungssprung jeweils auf die Sekundérseite
tibertragen wird, allerdings nimmt seine Amplitude mit schlechter werdender Kopplung
ab. In den Zeiten mit konstanter Eingangsspannung klingt die Sekundérspannung gemé0
den berechneten Exponentialfunktionen ab.

S

. L/’ k=0,75
— k=095
-0,5 :
0 500 1000 1500

—> (/ps
Abbildung 2: Sekundarspannung bei unterschiedlichen Koppelfaktoren
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11.4 Level 3

zur Teilaufgabe 3:

Abb. 3 zeigt die sekundérseitigen Spannungen fiir verschiedene Widerstdnde R;. Je klei-
ner der Innenwiderstand der Spannungsquelle ist, desto besser stimmt die Spannung
am Lastwiderstand mit der Quellenspannung tiberein.

u (1) 1 ‘
i — R =00
T 0.5 \19
0
100 74/_,__,___
-0,5
-1
0 500 1000 1500

—> (/us
Abbildung 3: Sekundérspannung bei unterschiedlichen Widerstanden R,
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Kartesische Koordinaten

Einheitsvektoren e.e e,
Kreuzprodukte e Xe =¢e, e Xe =e, €,Xe =e
Zusammenhang mit den kartesischen
Koordinaten
e, =€,CosQ—e,sing
=€,sin Y cos@+e,cosV cosQ—€,sine
€, =€,sin@+e,cos
Umrechnungen y T € SIMPTE,CosP
=¢€,sin? sin@+e,cosV sin+e,cos@
e, =e,cos¥—e,sin?Y
Ortsvektor r=éXx+ey+e,z

Betrag des Ortsvektors

r=1/x2+y2+z2

vektorielles Wegelement

dF =& dx+8 dy +8,dz

Volumenelement dV =dxdydz
Z A B
I dA =¢,dxdy
i
| -
, -
vektorielles Flachenelement ! ¢ | JA=¢gdxdz
]
S
-y y
—
dA =¢ dydz




Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

€,,€¢, €,€,€,

€,X€, =€, €,Xe,=¢€, €,X€, =¢, €,X€y =€y, €yXE€,=€, €,Xe =8,
X =p coSQ 0<p<eo X =1 sin¥ cos@ 0<r<oo
y=psing mit 0<@p<2m y=r1sin? sing mit 0<9<nm
Z=2 Z =T cosV 0<¢p<2m

€, =e,CcosQ+e,sing

e, =e,sindcos@+e,sinYsin@+e,cost

€, =—€,sinp+e, cose €, =€, coscosp+e,cosVsinp-e,sind
e, =e, €,=-€,sing+e, cose
r=epp+ezz r=er

r=,p*+7

dF = 8,dp +8, pde+8,dz

dr =e,dr + eéyrdv+€,rsin vde

dV =dp-pde-dz=pdpdedz

dV =dr-rdd-rsin 9de = r’sin 9drddde

dA = ¢,dp-pde

dA =€ pdo-dz
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