Ubungsheft zu
Mechanik I und II

Fiir die Studiengiinge Bauingenieurwissenschaften und
Maschinenbau und Verfahrenstechnik

Udo Lang e Bernard Masserey e Istvan A. Veres



Institut fiir Mechanische Systeme - Zentrum fiir Mechanik
ETH Ziirich
CH-8092 Ziirich

September 2011



Vorwort-Ausgabe PDF FS21

Um den stetig dndernden Bedingungen gerecht zu werden, hat das IMES vom D-

MAVT entschieden die PDF Version von diesem Skript herauszugeben. Hierzu ist folgendes zu
beachten:

Das Skript ist ausschliesslich fiir Studierende der ETH.

Dieses Skript dient als zusétzliches Material und ist keinen Ersatz fiir die Vorlesung.

Das Skript kann Fehler enthalten und wird laufend iiberarbeitet. Deswegen wird das Skript
ohne Gewihr auf Korrektheit und Vollstindigkeit zur Verfiigung gestellt.

Dank geht an die urspriinglichen Autoren: Udo Lang, Bernard Masserey & Istvan A . Veres

Zirich, Februar 2021



Vorwort

Fiir viele Studenten stellt die Mechanik eines der schwierigeren Fécher der Basispriifung
dar. Auch wir als Assistenten bekommen die Probleme halbjéhrlich beim Korrigieren der
Priifungen zu sehen.

Neben dem grundlegenden Verstdndnis der Zusammenhénge gibt es nur noch ein Hilfs-
mittel, um die Mechanik erfolgreich zu bestehen: Uben, Uben, Uben!

Hierzu wird vom Institut sowohl eine Sammlung mit Musterlosungen zu Aufgaben im Buch
als auch ein Jahrgang fritherer Klausuren abgegeben. Des Weiteren werden Schnelliibungen
und wihrend des Semesters eine tégliche Préisenzstunde angeboten. Ausserdem kénnen im
Buchhandel von verschiedenen Autoren Ubungsbénde erstanden werden. Dennoch entstand
bei uns die Uberlegung, ein etwas anders konzipiertes Ubungsskript zu erstellen. Es sollte
zum einen eng an die Vorlesungen hier an der ETH angelehnt sein, gleichzeitig aber einen
Zusatznutzen fiir Studenten bieten.

Unser Konzept war daher, jedes Kapitel zweigeteilt zu gestalten: am Anfang eine kurze,
kompakte Wiederholung des Stoffes, so wie er in etwa im Kolloquium préasentiert wird, danach
etwa ein bis zwei typische Aufgaben mit ausfiihrlichem Losungsweg, der auf hiufige Probleme
eingeht, aber auch mogliche Losungsalternativen darstellt.

Mit dieser Beschreibung wird aber klar: das Ubungsskript ersetzt in keinster Weise die Ar-
beit mit dem vorlesungsbegleitenden Buch noch den aktiven Besuch von Vorlesung, Ubungen
oder Préasenzstunden.

Insgesamt hoffen wir, mit diesem Skript eine Liicke geschlossen zu haben und Studenten
eine weitere Hilfe zum erfolgreichen Bestehen der Priifungen in die Hand gegeben zu haben.

Abschliessend méchten wir uns noch bei Herrn Prof. Dual fiir die Unterstiitzung und die
Ermoglichung dieses Projektes bedanken. Unserer besonderer Dank gilt auch Herrn Thomas
Gyger fiir die sorgfiltige und motivierte Erstellung des Skripts in LaTeX sowie die Geduld bei
unseren zahlreichen, sich teilweise widersprechenden und nicht immer auch sinnvoll erschei-
nenden Anderungswiinschen. Ebenso méchten wir uns bei Frank May, Jiirg Bryner, Sandro
Dinser und Eveline Mattle fiir ihren Einsatz beim Korrekturlesen bedanken.

Zu guter Letzt miissen wir aber auch einrdumen, dass selbst bei grosster Sorgfalt solch ein
Projekt nicht fehlerfrei sein kann. Daher moéchten wir alle Leser bitten, uns allfillige Fehler
an folgende E-Mail-Adresse zu melden: mech-m1@imes.mavt.ethz.ch

Ziirich, August 2006

Udo Lang, Bernard Masserey, Istvan A. Veres

iii






Inhaltsverzeichnis

Vorwort

Goldene Regeln zum Loésen von Aufgaben

1

3

Bewegung und Geschwindigkeit eines materiellen Punktes

1.1 Ortsvektor und Geschwindigkeit . . . . . ... .. ... ... ... ...
1.2 Kartesische Koordinaten . . . . . . . . ... ... oo
1.3 Zylindrische Koordinaten . . . . . .. . ... ... ... ... ... ...
1.4 Sphérische Koordinaten . . . . . . .. .. ... ... ...
1.5 Kreisbewegung . . . . . . . . . e e
1.6 Aufgabe . . . . . .
1.7 Verstdndnisfragen . . . . . . . . ..

Zur Kinematik starrer Koérper

2.1 Satz der projizierten Geschwindigkeiten . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2 Translation . . . . . . .. L
2.3 Rotation . . . . . . . L
24 Kreiselung . . . . . . . L
2.5 Allgemeine Bewegung des starren Korpers . . . . . . .. ... ... ... ..
2.5.1 Bewegungszustand . . . . .. .. ... Lo
2.5.2 Zentralachse . . . . . .. ...
2.5.3 Spezialfidlle . . .. .. ..
2.6 Ebene Bewegung . . . . . . . ...
2.6.1 Momentanzentrum . . . . . . .. ..o
2.6.2 Polbahnen . . . . . .. .. .
2.6.3 Ebene Fachwerke . . . . . . . . . . . ...
2.7 Zur Losung von Aufgaben in der Kinematik . . . . ... ... ... ... ...
2.8 Aufgaben . . . . ...
2.9 Versténdnisfragen . . . . . . . ...

Krifte und Momente

3.1 Krifte . . . . . e
3.1.1 Reaktionsprinzip . . . . . . . ...
3.1.2 Kontakt- oder Fernkrdfte . . . . .. ... ... ... ... .......
3.1.3 Innere oder dussere Krafte . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
3.1.4 Resultierende einer Kréftegruppe . . . . . . . . . . ... ... ...
3.2 Moment . . . . . . . e e e e e e e e

o
o
e

CoO UL Ut W N — = = E.

o o Qo

10
10
11
11
11
12
13
13
14
15
16
17
23



3.3
3.4

3.5

3.6
3.7

Leistung . . . . . . . . . e

Aquivalenz und Reduktion von Kréftegruppen. . . . . . .. . ... ... ...
3.4.1 Statische Aquivalenz . . . . . . . . .. ... .
3.4.2 Reduktion einer Kriftegruppe . . . . . . . . . . . ... ...
3.4.3 Sonderfille . . . . .. . . ..
Kriftemittelpunkt bei linienverteilten Kréaften . . . . . . . . . . ... .. ...
3.5.1 Allgemein . . . . . ..
3.5.2 Sonderfille . . . . . . . ... ..
Aufgaben . . . . . Lo
Verstédndnisfragen . . . . . . . .. oL Lo L

Ruhe und Gleichgewicht

4.1 Hauptsatz der Statik . . . . .. ...
4.2 Standfestigkeit . . . . . . .. L
4.3 Lagerbindungen und Lagerkréfte . . . . .. .. .. ... ... ... ...
4.3.1 Auflager (reibungsfrei) . . . . ... ... Lo
4.3.2  Gelenke (reibungsfrei) . . . ... .. ... Lo
4.3.3 Kurzes Querlager (reibungsfrei) . . . . ... ... ... ... ...
4.3.4 Langes Querlager (reibungsfrei) . . . . . ... ... ... ... .....
4.3.5 Lingslager (reibungsfrei) . . . . . .. ... ... .. ... ...
4.3.6 Einspannung . . . . . .. .. o e
4.4 Statische Bestimmtheit . . . . . . . ... o000
4.5 Zur Losung von Aufgaben der Statik . . . . ... ... ... ... ... ...
4.6 Aufgaben . . . . ...
4.7 Verstédndnisfragen . . . . . . ... Lo
Systemtrennung
5.1 Einfihrung . . . . . . . . . e
5.2  Wichtige Verbindungselemente . . . . .. . ... ... ... ... ... ... .
5.3 Dreigelenkbogen . . . . . .. ..
5.4 Losungsweise von Aufgaben zur Systemtrennung . . . . . .. ... ... ...
5.5 Aufgabe . . . . . L
5.6 Versténdnisfragen . . . . . . . .. L

Statisch bestimmte Fachwerke

6.1
6.2
6.3

6.4
6.5

Ideale Fachwerke . . . . . . . . . ...
Pendelstiitze (vgl. Kap. 5) . . . . .. . ... L o
Bestimmung der Stabkréfte bei einem idealen Fachwerk . . . . . .. ... ..
6.3.1 Knotengleichgewicht . . . . . ... ... .. ... . .
6.3.2 Dreikréfteschnitt (Rittersches Schnittverfahren) . . . . . . .. .. . ..
6.3.3 Anwendung des Prinzips der virtuellen Leistung (PdvL) . . . ... ..
Aufgaben . . . . . L

Verstédndnisfragen . . . . . . . ..o oL

vi

37
37
37
38
38
38
38
39
39
39
40
40
42
46

47
47
47
48
49
50
52



7 Reibung 67

7.1 Grundlagen . . . . .. .. 67
7.2 Losungsweise von Aufgaben mit Reibung . . . . .. .. ... ... 68
7.3 Seilstatik . . ... 69
7.4 Weitere Reibungsarten . . . . . . .. . .. ... .. ... 70
7.5 Aufgaben . . . . ... 72
7.6 Versténdnisfragen . . . . . . . ... 7
8 Beanspruchung 79
8.1 Allgemeiner Fall von Schnittgrossen . . . . . . . .. ... oL 79
8.2 Beanspruchung in geraden Balken . . . . . .. ... ... ... ........ 80
8.2.1 Vorgehen . . . .. .. .. 80
8.2.2 Differentielle Beziehungen . . . . . . .. ... ... ... .. 80
8.3 Beanspruchung in gekriimmten Balken . . . . . . . . ... ... oo 81
8.4 Anmerkung zu differentiellen Beziehungen . . . . . . .. ... ... 81
85 Aufgaben . . . . ... 83
8.6 Verstdndnisfragen . . . . . . . .. oL Lo 98
9 Spannungen 99
9.1 Definition . . . . . . . L 99
9.2 Spannungstensor . . . . ... . e e 100
9.3 Anwendungen des Mohrschen Kreises . . . . . . . . . .. ... ... . ..... 101
9.4 Aufgaben . . . . ... 102
9.5 Versténdnisfragen . . . . . . . ... 111
10 Verzerrungen 113
10.1 Herleitung . . . . . . . . o e 113
10.2 Zusammenhang zwischen Verschiebungsfeld und Deformationen fiir den ebenen
Fall . . . o e 115
10.3 Verzerrungstensor . . . . . . . . .. ..o e 115
10.4 Aufgaben . . . . . ... 116
10.5 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. L L 120
11 Stoffgesetze fiir isotrope Materialien 121
11.1 Zugversuch . . . . . . . . . e 121
11.2 Torsionsversuch . . . . . . . . . . . .. 122
11.3 Veranschaulichung der durch Normal- und Schubspannungen hervorgerufenen
Deformationen . . . . . . . ... 123
11.4 Temperaturdehnungen . . . . . . . . . .. ... Lo 124
11.5 Mehrachsige Spannungszustiande . . . . . . . . .. ... 124
11.6 Aufgaben . . . . . . . . L 126
11.7 Verstandnisfragen . . . . . . . . . . .. 130
12 Zug und Druck 131
12.1 Herleitung . . . . . . . . . e 131
12.2 Aufgaben . . . . .. 132
12.3 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. L L 135

vii



13 Flichenmoment zweiten Grades

13.1 Herleitung . . . . . . . . o e
13.2 Tabelle fiir Flachentrdgheitsmomente . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
13.3 Aufgaben . . . . . ..
13.4 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. L

14 Spezielle Biegung
14.1 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. ..o

15 Methode der finiten Elemente
15.1 Herleitung . . . . . . . . o e
15.2 Aufgaben . . . . ...
15.3 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. ..

16 Schiefe Biegung
16.1 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. L

17 Schubspannungen infolge Biegung
17.1 Verstandnisfragen . . . . . . . . .. L

18 Torsion
18.1 Verstandnisfragen . . . . . . . . . . Lo

19 Zusammengesetzte Beanspruchung
19.1 Verstandnisfragen . . . . . . . . . . .. e

20 Deformationsenergie und Energieverfahren
20.1 Arbeit . . . ..
20.2 Deformationsenergie . . . . . . . . . ..
20.2.1 Linear elastische Feder . . . . . . . . . . .. ... oL
20.2.2 Deformationsenergie bei Zug und Druck . . . . . . ... ... ... ..
20.2.3 Deformationsenergie bei Biegung . . . . . . . ... .. ... ... ...
20.2.4 Deformationsenergie bei Torsion . . . . ... ... ... ... .....
20.2.5 Zusammengesetzte Beanspruchung . . . . . ... ... o000
20.3 Die Arbeitsgleichungen . . . . . . . . .. ..o
20.3.1 Statisch bestimmte Probleme . . . . . . ... ... ... ... .....
20.3.2 Statisch unbestimmte Probleme . . . . . . . .. ... ... ... ...
20.4 Der Satz von Castigliano . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
20.4.1 Statisch bestimmte Probleme . . . . . . ... ... ... ... ...,
20.4.2 Statisch unbestimmte Probleme . . . . . . ... ... ... oL,
20.5 Aufgaben . . . . ...
20.6 Verstdndnisfragen . . . . . . .. . Lo

21 Knickung
21.1 Stabilitdtsprobleme . . . . . . . ...
21.2 Balken unter Druck . . . . . . .. .. L oo
21.3 Aufgaben . . . . . ..
21.4 Verstdandnisfragen . . . . . . . ...

137
137
139
141
145

147
151

153
153
157
162

163
165

167
173

175
177

179
184

185
185
186
186
186
186
187
187
187
187
188
188
188
189
189
202



A Einfiihrung in die Vektoralgebra im R? 209

A.1 Skalare und Vektoren . . . . . . . . . . ... 209
A.2 Skalarprodukt und Vektorprodukt . . . .. ... ... ... ... ... ... 210
A.3 Beispiele aus der Kinematik . . . . . . .. ... ... L. 211
A.3.1 Ebene Bewegung . . . . . . . . . ... 212
A3.2 Bewegungim Raum . . .. ... ... ... .. 0. 214
A4 Aufgaben . . . ... 215
A.5 Resultate der Aufgaben . . . . . . . . ... o 215
B Geraden- und Ebenengleichungen 217
B.1 Darstellungsformen einer Funktion . . . . ... ... ... ... ........ 217
B.1.1 Analytische Darstellung . . . . . . . .. ... ... ... ... ... . 217
B.1.2 Parametrische Darstellung . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 217
B.2 Gleichungen fiir die Gerade im Raum . . . . . . .. ... ... ... ... ... 217
B.2.1 Allgemeiner Fall . . . .. . ... .. 218

B.2.2 Gleichung einer Geraden durch einen Punkt und parallel zum Rich-
tungsvektor . . ... oL 218
B.2.3 Gleichung einer Geraden durch zwei Punkte . . . . . . . .. ... ... 219
B.3 Gleichungen einer Ebene . . . . . . . . .. . oL oo 219
B.3.1 Gleichung einer Ebene durch einen Punkt und parallel zu zwei Geraden 220
B.3.2 Gleichung einer Ebene durch drei Punkte . . . ... ... ... .... 221
B.3.3 Gleichung einer Ebene durch einen Punkt und senkrecht zu einer Geraden221
B.4 Beispiel aus der Mechanik . . . . . . .. .. . o oo 222
B.4.1 Bestimmung der Zentralachse . . . . . . ... ... ... oL, 222
C Lineare Algebra 225
C.1 Matrizen . . . . . .« . oL 225
C.1.1 Definition einer reellen Matrix . . . . . . .. ... ... ... .. ... 225
C.1.2 Transponierte einer Matrix . . . . . . .. .. ... . L. 225
C.2 Rechenoperationen fiir Matrizen . . . .. ... ... ... ... ........ 226
C.2.1 Addition und Subtraktion . . . . . . ... ... oL 226
C.2.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar . . . . ... .. ... .. 226
C.2.3 Multiplikation von Matrizen . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 227
C.3 Inverse einer Matrix . . . . . . . . . .. . L 227
C.3.1 Determinanten . . . . . . . . . . . ... 227
C.3.2 Rangeiner Matrix . . . . . . . . . .. . o 228
C.3.3 Imverse Matrix . . . . . . . . . . . . .. 229
C.4 Eigenwertproblem . . . . . . .. .. 229
C.5 Beispiel aus der Elastizitat . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... ..., 230
Literaturverzeichnis 233
Index 234

X






Goldene Regeln zum Loésen von
Aufgaben

Ablauf:

e Verstidndnis

e Losungsskizze

e Losung

e Kontrolle

Beachte:

1.

2.

Gilt immer: sauber und sorgfiltig arbeiten!

Aufgabe genau durchlesen, gegebene und gesuchte Grossen identifizieren und hinschrei-
ben!

Losungsstrategie iiberlegen, kein wildes Drauflos-Rechnen! Uberlegen, zu welchem Teil-
gebiet der Mechanik diese Aufgabe gehort und mit welchen Verfahren sie gelost werden
konnte!

Grossziigige Skizze anfertigen; nach Mdoglichkeit farbig!

. Bei einem Freikorperdiagramm auf die Vollstandigkeit aller Kréifte und Momente achten!

Formulieren der Gleichungen mit Hilfe der unter 3. gemachten Uberlegungen! In all-
gemeiner Form aufschreiben und mit kurzen Stichworten versehen! Kontrolle: Anzahl
Unbekannte=Anzahl Gleichungen?

Ergebnisse auf Plausibilitéit priifen! Insbesondere Einheiten kontrollieren!
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Kapitel 1

Bewegung und Geschwindigkeit
eines materiellen Punktes

1.1 Ortsvektor und Geschwindigkeit
Die Geschwindigkeit v ist die zeitliche Ableitung des Ortsvektors r:
v=r (1.1)
Die Geschwindigkeit ist tangential an die Bahnkurve:
v=35-T (1.2)

wobei ¢ Schnelligkeit und 7 tangentialer Einheitsvektor sind:

s=|lv|=v (1.3)

|<-\‘
1<V

Abbildung 1.1: Ortsvektor und Geschwindigkeit

1.2 Kartesische Koordinaten

In einem kartesischen Koordinatensystem ist die Lage des materiellen Punktes M zur Zeit ¢
durch drei Absténde z (t), y (t) und z (t) eindeutig definiert:

M (z(t),y(t),z(t))

1



Die Zerlegung des Ortsvektors r von M zur Zeit ¢ ergibt:
r(t)=z(t)e, +y(t)e, +2(t)e, (1.4)
wobei die Richtung von e, €, €, konstant ist. Die Komponenten der Geschwindigkeit v sind:

v =1 =ie, +je, + ‘e, (1.5)

Abbildung 1.2: Kartesische Koordinaten

1.3 Zylindrische Koordinaten

In einem zylindrischen Koordinatensystem ist die Lage des materiellen Punktes M zur Zeit ¢
durch zwei Absténde p (t), z (t) und einen Winkel ¢ (¢) definiert, wobei p (t) > 0:

M(p(t),¢(t),2 (1))
Der Ortsvektor r von M zur Zeit ¢ ist:
r(t)=pt)e,+2(t)e, (1.6)

wobei die Richtung von e, konstant ist, wihrend die Richtung von e,(4(t)) von der Lage
abhéngig ist. Der Winkel ¢ steht implizit in der Richtung von e,. Die Komponenten der
Geschwindigkeit v sind:

v ="r=pe,+ ppe, + ie, (1.7)
Transformation von zylindrischen in kartesische Koordinaten und umgekehrt:

2



I A M
|
Pum :yM
(0} |
z® ™
Abbildung 1.3: Zylindrische Koordinaten
e zylindrisch (p, ¢, z) — kartesisch (z,y, 2)
T = pcosp
y = psing (1.8)
2=z
e kartesisch (x,y, z) — zylindrisch (p, ¢, 2)
2 +y?=p*= p=+/a2+y2 (Pythagoras)
tany = LN ¢ = arctan (g> (1.9)
x x

1.4 Sphéarische Koordinaten

In einem sphérischen Koordinatensystem ist die Lage des materiellen Punktes M zur Zeit ¢
durch einen Abstand 7 (¢) und zwei Winkel 0 (¢) und 1 (¢) definiert, wobei 7 (¢) > 0 (siehe
Abb. 1.4):

M (r(t),0(t),¢ (1))
Der Ortsvektor r von M zur Zeit ¢ ist:
r(t) =r(t)e, (1) (1.10)

wobei die Richtung von e, (6(t), % (t)) von der Lage abhéngig ist. Die Winkel 6 und v stehen
implizit in der Richtung von e,. Die Komponenten der Geschwindigkeit v sind:

v = re, + rley + rsin (0) &gw (1.11)

3



M!/____

o

<
\

ae

Abbildung 1.4: Spharische Koordinaten

Transformation von sphérischen in zylindrische Koordinaten und umgekehrt:
Die Winkel ¢ und 9 bei zylindrischen bzw. sphérischen Koordinaten sind identisch. Fiir die
Herleitung der anderen Beziehungen wird die p-z-Ebene betrachtet (siehe Abb. 1.4)

e sphiérisch (r,6,1) = zylindrisch (p, ¢, 2)

p=rsind
=1 (1.12)
z=rcosf

e zylindrisch (p, ¢, z) = sphérisch (r,0,1))
N
0= arctang (1.13)
Y=y
Transformation von sphérischen in kartesische Koordinaten und umgekehrt:

e sphiérisch (7, 6,1) = kartesisch (z,y, 2)

Beim Einsetzen von (1.12) in (1.8) erhélt man:

T = pcosy = rsinfcos Y
y = psing = rsinfsiny (1.14)

z =rcosb



e kartesisch (x,y, z) = sphérisch (r,0,)
(1.9) wird in (1.13) eingesetzt:

r= a2+ y2 + 22
2 2
VR Y (1.15)

z

6 = arctan

1) = arctan y
x

1.5 Kreisbewegung

Betrachten wir eine Bewegung des Punktes M in zylindrischen Koordinaten. Falls z(t) = 2y =
konst. und p(t) = po = konst., ist die Bewegung eine Kreisbewegung, deren Winkelgeschwin-
digkeit parallel zu e, ist:

w=we, = pe, (1.16)
Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich:
V=wXTr (1.17)
oder wenn w L r (und nur dann):
v=w-r (1.18)

1.6 Aufgabe

Die Bahnkurve eines materiellen Punktes besitzt folgende kartesische Bahnkurve

z(t) = Ce “ coswt
y(t) = Ce “'sinwt (t>0)
z(t) = 2Cwt

wobei C'[m] und w [s~!] zwei bekannte Konstanten sind.

a) Bestimme den Geschwindigkeitsvektor v ausgedriickt in Zylinderkoordinaten.

b) Berechne die Schnelligkeit nach einem halben Umlauf um die z-Achse fir C = 1m und
w=1s71

Gegeben: xz(t),y(t), z(t)

Gesucht: a) vy, vy, v,
b) v nach einem halben Umlauf fiir C = 1m und w = 157!

Lésung:
a) Fiir die Losung dieser Teilaufgabe gibt es zwei Ansétze:
i) Bahnkurve in zylindrische Koordinaten transformieren und dann die
Geschwindigkeit ausrechnen.



ii) Geschwindigkeit in kartesischen Koordinaten berechnen und erst dann in
zylindrische Koordinaten transformieren.

i) Erster Losungsweg.
Beziehungen fiir die Transformation (siche Formel 1.9):

p =2+ 12 tango:g

X

Daraus ergibt sich fiir p(t), ¢(t) und z(t):

p(t) = CV e~ 29t cos? wt + e~ 2t sin? wt
= C\/e*2“t (C082 wt + sin® wt) = CVe 2t = Ce vt

Ce “tsin wt

tan (@(t)) = m = tan wt
= o(t) = wt
z(t) =2Cwt

Die Bahnkurve in Zylinderkoordinaten lautet somit:
p(t) = Ce™",  o(t) =wt, 2(t) =2Cwt

Die Geschwindigkeiten lassen sich gemiss Formel (1.7) berechnen:

— 5 — —wt
v, =p=—Cuwe
wt

vy =p-p=Cwe”

v, =%2=2Cw
Es folgt:
v=Cuw(—e e, +e “'e, +2e,)

ii) Zweiter Losungsweg.
Geschwindigkeit geméss Formel (1.5) berechnen:

vy = & = —Cwe ' coswt — Cwe ! sinwt = —Cwe ™" (cos wt + sin wt)
vy = = —Cwe “!sinwt + Cwe " coswt = Cwe ™" (coswt — sin wt)
v, =%2=2Cw

Die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, werden auf p- und - Achse projiziert, um die
Komponenten v, und v, zu bestimmen. Allgemein gilt:

Vp = Vg COS Y + Uy SIN Y
Vp = —Vg SIN Y + Uy COS

Vy = Uy



't

Abbildung 1.5: Geschwindigkeitskomponenten im kartesischen und zylindrischen Koordina-
tensystem

v, und v, sind bekannt. Der Winkel ¢(t) wird im Losungsweg (i) berechnet: ¢(t) = wt. Es
folgt:

v, = —Cwe " (cos wt + sinwt) cos wt + Cwe ™" (coswt — sin wt) sinwt

= —Cwe “teos’wt — Cwe ™ cos wt sin wt + Cwe ! cos wt sin wt — Cwe™“tsin’wt

= —Cuwe ! (cos2wt + sz’n2wt) = —Cuwe !

v, = Cwe " (coswt + sinwt) sin wt + Cwe ™" (

t

coswt — sinwt) cos wt
sin’wt + Cwe “tcos’wt — Cwe ! cos wt sin wt

= Cwe ! (sin2wt + cos2wt) = Cwe !

= Cwe ! coswt sin wt + Cwe ™

v, = 2Cw

= v = Cw(—e*“’tgp + e*”tgw + 2e,)

Beide Losungswege fiithren zum gleichen Ergebnis. Der erste wird hier empfohlen: er ist weniger
zeitaufwendig, die Berechnungen sind kiirzer und somit ist die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler
zu machen, kleiner.

b) Nach einem halben Umlauf um die z-Achse betrigt der Winkel ¢ = wrad. Mit w = 1571
go(tl):wtlztl = t1=7s

Damit kann die Geschwindigkeit v (1) zur Zeit ¢; = 7s berechnet werden (A = 1m,

w=1s"1):

v, =—e " =—e""m/s
v, =e " =e"m/s
v, =2m/s

Somit betriigt die Schnelligkeit:

v(t) =¥ ()| = \/(—e—7f)2 + (emm)? 4 22
= \/m = ﬁm m/s

= v (t1) =2.0009 = 2m/s

7



Nach einer gewissen Zeit verschwinden die x— und y—Komponenten der Geschwindigkeit.
Der Massenpunkt bewegt sich dann mit einer Schnelligkeit v = 2m/s entlang die z-Achse
(sieche Abb. 1.6).

20~
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Abbildung 1.6: Bahnkurve

1.7 Verstindnisfragen

1. Wie ist die Geschwindigkeit v eins materiellen Punktes definiert?
2. Was ist die Schnelligkeit, worin unterscheidet sie sich von der Geschwindigkeit?

3. Welche Komponenten hat die Geschwindigkeit in kartesischen, zylindrischen bzw. sphérischen
Koordinaten?

4. Beschreibe die zylindrischen Koordinatenflichen, d.h. die Flachen bei denen je eine der Zylin-
derkoordinaten konstant gehalten wird.



Kapitel 2

Zur Kinematik starrer Korper

2.1 Satz der projizierten Geschwindigkeiten

Die Geschwindigkeiten v;;, vy zweier beliebiger Punkte M und N eines starren Kérpers K
weisen zu allen Zeiten gleiche Projektionen v/, = v/y in Richtung ihrer Verbindungsgeraden
MN auf:

viu=vy
Vi MN = vy - MN (2.1)

| vas | cosa =| vy | cos

Abbildung 2.1: Projizierte Geschwindigkeiten an starren Korper

2.2 Translation

Alle Punkte M, N des starren Korpers K haben dieselbe Geschwindigkeit:

Yy =¥nN, w=20



e

N

/‘_’M
M

Abbildung 2.2: Translation eines starren Korpers

2.3 Rotation

Zwei Punkte A, B des starren Korpers (und damit die ganze Gerade AB) bleiben in Ruhe. Die
Gerade p = AB ist die Rotationsachse (siche Abb. 2.3). Die Geschwindigkeit eines beliebigen
Punktes M des starren Korpers lautet:

wobei A mit v, = 0 ein beliebiger Punkt auf der Rotationsachse y und w = we,, die Rotations-

geschwindigkeit sind.

\ Z u

e

/e X

Su

Abbildung 2.3: Rotation eines starren Korpers

2.4 Kreiselung

Ein Punkt B des starren Korpers bleibt fiir alle Zeiten fest. Die Bewegung entspricht einer
momentanen Rotation um eine momentane Rotationsachse u, wobei e, seine Richtung mit
der Zeit veréindern kann.
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2.5 Allgemeine Bewegung des starren Korpers

2.5.1 Bewegungszustand

Der allgemeinste Bewegungszustand eines starren Korpers K wird durch zwei Vektoren vpg
und w beschrieben. Beide Vektoren zusammen {vp,w} werden als Kinemate bezeichnet. Die
zwei Invarianten (im ganzen Korper konstant) des Bewegungszustandes sind:

e 1. Invariante:

w: Rotationsgeschwindigkeit (siehe Abb. 2.4)
e 2. Invariante:
skalar: w-vp =w - vy,

vektoriell: v, = (v/), = (VB),

—

wobei: v, = € ‘XB) €c

I3

€ =

|

v,, ist die Geschwindigkeit in w-Richtung oder die auf der Zentralachse projizierte Geschwin-
digkeit (siehe Abb. 2.4)
Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes M des starren Korpers:

2.5.2 Zentralachse

Zentralachse (: geometrischer Ort aller Punkte, deren Geschwindigkeit v, ist. Der starre
Korper beschreibt eine Schraubung um diese Gerade (.

Abbildung 2.4: Allgemeine Bewegung eines starren Korpers

Bestimmung der Zentralachse:
B (xzp,yp, zp) ist ein beliebiger Punkt des Kérpers mit bekannter Kinemate.

11



Z (z,y,z) € ¢ ist ein unbekannter Punkt der Zentralachse (v, = v,,).

T — IR
v,=VptwxBZ=vp+wx |y—ys (2.4)
Z— ZB

Die Auflésung des Gleichungssystems nach x, y, und z liefert zwei Gleichungen fiir drei Un-
bekannten, die der analytischen Darstellung der gesuchten Zentralachse entsprechen.
Die Zentralachse kann auch parametrisch dargestellt werden:

g

(vp) N

Abbildung 2.5: Schraubung um die Zentralachse ¢

Z, Wy
C={y: | TA|wy
2, W,

wobei Z (x,,9y., z,) ein beliebiger Punkt der Zentralachse ist (sieche Abb. 2.5).

2.5.3 Spezialfille

Die Spezialfillle konnen anhand der zweiten Invarianten charakterisiert werden:
W -Vp = 0

w = 0: reine Translation
vy = 0: momentane Rotation um die Achse u, B€ p (siche Abb. 2.6 links)
vp L w: momentane Rotation um die Achse p, B¢ p (siehe Abb. 2.6 rechts)

12
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g=n g=n

Abbildung 2.6: Spezialfille bei verschwindender 2. Invariante

2.6 Ebene Bewegung

Bei einer ebenen Bewegung sind die Bahnkurven aller Punkte des starren Kérpers eben und
liegen in parallelen Ebenen.

2.6.1 Momentanzentrum

Die Bewegung in der Ebene ist eine momentane Rotation um einen Punkt Z, der Momen-
tanzentrum heisst. Bei ebener Bewegung wird die Schnelligkeit eines beliebigen Punktes N
folgendermassen berechnet:

vy =wr, wobei r =|ZN | und vz =0

Die Konstruktion des Schnittpunktes der Orthogonalen auf den Geschwindigkeitsvektoren v
ergeben das Momentanzentrum Z (siehe Abb. 2.7)

Abbildung 2.7: Konstruktion des Momentanzentrums

Sonderfille:
e gleiche Geschwindigkeitsvektoren = Translation, Z im Unendlichen

e Geschwindigkeiten vy || vp und vy # vp: das Momentanzentrum Z ist der Schnitt-
punkt der Gerade BN mit der Verbindungslinie der Vektorspitzen (sieche Abb. 2.8).

13
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Abbildung 2.8: Momentanzentrum bei ungleichen, parallelen Geschwindigkeiten

2.6.2 Polbahnen

Feste Polbahn: geometrischer Ort des Momentanzentrums beziiglich eines festen Koordina-

tensystems (0zyz).

Y

Y

0] Vg1 Vo

Abbildung 2.9: Feste Polbahn eines Stabes, der eine Wand entlang rutscht: Viertelkreis um
O mit Radius L

Bewegliche Polbahn: geometrischer Ort von Z beziiglich eines korperfesten Koordinaten-
systems (0£nz).

14
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Abbildung 2.10: Bewegliche Polbahn (bzgl. Stab selbst): Halbkreis um die Stabmitte M mit
Radius L/2

2.6.3 Ebene Fachwerke

Geeigneter Losungsweg zur Bestimmung des Bewegungszustandes eines ebenen Fachwerkes:

1. Identifikation aller starren Korper:
e Bereiche nur aus Dreiecken
e cinzelne starre Stabe

e andere starre Korper (z.B. Platten)

Abbildung 2.11: Bewegungszustand eines ebenen Fachwerkes

2. Identifikation der Lagerungen:

e drehbar (= Momentanzentrum, zum Beispiel Z;)

e drehbar und verschiebbar (= Richtung von v bekannt, zum Beispiel vg)
3. w; und z; fiir alle beteiligten Koérper bestimmen:

e Satz vom Momentanzentrum (v = wr)

15



e Satz der projizierten Geschwindigkeiten

e parallele Stibe im Parallelogramm haben die gleiche Rotationsgeschwindigkeit (Betrag
und Richtung) (siehe Abb. 2.12)

Abbildung 2.12: Rotationsgeschwindigkeiten in einem Parallelogramm

2.7 Zur L6sung von Aufgaben in der Kinematik

Auf Signalworte im Aufgabentext achten:
e reine Rotation, rotiert = eine ruhende Achse p = ¢
e gleiten = Geschwindigkeit senkrecht zur Beriihrungsfliche ist 0
e rollen = Geschwindigkeit im Beriihrungspunkt B ist 0, B € u
Wann ist mit den Betrdgen zu rechnen, wann vektoriell?

e Antwort: Vektoriell fiihrt immer zum Ziel! Bei ebenen Bewegungen ist dabei die Ge-
schwindigkeitskomponente senkrecht zur Ebene null. Die Komponenten der Rotations-
geschwindigkeit in der Ebene sind null. Die Rotationsgeschwindigkeit hat nur eine Kom-
ponente senkrecht zur Ebene.

e Sonderfall: Bei ebenen Bewegungen kann es bequemer sein, nur mit den Betrégen der
Vektoren zu rechnen, da bei Kenntnis des Momentanzentrums die Beziehung
| v |=| w |- || gilt. Die Richtungen der Vektoren sollten aus der Skizze bestimmt
werden.

e Vorzeichenkonvention: Unbekannte Vektoren sind positiv in Richtung der positiven Ko-
ordinatenachsen einzufithren. Liefern die Rechnungen fiir Komponenten negative Er-
gebnisse, so zeigt diese Komponente in Wirklichkeit in die entgegengesetzte Richtung.

e Darstellung von Vektoren: ® in Ebene hinein und ® aus der Ebene heraus.

16



2.8 Aufgaben

Aufgabe 1

Der Bewegungszustand eines starren Quaders mit den Seitenlingen a, a und 2a ist zur Zeit
t durch die Geschwindigkeiten in den Ecken E, D, F, die Rotationsgeschwindigkeit w und die
Schnelligkeit | v, | auf der Zentralachse gegeben.

Vg = (2U7 €2, 63)
(

Vp = dl,d2,2'l})
Vp = (flvv)f3)
w=w(0,1,1)

’XZ|:\@U

(v bekannt, eg, e3,dy, d2, f1, f3,w unbekannt)

a) Stelle den Bewegungszustand durch eine Kinemate in der Ecke D dar.

b) Bestimme die Zentralachse (.
c¢) Finde die Punkte der Quaderfliche ABF E mit minimaler und maximaler
Schnelligkeit und driicke v, und vmq, durch v aus.

z
A
E H
a
F G a
A D -
=y
B
2a C
X

Abbildung 2.13: Starrer Quader

Gegeben: v,vEg, Vp., Vry, Richtung von w, Schnelligkeit vz auf ¢

Gesucht: a) Kinemate in D
b) Zentralachse ¢
C) Umin und Upe, auf ABFE und deren entsprechende Punkte

17



Lésung:

a) Kinemate in D: {vp,w}. Geméss Formel (2.3) werden zwei vektorielle Gleichungen zwi-
schen vy, v und v aufgestellt. Die Paare werden so gewéhlt, dass die Verbindungsvektoren
so einfach wie mdoglich sind:

5
6

do = e

a 0
EF =10 ED = | 2a
0 —a
Gemaiss Formel (2.3) gilt:
f1 2v 0 a
Vv =Vp+wxEF = |lv]|=|e|+w|l] x]|0
3 es 1 0
dy 2v 0 0
vp =Vg +w x ED = |dy| =|ea ] +w|1l] x| 2a
2v es 1 —a
Es folgt:
.
fi=2v (1)
v =ey+aw (2)
N fa=es—aw  (3)
di =2v—3aw (4)
(5)
(6)

\22}:63

Damit haben wir sieben Unbekannten und sechs Gleichungen. Wir brauchen eine zusétzliche
Gleichung. Gemaéss (2.4) ist die Schnelligkeit auf der Zentralachse:

| v, |=lvz |= (Qg‘XD) =V2u

Die Richtung der Zentralachse ist durch den Einheitsvektor e, gekennzeichnet:

Die auf die Zentralachse projizierte Geschwindigkeit im Punkt D ist:

1 0 dq 1
vyl=—= 11| |d| = —=(do+20) = V20
|fZ‘ \/5 . 22 \/5(2 )
v
do + 2v = 2v

dy =0

aus (5): e =0
aus (2): aw =v = w= "2

18



aus (4): dy =2v — 3aw =2v — 3v = —v

Kinemate im Punkt D:

—v v 0
{fvp={ 0|, w=—11]}
20 “\1
weiter aus (1) und (3):
2v 2v
Vg = 0 Vi = v
2v v

b) Betrachtet wird jetzt ein Punkt Z (z,y, z) auf der Zentralachse (:

Ze(=vy=v,//w

0
vy=al|l]| mit |v,|=v2v
1
und somit:
0
Vz= |V
v

Gemiiss (2.3):

0 —v 0 T
v]l=10]+-11]x|y—2a
v 2v 1 z

0=—-v+2(z—y+2a) (7)
v="2Y%.g (8)

a

v=2v+7(~x) 9)

Gleichungen (8) und (9) sind linear abhéngig: zwei lineare unabhingige Ebenengleichungen
fiir drei Unbekannten fithren zu einer Geradengleichung.

aus (8): x =a

aus (7): z=y—a

Die Zentralachse ( lautet:

r=a z a 0
C:y=k oder y]l =10 ]+k]|1
z=k—a z —a 1

19
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Abbildung 2.14: Zentralachse des starren Quaders

¢) Minimale Schnelligkeit: Punkt mit dem minimalen Abstand von ¢ = Punkt B (aus An-
schauung der Abbildung 2.14).

2v v 0 0 v
vp=Vrp+twxFB=|0v |+-[1] X 0 |=1v

v @ \1 —a v
Umin :‘XB |: v2 + 02 402 = \/§’U

Maximale Schnelligkeit: Punkt mit dem grossten Abstand von { = Punkt E.

2v v 0 —a 2v
vp=vptwxFE=[ov |+—-[|1]|x[ 0 ]|]=10
v “\1 0 2v

Umaz :| Vp ’: \/m = 2\@1}
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Aufgabe 2

Das in der Skizze dargestellte mechanische System besteht aus 13 starren Stében, welche rei-
bungsfrei gelenkig miteinander verbunden sind. Das System ist in A und M gelenkig gelagert.
Der Stab AC rotiert mit Rotationsgeschwindigkeit w um den Punkt A. Ermittle die Rota-
tionsgeschwindigkeiten w; und die Lage der Momentanzentren der vier Stidbe i = 3,4,5,6.

F@LG

Abbildung 2.15: Ebenes Fachwerk

Gegeben: Geometrie, w
Gesucht: Z;, w;, 1=3,4,5,6
Lésung:

1.Identifikation aller starren Korper:
5 starre Korper: Bereiche ABC, DEF, FGMH (Dreiecke); Stibe BD, CE.

Stab BC gehort zu ABC, Stab DE zu DEF.

2. Identifikation der Lagerungen:
Punkt A: drehbar = Z7 = Zy = Z3 = A = Z B¢
Punkt M: drehbar = Zpgpy = M

VD
Vi
Vp, F£60°| vp, G
7 9
K 2L \ 11
/ 1 8 ‘ 10 2L 12 o
30° L,
A 2 A D 30 M
A e, H B

Abbildung 2.16: Bewegungszustand des ebenen Fachwerkes in der Anfangslage
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3. w; und Z; fiir Stabe 3 bis 6:
Zs = A, Z3(0,0,0)

w3 = W

Geschwindigkeiten in B und C' (Richtungen siehe Abb. 2.16):
vg = 2wl
Vo = V3wL

Satz der projizierten Geschwindigkeiten:
Vg, = Vg cos60° = %UB =wlL
und vp, = vp; = v, = wlL, geméss SdpG auf BD und DF
Vo =0=>vp,=0=>vgp le,

Satz vom Momentanzentrum:
M ist Momentanzentrum des starren Koérpers FGMH = v L MF und
vp =W’ - 2L, wobei w’ noch unbekannt ist. Die Orthogonalen auf vy und v
(Betrag noch unbekannt) ergeben den Schnittpunkt M als Momentanzentrum
des Dreieckes DEF.

Satz der projizierten Geschwindigkeiten:
vE cos60° = vp, = wlL = vp = 2wL

Satz vom Momentanzentrum:

/:/Ui:w
2L
Sw=w,i=6,7,8,9,10, 11, 12

UE:w-2\/§L:2\/§wL
Zs =M, Zg (L(B\/§+1),0,0), we = w

w

Das Momentzentrum Z5 liegt auf dem Stab 5 und kann jetzt geometrisch bestimmt werden
(siehe Kapitel 2.6.1, 2. Sonderfall):

Wt~

=vc = V3wL
ws = 3v/3w

Zs (L (\/§+;> ,0,0>

2
vD:w-DM:w\/L2+(2-\/§L)
= vp = V13wl

ws -

Schnelligkeit in D:

Momentanzentrum Z; kann jetzt geometrisch bestimmt werden (siehe Abb. 2.16). Parallelo-
gramm:

w4:w5:>uJ4=3\/§w
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Satz vom Momentanzentrum:

2.9

© ®° N o oA W D

Abbildung 2.17: Bestimmung des Momentanzentrum Zy4

w4-a:UB<:>3\/§w-a:2wL:>a:

é{bzacos?;OO:M;L.\ég:é
2V3L
9

2
x/§L
9

¢ =asin30° =

Zy (L <¢§+;),L<1+\g§) ,0>

Verstiandnisfragen

Wie viele Freiheitsgrade hat der starre Korper im Raum und wie viele in der Ebene?
Was ist ein Momentanzentrum?

Wie sind die beiden Polbahnen definiert?

Wie kann die Bewegung eines Korpers im allgemeinsten Fall beschrieben werden?
Ist eine Schraubung eine ebene Bewegung?

Wie wird eine Kinemate im Raum und wie fiir eine ebene Bewegung definiert?
Welche Grosse der Kinemate ist vom Bezugspunkt abhéngig?

Welches sind die Invarianten des Bewegungszustandes?

Welche Invarianten verschwinden bei der Translation, bei der Rotation bzw. der Schraubung?
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Kapitel 3

Krafte und Momente

3.1 Kriafte

Die Kraft F ist mathematisch als punktgebundener Vektor dargestellt, charakterisiert durch:

- ihre Wirkungslinie

- ihre Richtung

- ihren Angriffspunkt A

- ihre Grosse F' (Betrag) in Newton [N]

3.1.1 Reaktionsprinzip

A; und A, sind zwei materielle Punkte. Ubt A; auf Ay die Kraft F aus, so wirkt As auf A;
mit der Gegenkraft —F.

3.1.2 Kontakt- oder Fernkrifte

Kontaktkraft: Wechselwirkung durch Beriihrung, Angriffspunkte im gleichen Ort. Beispiel:
Reibung, Normalkraft.

Fernkraft: Wechselwirkung ohne Beriihrung, Angriffspunkte in Schwerpunkten.

Beispiele: Gravitationskraft im Sonnensystem.

Fernkraft F Kontaktkraft N

Abbildung 3.1: Beispiel einer Fernkraft (links) und einer Kontaktkraft (rechts)
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3.1.3 Innere oder dussere Krifte

Innere Kraft: materieller Angriffspunkt der Reaktion liegt innerhalb des materiellen Sy-
stems. In den Gleichgewichtsgleichungen des Systems treten innere Kréfte nicht auf.

Aussere Kraft: materieller Angriffspunkt der Reaktion liegt ausserhalb des materiellen Sy-
stems. In den Gleichgewichtsgleichungen miissen die dusseren Krifte beriicksichtigt werden.

Bemerkung: Materielles System héngt von der Begrenzung ab!

Beispiel:
Ein Klotz von Masse m ruht auf einem schiefen, starren Balken, der geméss Abbildung 3.2
reibungsfrei gelagert ist.

8 e
T
S éy
mg mg
4 A

Abbildung 3.2: Gesamtes System (links) und freigeschnittenes System (rechts)

In einem ersten Schritt wird das System von der Umgebung freigeschnitten. In diesem Fall
sind die Lagerkrifte A, Ay, By sowie die Gewichtskraft mg dussere Krifte. Normal- und
Reibungskraft zwischen Klotz und Balken sind innere Kréfte.

Soll die Reibungskraft zwischen Klotz und Balken bestimmt werden, wird der Klotz vom
Balken getrennt. Daraus entstehen zwei materielle Systeme S; und Ss (siehe Abb. 3.3). Die
Kréfte N und Fp miissen in Sy eingezeichnet werden. Da ihre Reaktionen in 57 liegen, sind
die beiden Krifte durch die Trennung zu dusseren Kréften geworden.

Abbildung 3.3: Trennung von Balken und Masse
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3.1.4 Resultierende einer Kriftegruppe

Die Resultierende einer Kriftegruppe {F;} ist die vektorielle Summe aller Krafte:
R= Z F, (3.1)
i

oder

R, = ZFx R, = ZFy R. =) Fu,

7
wobei

F, = Fpe, + Fyigy + Fe,, i=1.n
und R = R;e, + Rye, + R.e,

3.2 Moment

Das Moment einer Kraft F mit Angriffspunkt A beziiglich eines Punktes O ist folgendermassen
definiert:

M, =0A xF (3.2)

Das Moment ist das Vektorprodukt des Ortsvektors zwischen O und A und der Kraft F. Sein
Betrag lautet [Nm]:

Mo =|OA ||F | -sina=F-a (3.3)

Der Vektor M, steht senkrecht zu der von OA und F aufgespannten Ebene. Ausserdem bil-

Abbildung 3.4: Moment einer Kraft F im Punkt O

den My, OA und F ein Rechtssystem. Bemerkung: F darf entlang ihrer Wirkungslinie be-
liebig verschoben werden, das Moment M, dndert sich nicht! Das Moment einer Kréftegruppe
beziiglich eines Punktes O ist:

M, = Z%z x E; (3.4)

2

Bei Wahl eines anderen Bezugspunkts P:
Mp =M, +PO xR (3.5)
wobei R die Resultierende der Kréftegruppe ist (siehe Gleichung 3.1).
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Kriftepaar: Eine aus zwei parallelen entgegengerichteten Kréiften bestehende Kréftegruppe
mit R = 0 heisst Kriftepaar. Sein Moment:

M=AAxF (3.6)

ist ein freier Vektor und vom Bezugspunkt unabhéngig. Demzufolge kann das Kriftepaar
verschoben werden, ohne seine Wirkung auf den starren Koérper zu verdndern.

M

Abbildung 3.5: Kréftepaar

Der Betrag eines Kriftepaars lautet:
M=b-F (3.7)

wobei b die Breite des Kréftepaars ist.

3.3 Leistung
Die Leistung einer Einzelkraft F mit dem materiellen Angriffspunkt M ist das Skalarprodukt:
P=F- vy (3.8)

wobei v, die Geschwindigkeit des Punktes M ist.

)

Abbildung 3.6: Zur Leistung einer Einzelkraft

Gemass Definition des Skalarproduktes ist folgende Formel dquivalent:
P=|E [ vy |-cosa

wobei a den Winkel zwischen Kraft und Geschwindigkeit darstellt (siehe Abb. 3.6).
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Die Leistung eines Momentes M, ergibt sich aus dem Skalarprodukt des Momentes mit der
Rotationsgeschwindigkeit w:

P=M,- w (3.9)

Leistung einer Kriftegruppe:
P = ZE’ R (3.10)
i

oder

wobei: R Resultierende der Kriftegruppe (Gleichung 3.1)
My Moment der Kréftegruppe beziiglich B (Gleichung 3.4)

3.4 Aquivalenz und Reduktion von Kriftegruppen

3.4.1 Statische Aquivalenz

Zwei Kriftegruppen {G'} und {Gx} sind statisch &dquivalent, wenn ihre Resultierende R und
ihr Moment M p beziiglich eines beliebigen Punktes B gleich sind.

3.4.2 Reduktion einer Kraftegruppe

Eine Kriftegruppe {G} kann immer auf ihre Dyname {R,Mp} in einem beliebigen Punkt B
reduziert werden.
Die zwei Invarianten der Kréftegruppe {G} sind:

1. Invariante: R
2. Invariante: R-Mp =R -M,;,, fiir beliebige Punkte B, M,

oder:

M) = (QC -Mp) -€c,  wobel: e, = (3.12)

|l=

Die Zentralachse ¢ ist der geometrische Ort aller Punkte, welche die Dyname {R, M(R)}
besitzen.

Bestimmung der Zentralachse (:
Sei B ein beliebiger Punkt des Korpers mit Dyname {R,Mp}.
Z (x,y,2) € ¢ mit M, = M ist zu bestimmen:

M, =Mp+ZB xR=M" (3.13)

MU kann aus der Gleichung (3.12) bestimmt werden.
Die Auflésung des Gleichungssystems nach z, y und z liefert die gewiinschte Geradengleichung
der Zentralachse (:

X
C=|y| +IR (3.14)

z
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e

Abbildung 3.7: Zentralachse einer Kriftegruppe

3.4.3 Sonderfille

1. Reduktion der Kriftegruppe auf eine Einzelkraft R: Nur dann méglich, wenn die
zweite Invariante M(R) verschwindet:
MBI =0 = R-M= 0, fiir beliebige Bezugspunkte

2. Ebene Probleme: M 5 steht immer senkrecht auf R, so dass sich die Kréaftegruppe immer
auf eine Einzelkraft reduzieren lésst.

3.5 Kriftemittelpunkt bei linienverteilten Kriften

3.5.1 Allgemein

\Ié'b

Xs

.

s(x)

R

Abbildung 3.8: Kriftemittelpunkt einer parallelen Kréftegruppe
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Der Kraftemittelpunkt x4 einer parallelen Kriftegruppe mit Kraftdichte
s = s(ac)g77 ist der Angriffspunkt ihrer Resultierenden R:

L L
0

3.5.2 Sonderfille

1. Gleichférmige Krifteverteilung (s(z) = sg = konstant):

Kraftemittelpunkt: x; = %

Resultierende: R = L - sg

2. Dreieckverteilung (s(z) = £s):

Kriftemittelpunkt: z; = %

Resultierende: R = £ 0

gy —]

\\\\\\\T_‘ AN

R

=]

Abbildung 3.9: Gleichférmige Kréfteverteilung (links) und Dreieckverteilung (rechts)

3.6 Aufgaben

Aufgabe 1

Am eingezeichneten starren gewichtslosen Quader mit den Seitenléngen 2a, 2a und a greifen
gemiiss Abbildung 3.10 vier Kréifte und drei Momente an.

5
Fy\ =3P, F;=2P, Fy=P, F;=P

15 3
M, = ZaP, Mo = 2aP, M3 = §aP

Reduziere diese Kriftegruppe auf den Punkt O.
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Abbildung 3.10: Skizze zur Aufgabe 1

Gegeben: Liange a, Kraft P, Betrige und Richtungen der Krifte/Momente
Gesucht: R und M,
Lésung:

In einem ersten Schritt werden Kréfte und Momente vektoriell ausgedriickt.

0 0 sp 0
F,=(3P| Fy=( 0 | Fy=| 0| Fy,=|-P
0 —2P 0 0
Bap 0 0
M = 0 | My=|-2aP| Myg=| 0
0 0 SapP

Die Resultierende lésst sich aus der Summe aller vorhandenen Krifte geméss Gleichung (3.1)
berechnen:

5
2
2

E:E1+EQ+E3+E4: P

-2

Das resultierende Moment in O wird geméss Gleichung (3.2) berechnet:

Mo =3 M+ OA;xF,

15
4

ZMi:Ml"i‘MQ"FMg: -2 | aP
- 3
i 3
2

Fiir die Berechnung des Momentes der Krifte wird folgende Eigenschaft verwendet: Das
Moment einer Kraft dndert sich nicht, wenn die Kraft entlang ihrer Wirkungslinie verschoben
wird. Angewendet auf Kraft F:

Mj™" = OD x F, = 0G x F,
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Der Angriffspunkt der Kraft F; darf dementsprechend auf der Kante DG beliebig gewéhlt
werden. Das Moment der drei anderen Krifte wird mit einer dhnlichen Uberlegung berechnet.

Y OA; xF;=0G x F, + OC x F, + OD x F; + OF x F,

0 0 2a 0 0 °p 2a 0
=0 x[3P]+| 0] x 0 + |1 —2a| x| O |]+]10|x|—-P
a 0 0 —2P a 0 a 0
—3aP 0 0 aP —2aP
=| 0 |+ |4aP|+(3aP |+ ]| 0 |=|%aP
0 0 5aP —2aP 3aP

Das resultierende Moment im Punkt O lautet:

Bap ~2aP\ (7
My = | —2aP | + | ¥aP = |18
3aP 3aP 18

Damit wurde die Kréftegruppe auf ihre Dyname {R, M} in Punkt O reduziert.

Aufgabe 2

Auf ein Oktaeder (Seitenlinge v/2a, Hohe 2a) wirken in den Eckpunkten die in der Skizze
eingezeichneten Kréfte.

Abbildung 3.11: Skizze zur Aufgabe 2

a) Bestimme die Resultierende.

b) Bestimme das resultierende Moment beziiglich A und F.

c¢) Bestimme zwei zusétzliche, in F und in F wirkende Kréfte Fy und Fy so, dass sich die
aus allen Kriften bestehende Kriftegruppe auf ein einzelnes Moment M = (2aP, O,O)T in
x-Richtung reduzieren lidsst! Von der Kraft F wissen wir, dass sie keine z-Komponente hat.
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Gegeben: Liange a, Geometrie des Oktaeders, P

Gesucht: a) Resultierende R

b) Momente M 4 und My

¢) Fp mit Fp, = 0 und Fj, so dass sich die Kriftegruppe auf ein

2aP
einzelnes Moment M* = 0 reduzieren lisst
0

Losung:
a) Bevor die Resultierende R berechnet werden kann, miissen die Kréfte F 4, Fg, F~ und
F p vektoriell bestimmt werden. Die Koordinaten der Eckpunkte sind:

A(0,0,0), B (x/ia,o,o) e (\/§a, V2a, 0) ,
D (0, ﬂa,o) L E (ﬂa \fa,—a) L F (ﬂa‘/ﬁ“a>

2 2 2

Die Kraft F 4 betrdgt P und hat die gleiche Richtung wie Vektor AF:

V2a V2a
AF P 2 P 2
F,—-—>— .p— R (V7 [ V7
AT AR | AF | 2 Vaa | 72
a a

1

1

F,=P| 3

V2

2

Die Kréfte Fg, Fr und Fp werden mit dem gleichen Vorgehen bestimmt:

: ~1 ~1
Fp=P| —5 |, Fo=P| -1 |, Ep=P| 1
_2 —V2 V2

2

Die Resultierende wird geméss Formel (3.1) berechnet:

R=) F,=F,+Fp+Fc+Fp

: : ~1 -1 ~1
R=P| 35 |+P| -3 |+P| -1 |+P[1]=P]| o0

b) Das Moment beziiglich A kann mit Hilfe von Formel (3.4) berechnet werden:
M,=AAxF,+ABxFg+ACxF,+AD xFp,

2a : V2a ~1 0 ~1
M,=0+[ 0 | xP| -3 |+[v2a|xP| -1 | +|V2a|xP]| 1
0 —Y2 0 V2 0 V2
0 —2 2 0
My=aP| 1 |+aP| 2 |+aP| O | =aP| 3
2 V2
~2)\o) T\l g

34



Das Moment beziiglich £ wird mit Hilfe von Formel (3.5) berechnet:

Mgp=M,+EA xR

0 Y2 1 0 0
Mp=aP | 3 |+ | -Lg| xP| 0 |=aP| 3 | +aP| -1
V2 2 0 V2 2
2 a 2 2
0
ME =aP |2
0

c¢) Gemiss Angaben sind die Resultierende und das resultierende Moment der neuen Kréfte-
gruppe:

0 2aP
R'=[o0], M=| o
0 0
Gesucht sind die beiden Krifte:
FE:c FFx
EE = FEy ) EF - FFy
0 FFZ

mit fiinf unbekannten Komponenten.

Mit Hilfe der Resultierenden und des Moments werden sechs Gleichungen aufgestellt, aus
denen die unbekannten Komponenten bestimmt werden kénnen.

Die Resultierende R* der neuen Kriftegruppe {G*} = {F4,Fp,F-,Fp, Fp, Fr} soll ver-
schwinden:

E*:E+EE+EF:Q

—P Fg, Frp, 0
= 0 + FEy + FFy =10 (*)
0 0 Fr, 0

Verschwindet die Resultierende einer Kriftegruppe, so ist ihr Moment ortsunabhéngig. Ge-
méss Formel (3.5) gilt:

M, =M, +PQxR =M, +PQx0=M,, YV Punkte P, Q

Die Kriftegruppe {G*} lésst sich damit in jedem Punkt auf ein einzelnes Moment M* =
(2aP,0, O)T reduzieren. Hier wird die Kraftegruppe in E reduziert:

M}, =My + EE x Fj; + EF x Fj = M*

0 0 Fr, 0 —2Fpy,
=aP |2 4+0+ |0 | X |Fpy| =aP |2] +a| 2Fp,
0 2a Fr, 0 0
—2Fp, 2aP
Mp=a|2P+2Fp,; | = O (%)
0 0
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Aus (xx) folgt:

2aP = —2aFFy = pr =—-P
2P +2Fp, =0= Fp, = —P
Aus (x) folgt:

—-P+ Fgy + Fpp = -2P+ Fg, = Fg,=2P
Fpy+Fpy=Fpgy—P=0 = Fg,=P

Fr.=0
2P -P
Fp=|P |, Ep=|(-P
0 0

3.7 Verstandnisfragen

Was ist bei einer Kraft ausser ihrem Betrag und ihrer Richtung wesentlich?
Was sind innere und adussere Krifte eines Systems?

Ist bei starren Korpern der Momentvektor vom Bezugspunkt abhingig?
Wie bestimmt man das Moment geometrisch?

Wann ist die Leistung einer Kraft null?

Wie ist die statische Aquivalenz zweier Kriiftegruppen definiert?

Welche Grossen der Dyname sind vom Bezugspunkt abhingig?

© N o WD

Unter welcher Bedingung lésst sich eine Kriftegruppe auf eine Einzelkraft bzw. auf ein Moment
reduzieren?

9. Unter welcher Bedingung an ihrer Leistung ist eine Kraftegruppe im Gleichgewicht?

10. Worauf lésst sich eine parallele Kriftegruppe reduzieren?
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Kapitel 4

Ruhe und Gleichgewicht

4.1 Hauptsatz der Statik

In einer Ruhelage eines Systems miissen notwendigerweise alle dusseren Kréfte und Momente
fiir das System im Gleichgewicht sein. Die Gleichgewichtsbedingungen sind:

R =, M(Oa) =0 (4.1)

Bemerkung: Diese notwendige Gleichgewichtsbedingungen sind im allgemeinen nicht aus-
reichend fiir bleibende Ruhe.

4.2 Standfestigkeit

Ein Korper bleibt standfest, solange die Gleichgewichtsbedingungen eine resultierende Nor-
malkraft IV liefern, die innerhalb der Standfliche angreift und gegen den Koérper gerichtet ist
(siehe Abb. 4.1).

oF 2F

2F 2F
—

ol R

Abbildung 4.1: Freischneiden eines kubischen Klotzes

Bei diesem kubischen Klotz (reibungsfreie Auflagerung) sind die Bedingungen fiir Standfe-
stigkeit:

i)e >0

ii)e < a

i) N > 0

wobei a die Kantenlénge ist.
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Sind diese Bedingungen erfiillt, ist der Klotz standfest. Sonst wird der Klotz kippen (z.B.

e < 0) oder abheben (z.B. N < 0). Dieses akademische Beispiel wird in Aufgabe 4.1 weiter
besprochen.

4.3 Lagerbindungen und Lagerkrifte

Die Art des Lagers entscheidet dariiber, wie viele Bindungskomponenten einzufiihren sind.

4.3.1 Auflager (reibungsfrei)

A
2D:  Symbol: Lagerreaktion: T/\/

V774 m

( |
2 Symbol: </ Lagerreaktion: T/\

i

4.3.2 Gelenke (reibungsfrei)

2D: Symbol:

y
/ Lagerreaktion: >/
A
3D: Symbol: Q/ Lagerreaktion:

4.3.3 Kurzes Querlager (reibungsfrei)

Symbol: Lagerreaktion:

v

2D: %{ {Lﬁ



4.3.4 Langes Querlager (reibungsfrei)

Symbol: {%{

4.3.5 Léingslager (reibungsfrei)

Symbol:

1

4.3.6 Einspannung

3D:

—
'

—

TAy
2: —7s
M,
Lagerreaktion:
4,
"
|
3D: €
00,
Lagerreaktion:

4.>0

negativ

— «
Ax

E A, positiv oder
Ax




4.4 Statische Bestimmtheit
m: Anzahl der Gleichgewichtsbedingungen
n: Anzahl der Bindungen (Unbekannten)

Bei einem statisch unbestimmten Problem ist die Anzahl m der Gleichgewichtsbedingungen
kleiner als die Anzahl n der Bindungen. Das Problem ist (n-m)-fach statisch unbestimmt.

F
F
l—> ~ m=3,n=4 n>m
4; A => Problem 1-fach statisch unbestimmt
(2 (2)
F
F
—_—> m=3,n=3 n=m
7@_ % => Problem statisch bestimmt
T
2) (1)
F
F
o l—P _ m=3,n=2 n<m
é% é % => Problem statisch {iberbestimmt (Mechanismus)
T T
(1) (D

4.5 Zur Losung von Aufgaben der Statik

Fy

X1

F.

A Ve B

L as
Y7272,

Abbildung 4.2: Musterbeispiel

i) System abgrenzen.

ii) Geeignetes Koordinatensystem einfiihren. Eine geeignete Einfithrung kann so
erfolgen, dass die Lagerreaktionen in moglichst wenig verschiedenen Gleich-
gewichtsbedingungen auftreten. Die Koordinatenachsen sollen parallel zu den
Lagerreaktionen eingefiihrt werden.
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iii) Lagerreaktionen eintragen:

X

A. Va——

L
Abbildung 4.3: Trennung und Einfithrung der Lagerkréfte

iv) Statische Bestimmtheit: m, n bestimmen (siche Abschnitt 4.4).
Hier: n = 3 und m = 3 = System statisch bestimmt.

Falls nétig, System trennen.

v) 2D-Aufgaben: Komponentenbedigungen in z-und y-Richtung.

Y Fu=0=A4,-F,=0 (1)

Y Fiy=0=A,+B,-F,=0 (2

3D-Aufgaben: R = Zz F,=0

vi) 2D-Aufgaben: Momentenbedingung um einen beliebigen Bezugspunkt, indem
sich die Wirkungslinien von moglichst vielen unbekannten

Kraften schneiden.

> My=0 = -F,-21+B,-L=0 (3)

3D-Aufgaben: Mp = > . PA; x F;, = 0, P beliebiger Punkt
vii) Auflosen des Gleichungssystems
aus (1): A, = F,

aus (3): By = ﬂFy

L
I
aus (2): Ay =F,— By =F, (1 — f)

viii) Diskussion der Ergebnisse auf Plausibilitit (Abheben, Gleiten, Kippen,...).

Falls F,, < 0 ist B, auch negativ = der Balken hebt ab.
Wichtig: Einheitskontrolle! Hier: [A,] = [N].
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4.6 Aufgaben

Aufgabe 1
Gegeben sei ein kubischer Klotz (Kantenldnge a) vom Gewicht G auf einer reibungsfreien

horizontalen Ebene. Am Klotz greifen geméss Abbildung 4.4 drei Krifte vom Betrag F, 2F

und 2F an.
F
b

%
—_— a
IG

2F

Abbildung 4.4: Klotz mit angreifenden Einzelkraften

Wie gross darf F' sein, damit der Klotz ruhen kann?
Hinweis: Die Aufgabe darf als eine 2D-Aufgabe betrachtet werden.

Gegeben: Gewicht G, Kantenldnge a, Kraft F
Gesucht: Minimale und maximale Werte fiir F
Lésung:

Die Aufgabe wird geméss Abschnitt 4.5 gelost:

i) Der Klotz wird von der Ebene getrennt.

ii) Koordinatensystem wird eingefiihrt.

iii) Lagerreaktionen werden eingezeichnet: der Angriffspunkt e der Normalkraft
N ist noch unbekannt.

iv) 2D-Aufgabe = m =3
Unbekannten: N, e = n =2
m > n = Mechanismus? Nein, die Komponentenbedingung in der z-Richtung
ist trivialerweise erfiillt = m = 2, n = 2, und das System ist statisch
bestimmt.

v) Komponentenbedingungen:

ZF;E: 2F —2F =0 (1) (triviale Gleichung)
> F,: N+F-G=0=N=G-F (2
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D T C 2F
a
9 v

. O a
2F a

) . X

A | B

e
N

Abbildung 4.5: Trennung und Einfithrung der Lagerkréfte

vi) Momentenbedingung beziiglich Mittelpunkt O:

zymyQFg—N(g—Q:o
= 2Fa— Na+2Ne=0
= 2Ne =a (N —2F)

a N —2F

=e= 3 N (3)
vii) (2) in (3):
_a G-3F
‘T G_F

viii) Standfestigkeit:

e N>0=G—F >0= F <G (kein Abheben) (4)

ee>0=430>0

Nenner G — F > 0 (siehe (4))
= Zdhler G—-3F >0=G>3F = F < % (kein Kippen) (5)

ec<a=§- %:315 < a. Daraus folgt:

G —3F <2G -2F
= -G<F
= F > —G (kein Kippen) (6)

Die Bedingungen fiir Gleichgewicht sind (5) und (6). Damit ist (4) automatisch erfiillt:

G
— F <=
G < <3
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Aufgabe 2

Zwei massenlose, starre Stédbe sind im Punkt B zu einem L-férmigen Triger zusammen-
geschweisst (Abmessungen siche Abb. 4.6). Der Stab AB ist in A reibungsfrei gelenkig gela-
gert. In den Punkten B und C sind zwei gewichtslose undehnbare Seile BD und CD befestigt.
Als einzige Belastung wirkt eine gleichméssig iiber BC' verteilte Last vom Gesamtbetrag P
in Richtung —e,. Man bestimme die Lagerkraft im Punkt A sowie die Seilkréfte.

Abbildung 4.6: Skizze des mechanischen Systems mit Belastungen

Gegeben: Geometrie, Lange L, Kraft P
Gesucht: Lagerkraft A, Seilkrafte S;, S,
Losung:

i) ii) iii) System wird freigeschnitten, Lagerreaktionen eingefiihrt und die gleichmissig verteilte
Last auf eine Einzelkraft P im Stabmittelpunkt E reduziert (siehe Abb. 4.7).

iv) 3D-Aufgabe = 6 Gleichgewichtsbedingungen (GGB), m = 6
Unbekannten: A, Ay, A;, |S;|,|Sy| = n=>5.
Mechanismus? Nein, die Momentenbedingung um die z-Achse ist trivial:

e die Wirkungslinien der Kréfte S; und S, schneiden die z-Achse.
e die Wirkungslinie der Last P ist parallel zur z-Achse.

Daraus folgt: Y- M4, : 0 =0 und damit wird m = n = 5: die Aufgabe ist

statisch bestimmt.
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Abbildung 4.7: Freischneiden und Einfithren der Lagerkrifte

v) Bestimmung der Richtung der Seilkréfte S; und S,:

—2L -2
BD = 0 =8, =k -| 0|, ki unbekannt
L 1
—2L -2
CD=|-L |=8,=ke-|—-1], ko unbekannt
L 1
Ay -2 —2 0
R=) F=A+S +S+P= (A4, |+k | 0 |+k|-1|+P| 0 ]=0
A, 1 1 1
Ay — 2k — 2ko =0 (1)
= Ay — ko =0 (2)

A, +ki+ko—P =0 (3)
vi) Berechnung des Momentes M 4 im Punkt A:

M, = AB xS, + AE x P+ AC x S,

2L —2 2L 0 2L -2
=[O0 | xk|[O0)+[5|xP|lO|+]|L]|xk|-1
0 1 0 ~1 0 1
0 —1 1
=Lk |—2|+LP| 2 |+Lk|-2]|=0
0 0 0
—LL + Lk =0 (4)
= —2Lk; +2LP —2Lky, =0 (5)
0 =0 (6)

mit (6) als triviale Momentenbedingung um die z-Achse (siehe iv))
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vii) aus (4): ko = &

aus (5): 2ky =2P —2ke =2P - P =P
=k =5

aus (1): Ay =2k1 +2ky =P+ P =2P

aus (2): Ay =ky =%

aus (3): A, =P—ki—ky=P-5 -5 =0

Daraus folgt:

-1 -1
) 51 =P 0 ; §2 =P _%

1

2

1
2

= A=P

O NI DN

viii) Ein Seil kann nur auf Zug belastet sein. Das System ist im Gleichgewicht,
solange k1 und k9 positiv bleiben:

P
k1:k2:5>0:>P>0

Da die Last P in Richtung —e, wirkt, ist diese Bedingung immer erfiillt.

4.7 Verstindnisfragen

1. Wie lautet der Hauptsatz der Statik?

2. Welche Krifte miissen in den Gleichgewichtsbedingungen am starren Korper beriicksichtigt wer-
den?

3. Wie viele Gleichgewichtsbedingungen kénnen wir am starren Kérper im Raum bzw. in der Ebene
definieren?

4. Warum sind bei einem starren Korper in der Ebene zwei Momentenbedingungen, aber nur eine
Komponentenbedingungen trivial?

5. Bilden die dusseren Kréfte am ruhenden System ein Nullsystem?

6. Ist ein starrer Korper, dessen dusseren Kréfte ein Nullsystem bilden, in Ruhe?
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Kapitel 5

Systemtrennung

5.1 Einfiihrung

Tragwerke bestehen oftmals aus mehreren starren Kérpern, die durch Verbindungselemente
miteinander verbunden sind. Diese Verbindungselemente iibertragen Kréafte und Momente,
die durch Schnitte in den Elementen sichtbar gemacht werden kénnen. Sie werden nach dem
Prinzip von ” Actio-Reactio” gleich gross und entgegengesetzt auf gleichen Wirkungslinien an
den getrennten starren Korpern eingefithrt (also ist ihr Gesamtbetrag Null). Somit werden
innere Krifte des Gesamtsystems zu dusseren Kriften der abgetrennten Teilsysteme.

Merke: Die Verbindungsreaktionen wurden korrekt eingefiihrt, wenn bei einer (gedanklichen)
Zusammensetzung des Gesamtsystems aus den Teilsystemen alle Krifte bis auf die dusseren
Krifte des Gesamtsystems wieder verschwinden.

5.2 Wichtige Verbindungselemente

Anzahl Verbindungsreaktionen

Name Symbol Verbindungsreaktionen D D
G Gy
Gelenk o > < ! 2 3
1Gy G

Pendelstab, S —
-stiitze / —" S 1 1

Statische Bestimmtheit im ebenen Fall (vergleiche mit Kapitel 4.4) :

m-+v=3n
m: Lagerreaktionen
v: Verbindungsreaktionen

n: Anzahl starrer Teilkorper
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5.3 Dreigelenkbogen

Ein in der Praxis haufig auftretendes Tragwerk ist der Dreigelenkbogen. Er ist vom Zweige-
lenkbogen abgeleitet:

Abbildung 5.1: Zweigelenkbogen

In diesem Beispiel ist der Bogen statisch bestimmt gelagert. Da reale Systeme nie vollkommen
starr sind, konnten sehr grosse, unzulissige Deformationen auftreten (siehe Abb. 5.1, grau).
Dies l#sst sich verhindern, indem im Punkt B ebenfalls ein Festlager angebracht wird. Da dann
das Tragwerk nicht mehr statisch bestimmt ist, wird im Punkt C ein Gelenk angebracht.
Das folgende Beispiel zeigt, dass das Gesamtsystem anschliessend wieder statisch bestimmt
ist:

System: Mit Lagerreaktionen:

| II I II

Abbildung 5.2: Dreigelenkbogen und seine Trennung von der Umgebung

Unbekannte: A,, Ay, By, By = m =4
Gleichungen: ) . Fip =0, > . Fy, =0, >, M;i,(A) =0=n=1
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1 —_— -— I
C, x
C,
— —
[ 4, [ B,
Ay
B

Abbildung 5.3: Systemtrennung und Einfithrung der Schnittkréfte

Unbekannte: Teil I: A,, Ay, Cy, Cy
Teil II: B, By
= m=4und v=2
Gleichungen: Teil I: ). Fip =0, Y. Fyy =0, > M;,(A) =0
Teil IT: ), Fip =0, >, Fiyy =0, >, M;(B) =0
=>n=2

Es liegen sechs Unbekannte und sechs Gleichungen und somit statische Bestimmtheit vor.

5.4 Losungsweise von Aufgaben zur Systemtrennung

Schritte 1) bis iv) wie bei der Bestimmung der Lagerreaktionen (sieche Kap.4.5)

v) Systemtrennung. System in seine starren Korper aufteilen und die dabei auftretenden
Verbindungsreaktionen als dussere Kréfte der Untersysteme eintragen. Auf das folgende un-
getrennte System wirken 2 + 2 Lagerreaktionen (ebener Fall). Am Gesamtsystem kénnen nur
drei Gleichgewichtsbedingungen formuliert werden und somit sind die Lagerreaktionen am
Gesamtsystem nicht bestimmbar = Trennung!

My M, M- M,
B,

m+v=4+2=3

—_—
7;77 A
n=3-2
A)/

Statisch bestimmt!

Abbildung 5.4: Systemtrennung mit sichtbargemachten Verbindungsreaktionen
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vi) Aufstellen der Komponenten- und Momentenbedingungen fiir jeden starren Koérper und
16sen der Gleichungen.

Stab 1: Stab 2:

Y Fu=0=B,+C=0 Y Fu=0=4,-C=0

> Fy=0=B,=0 > Fiy=0=A,=0

> M.(B)=0= Mg — Mo =0 > M(A)=0=-Mc+C-L=0

vii) Diskussion der Ergebnisse. Anschaulich ist, dass M, und M entgegengerichtet sind.
Hinweis: Bei manchen Aufgaben kann es hilfreich sein, Komponentenbedingungen oder Mo-
mentenbedingungen am Gesamtsystem aufzustellen.

5.5 Aufgabe

Das gezeichnete System besteht aus zwei gewichtslosen Stiben AC und BD. Man bestimme
die Lagerreaktionen in A und B sowie die inneren Krifte in C.
Hinweis: Beim Lager in C' handelt es sich um ein langes Querlager.

a a a

Abbildung 5.5: Gesamtsystem

Gegeben: Geometrie, a, qg, P und M
Gesucht: Lagerreaktionen in A, B und C
Lésung:

i) System abgrenzen von Umgebung
ii) Koordinatensystem einfithren
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iii) Lagerreaktion positiv in positiver Koordinatenrichtung einfithren. Es treten vier unbe-
kannte Lagerreaktionen auf (da nur drei Gleichungen aus den Gleichgewichtsbedingungen zur
Verfiigung stehen, muss das System weiter getrennt werden).

K \1\§L ’
M

e L,
4, B,

Abbildung 5.6: Einfiihrung der Lagerkréfte

Bei manchen Aufgaben kénnen u.U. schon hier aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir das
Gesamtsystem Lagerreaktionen bestimmt werden.

iv) Sind die Lagerreaktionen am Gesamtsystem bestimmbar? Nein, da nur drei Gleichungen
fiir vier Unbekannte zur Verfiigung stehen.

v) System trennen und Verbindungsreaktionen eintragen:

C, .
_I_ ! M y
I M, J N~ M, 1
v P
— "4, [ B,
TA B,

Abbildung 5.7: Systemtrennung
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vi) Gleichgewichtsbedingungen an Teilsystemen aufstellen:

Teil I: 3 F,: A, =0 (1)
Y Fy: Ay=-C, (2)

> Ma: M+ Mg+ Cya=0 (3)

Teil I: > Fp: B, =0 (4)
> F,: B, P—fqoa—Cyzo (5)
ZMB: 3Pa+%qoa-§a+0y2a—Mc:0 (6)

aus (3): Mc=-M —Cya (7)
in (6): 3Pa+ gqoa2 +Cy2a+ M+ Cya=0 (8)
= Cy——P—gq()a—%——Ay 9)

4 M
(9) in (7): = Mg = —M + Pa + —qoa* + —a

9 3a
= —%M + Pa + gqooz2
(9) in (5): = By—P—%q0a+P+%qoa+3% =0
By = _3% %8(]0

vii) Diskussion der Ergebnisse. Intuitiv einsichtig ist, dass C, negativ sein sollte; ebenso wie
dann M dem &usseren Moment M entgegengerichtet ist.

5.6 Verstdndnisfragen

Was ist eine Bindung?

Was ist eine (fiir eine Bindung) zulédssige bzw. eine unzulissige Bewegung?
Wodurch ist eine reibungsfreie Bindung charakterisiert?

Skizziere mindestens vier gebrauchliche Bindungen!

Wann ist ein System statisch unbestimmt, wann ist es statisch iiberbestimmt?

A A o e

Wie viele Unbekannte miissen beim Losen einer Einspannung im 2D bzw. 3D eingefiihrt werden?
Was fiir Unbekannte sind es?

7. Warum miissen Systeme, wie z.B. ein Dreigelenkbogen, getrennt werden? Was ist das Ziel dieser
Systemtrennung?

8. Wie viele neue Gleichgewichtsbedingungen kann man nach der Trennung bei einem ebenen
System aus zwei Korpern aufstellen?
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Kapitel 6

Statisch bestimmte Fachwerke

6.1 Ideale Fachwerke

Ein ideales Fachwerk hat folgende Eigenschaften:
e Alle Knoten sind reibungsfreie Gelenke.
e das Gewicht der Stédbe wird vernachlissigt = Stébe gewichtslos.
e alle Knoten befinden sich am Ende von Stében.

e alle Lasten greifen nur an den Knoten an.

Abbildung 6.1: Ideales ebenes Fachwerk

6.2 Pendelstiitze (vgl. Kap. 5)

Betrachtet wird ein aus einem idealen Fachwerk freigeschnitter Stab:
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Abbildung 6.2: Pendelstiitze

Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt:
Y F: A, =C. (1)
Y Fy: Ay =0y (2)
> Ma: Cy-L=0 (3)
Aus (3) und (2): Ay, =C, =0

Der Stab wird somit nur auf Zug oder Druck belastet. Ein solcher Stab heisst Pendelstiitze.
Bei einer Zerlegung werden nur Stabkréfte in Stabrichtung eingefiihrt.

Bemerkung: Greift zum Beispiel eine dussere Kraft F' in der Mitte des Stabes (nicht ideales
Fachwerk)an, dann verschwinden die Querkrifte A, und C, nicht mehr.

F CyT
C

= >

Abbildung 6.3: Stab belastet mit einer Einzelkraft in seiner Mitte

Dieser Stab ist keine Pendelstiitze! Bei einer Zerlegung miissen Kréifte senkrecht zur Stabrich-
tung eingefiihrt werden!

6.3 Bestimmung der Stabkrifte bei einem idealen Fachwerk

6.3.1 Knotengleichgewicht

Beim Gleichgewicht am Knoten werden die Kréfte beriicksichtigt, die von den Stdben auf den
Knoten ausgeiibt werden sowie die dusseren Krifte an diesem Knoten.
Vorgehen:

e Lagerkrifte bestimmen

e Gleichgewichtsbedingungen an jedem Knoten aufstellen. Stabkréfte als Zugkréfte einfiih-
ren (Pendelstiitze). Jeweils zwei (in 2D) bzw. drei (in 3D) Gleichungen
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o Gleichgewichtssysteme auflésen = Stabkréfte .5;

e S > 0: Belastung auf Zug
S < 0: Belastung auf Druck

Abbildung 6.4: Knotengleichgewicht im Punkt A des Fachwerks von Abb. 6.1

6.3.2 Dreikrifteschnitt (Rittersches Schnittverfahren)

Vorgehen:
e Lagerkrifte bestimmen

e an einer geeigneten Stelle, an der drei unbekannte Stabkréfte wirken, Stabe durchschnei-
den und Stabkrifte S; einfiihren

o Momentengleichgewicht am Schnittpunkt zweier unbekannten Stabkréfte = Berechnung
der dritten Stabkraft

¢ Komponentenbedingungen = Bestimmung der beiden anderen unbekannten Stabkrifte

s

Sy
—

- D‘
S, /
Sy 5s
4, A / _ S 5

Abbildung 6.5: Dreikrifteschnitt am Fachwerk von Abb. 6.1
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6.3.3 Anwendung des Prinzips der virtuellen Leistung (PdvL)
Vorgehen:
e Stab entfernen und Stabkraft S; als Zugkraft einfithren

e zulissige virtuelle Bewegung einfithren, d.h. eine Bewegung einfiihren, die mit den ki-
nematischen Bindungen (Lager) des Fachwerks vertréiglich ist

e Bestimmung der Geschwindigkeit in den Knoten, in denen Krifte wirken

e Aus dem Prinzip der virtuellen Leistung (PdvL) folgt: P = 0 = Berechnung der unbe-
kannten Stabkraft S;

j%m C J va \/%

F

Abbildung 6.6: PdvL: am Fachwerk von Abb. 6.1

Wichtig: Immer nur einen Stab entfernen!

6.4 Aufgaben
Aufgabe 1

Das abgebildete Fachwerk besteht aus starren, gewichtslosen Stében der Lénge a, § und V5 5
Die Stédbe sind reibungsfrei miteinander gelenkig verbunden. Das Fachwerk ist im Punkt A
reibungsfrei gelenkig gelagert und in F reibungsfrei horizontal verschiebbar aufgelagert. Am
Fachwerk greifen in C'; G und L drei Kréfte vom Betrag F' an (siehe Abb. 6.7).

Man bestimme die Kréifte in den Stdben DK und FL.

Gegeben: Geometrie des Fachwerkes, Kraft F', Linge a
Gesucht: Stabkrafte Spx und Sgr,

Lésung:

Stab DK

Zwei Losungswege: Dreikréafteschnitt oder PdvL.
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G H 1 J K L
* a ’
F ) F
a
4 B C D y
F
A l ==
F
Abbildung 6.7: ideales ebenes Fachwerk
Dreikrifteschnitt
Fiir den Dreikréfteschnitt werden die Auflagerkrifte benotigt:
» Fp: F+F+A,=0 (1)
> Fy: Ay+E,~F=0 (2
> M,: Fa+Fa+Fa—E2a=0 (3)
aus (1) folgt : A, = —2F
3
aus (3) folgt :  E, = iF (>0, wenn F >0, Ok)
1
in (2) eingesetzt : Ay, =F — E, = —§F
 —— 7  ——
F 7 F
Yy
a
X
A, .
A l A
4, F Ey

Abbildung 6.8: Freischneiden und Einfithren der Lagerkrifte

o7



Stibe JK, DK, DFE durchschneiden, rechten Teil betrachten. Komponentenbedingung in
y-Richtung:

—SpK -cosa+ Ey =0

3 1
2 CoSs o

« ist unbekannt, aber cos @ kann geometrisch ermittelt werden:

K L
S -— e
JK F
v
ojo 7(1
SDK “
E_3
[ —
SpE [ F
Ey

_a 2
COSO{—\/an—%
3 V5 3vV5
= F.—=""F
= Spx =5 F- 5 1

PdvL

Vorteil: Hier braucht man keine Auflagerkrifte, solange die eingefiihrte virtuelle Bewegung
mit der Lagerung vertriglich ist. Der Stab DK wird entfernt und eine Rotation mit Rotati-
onsgeschwindigkeit w um A wird eingefiihrt.

Geschwindigkeitsbestimmung an Knoten, an denen Krifte wirken (Vorgehen in 2.6.3 beschrie-

ben). Starre Korper: ADJG, EFLK, Stibe DE und JK.

3
Vg =w-a, Vo =Ww:-a, sziw-a

Im Punkt E ist nur eine horizontale Verschiebung vy méglich, aber v, = 0 (vp projiziert auf
DE). Gemiss dem Satz der projizierten Geschwindigkeiten ist v, = 0 und vg = v/;. Daraus
folgt vg = 0. E ist das Momentanzentrum von EFF LK, mit einer Rotationsgeschwindigkeit
we = w (Parallelogrammregel). Es gilt dann:

VK = W-a, v =

| S
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G_ 26 g I J K VK [ F

- - — R,
F \
o
VL
SDK
SDK
C /TE
PRI D| @)\ F
F''Vc v
D

Abbildung 6.10: Vitrueller Bewegungszustand nach Entfernung des Stabes DK

Nach dem PdvL muss P = 0 sein:

P=vg-F+uve-F—vp- -Spgcosa—vg-Spgsina+ vy, - Fcosa

a
1
wobei sin o = \/2§a = NG
32 1 V5 2
= waklF F—wa=——=5 —wa——=S ——F =
warl + wa wa2\/5 DK wa\/g DK—I—wa2 \/5
4
3vH
=>SDK:{F

Stab FL

Zwei Losungswege: Knotengleichgewicht oder PdvL.
Knotengleichgewicht

Bei einem Knotengleichgewicht im Punkt L sieht man sofort, dass der Stab F'L unbelastet
sein muss: ) F, : Spr =0

SFL

Abbildung 6.11: Knotengleichgewicht im Punkt L
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PdvL
Stab F'L entfernen. Rotation des Stabes KL um K einfithren. Starre Kérper AFKG und
Stab K'L.

a
v = W=
2

Nach dem PdvL muss P = 0 sein:

:>UL'SFL:0 = SFLZO

w

F
Ve l Y a

F

Abbildung 6.12: Virtueller Bewegungszustand nach Entfernung des Stabes F'L

Aufgabe 2

Das abgebildete Fachwerk besteht aus starren gewichtslosen Stében der Lénge a, die rei-
bungsfrei gelenkig miteinander verbunden sind. Das Fachwerk ist im Punkt A reibungsfrei
aufgelagert und im Punkt B reibungsfrei gelenkig gelagert. Am Stab BC wirkt im Punkt C
ein Moment vom Betrag M = 3Fa. Im Knoten H und im Mittelpunkt des Stabes EG greifen
zwei Kréifte vom Betrag F' an.

a) Man bestimme die Lagerkrifte in A und B.

b) Man berechne die Stabkréfte S; und Ss.

Gegeben: Geometrie, ', a, M = 3Fa
Gesucht: S1 und Sy
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Abbildung 6.13: Ebenes Fachwerk

Lésung:

a) Lagerkréfte:

Abbildung 6.14: Freischneiden und Einfiihren der Lagerkréfte

ZFz: By,+F=0 = B,=-F
> Fy: Ay+B,—F=0
> Mp: M+F-2a—A,-3a=0
=3Aya =2Fa+ 3Fa=5Fa
:Ay:gF :>By:—§F
Diskussion: A, = %F = kein Abheben, wenn F' > 0.
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b) Stabkrifte S; und S mit der Methode des Dreikrifteschnittes.
Vorteil: sehr kurz, S7, So bestimmbar mit einem Schnitt.

Das Fachwerk ist nicht ideal (Einzelmoment M, Kraft F' in der Mitte des Stabes GE). Die
Kraft F' in der Mitte von GFE kann in den Knoten G und E reduziert werden, so dass die zu
schneidenden Stibe GE, EF, DF Pendelstiitzen sind.

£y

F F,
2
G l E statisch dquivalent 72 l ‘

KA = ATA

Abbildung 6.15: Reduktion der Einzelkraft F' auf die Knoten G und F

Lagerkrifte bestimmen (siehe a) )
Stabe durchschneiden, betrachtet wird nur der rechte Teil:

£ y
e
S, /
SZ
B B
- b L
S D T
B)’

Abbildung 6.16: Dreikréfteschnitt

Momentengleichgewicht im Punkt E:

3 3 3
ZME:—Sl-a\g%—M—}—Bya—i—Bxa\[:O

2 2
V3 3/ 2 V3 V3
s (o) s (M)

S1 ist eine Zugkraft.
Komponentenbedingung in y-Richtung:

V3 V3 2 1
EF S __F4+ B = I
y 522 5 + Y 0 = 522 3
V3

Der Stab EF ist auf Druck belastet.
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Stabkrifte bei Anwendung des PdvL.
Vorteil: Lagerkrifte nicht notig.
Mit dem PdvL miissen dagegen die beiden Stébe separat betrachtet werden:

e Stab 1: Der Stab 1 wird entfernt (Pendelstiitze) und eine Rotation w um B eingefiihrt.

ZZ\‘ ®,

Abbildung 6.17: Virtueller Bewegungszustand nach Entfernung von Stab 1

A ist horizontal verschiebbar gelagert = v4 horizontal. Das System besteht aus zwei

starren Korpern. Der rechte Korper dreht sich mit w um B. Die Geschwindigkeiten
konnen in £ und D berechnet werden:

Vg = \/gaw, vp = aw

Der linke Korper dreht sich mit we um Zs. Zs, Momentanzentrum des linken Korpers,
ist der Schnittpunkt der Senkrechten auf vg und v4.

vE=V3a-w=V3a-wy = w=uw
VG = aw, VF = 2aw, vy = V3aw

Aus dem PdvL, P = 0:

V3 F 1 F 3
P——FUH—51UF7+§UG§+§UE7+MW—O
1 3
:>—F\/§aw—Sl\/gaw—kFZaw—FFlaw—kFSaw:0

4
= S1V3=4F —\V3F = 51:F<\3/§—1>
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e Stab 2: Der Stab 2 wird entfernt (Pendelstiitze) und eine Rotation w um B eingefiihrt.
Die starren Korper sind: AFGI, BMED, Stibe EG und DF. Die Geschwindigkeiten
konnen in E und D berechnet werden:

Vg = \/gaw, vp = aw

Mit dem SdpG weiss man, dass vp senkrecht auf DF steht. Zs muss dann auf einer
Geraden senkrecht auf vp liegen, die durch den Punkt F' geht. Dazu muss Z, auch auf
einer Linie senkrecht auf v4 liegen. Daraus folgt: Zo = H.

Abbildung 6.18: Virtueller Bewegungszustand nach Entfernung von Stab 2

Aus der Parallelogrammregel:

WDE = WFG =~ W2 =W

v = aw, vp =aw, v4=+V3aw
Aus dem PdvL, P =0:
F1 V3 F3

P=—po—= y2 Y2 Mw=
UG22+UF52 5 +UE5'2—|—UE2 5 + Mw=0
F 3 3
:>—4aw+Sg\gaw—l—SQ\/gaw—i—Félaw—f—BFaw:O
3v3 F 3F 14
Wag P8 _gp 1
2 4 4 4
V3
=>82=—\9/>F
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Bemerkung: Wird die Aufgabe mit Knotengleichgewicht gelost, muss man auf alle Stébe
achten, die keine Pendelstiitze sind. Beispiel: Knoten B

Spc Spc
3F
Falsch: *+——o¢—» Richtig: a—— —»B
SBD Bx SBD *
B, B,

Abbildung 6.19: Knotengleichgewicht im Punkt B

In diesem Fall ist der Stab BC keine Pendelstiitze. Die Querkraft 3F ist fiir das Gleichgewicht
notwendig (Momentenbedingung).

6.5

Sgc\ / 3F

C 3Fa

B
3F Spe

Abbildung 6.20: Freischneiden des Stabes BC

Verstiandnisfragen

Was sind die Bedingungen an ein ideales Fachwerk?

Was fiir Krifte und Momente konnen auf die Stabe des idealen Fachwerkes wirken? Wo diirfen
sie angreifen?

Welche Bedingung besteht zwischen der Anzahl Knoten k und der Anzahl Stdbe s, damit das
System statisch bestimmt ist?

Was ist ein virtueller Bewegungszustand eines Korpers?
Was ist der Unterschied zwischen zuléssigen und unzuldssigen virtuellen Bewegungszustinden?

Welche drei Verfahren werden benutzt, um Stabkrifte in Fachwerken zu bestimmen? Wie ist
das Vorgehen bei diesen Verfahren?

Wie lautet das Prinzip der virtuellen Leistung?

. Warum diirfen beim Dreikrafteschnitt nicht 4 Stabe durchschnitten werden?
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Kapitel 7

Reibung

7.1

Grundlagen

Bisher wurde angenommen, dass Korper glatte Oberflichen haben und somit bei Beriihrung
nur Normalkrifte {ibertragen werden. Aus der Realitéit wissen wir, dass es sich dabei nur um
eine Idealisierung handeln kann, denn Korper haben raue Oberflichen. Dadurch werden zwi-
schen den Korpern auch Tangentialkrifte iibertragen. Aus Reibungsexperimenten (Coulomb)
konnen folgende Aussagen getroffen werden:

die Haftreibungskraft H ist der voraussichtlichen Bewegung entgegengesetzt.

H kann bis zu einem Maximalwert ug - N erhcht werden, danach setzt sich der Korper
beschleunigt in Bewegung. Anschliessend bewegt er sich gleichférmig oder beschleunigt;
die Reibungskraft p; N ist konstant und der Bewegung entgegengesetzt.

dieser Maximalwert ist proportional zu NV, aber unabhéingig von der Auflagefliche. Ein
Korper haftet solange gilt:
|H|<po- N (7.1)
bzw. vektoriell: |H | < uo- | N |
mit pg: Haftreibungszahl

die Wirkungslinie von N geht nicht durch den Mittelpunkt des Korpers, sondern ist
versetzt (zusétzliche Unbekannte, in Skizze mit a benannt). Damit wird deutlich, dass
N die Resultierende der iiber die ganze Beriihrfliche verteilten Normalkréfte ist.

nachdem sich der Korper in Bewegung gesetzt hat, ist die Reibungskraft wiederum
proportional zu NV:

|Frl=pm | N| (7.3)
mit py: Gleitreibungszahl

Wichtig: Der Unterschied zwischen Haft- und Gleitreibung ist darin zu sehen, dass die Haft-
reibung wie ein Lager die Bewegungsmoglichkeit eines Korpers einschrankt und daher aus
den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden muss. Die Grosse der Gleitreibung hinge-

gen kann sofort mit p - N angegeben werden!
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rau a v
-— |
H \

G N

Abbildung 7.1: Korper auf rauer Unterlage (links), freigeschnitten (Mitte) und Verlauf der Rei-
bungskraft R in Abhéngigkeit von der Relativgeschwindigkeit zwischen zwei Flachenpaaren
(rechts)

7.2 Losungsweise von Aufgaben mit Reibung
Haftreibung

1. System abgrenzen

2. geeignetes Koordinatensystem einfithren

3. Lagerreaktionen eintragen

4. Fldchenpaare, die aufeinander gleiten kénnen, identifizieren und Haftreibungskrifte als
unbekannte Grosse einfithren

5. Gleichgewichtsbedingungen formulieren wie bei normalen Statikaufgaben
6. H in Haftungsbedingung | H |< pg - N einsetzen, Ungleichung auflosen und zuléssigen
Wertebereich fiir H angeben
Gleitreibung

Anmerkung: Im Gegensatz zu allen anderen Aufgabentypen der Statik sind bei Aufgaben
mit Gleitreibung Koérper in Bewegung. Man mag versucht sein, diese Aufgaben sofort als
der Dynamik zugehorig zu betrachten, aber man sollte sich dann die in [Sayir] in Kap. 8.4
gegebene Bemerkung (2) ins Gedichtnis rufen: fiir die Sonderfille gleichférmiger Translation
und Rotation mit Massenmittelpunkt auf der Rotationsachse bleiben die Gleichgewichtsbe-
dingungen giiltig!

1. System abgrenzen
2. geeignetes Koordinatensystem einfiihren
3. Lagerreaktionen eintragen

4. Flachenpaare die aufeinander gleiten kénnen, identifizieren und Gleitreibungskraft als
bekannte Grosse F,. = u1 N entgegen der Bewegungsrichtung einfiihren

5. Gleichgewichtsbedingungen formulieren
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7.3 Sellstatik

Reibungsfreie Umlenkung. Die Seilkraft bleibt vom Betrag her gleich, wird aber in eine
andere Richtung umgelenkt. Die Rolle ist reibungsfrei gelenkig gelagert, zudem greifen an ihr
keine weitere dussere Krifte oder Momente an. Gleichgewicht ist nur dann moglich, wenn gilt:

S1=952

Seilhaftung.

N\,
s

Abbildung 7.2: Reibungsfreie Umlenkung

a) Feststehender rauer Zylinder.

Schlingt man ein Seil um einen feststehenden rauen Zylinder, so haftet das Seil bis zu einem
Maximalbetrag, der Grenzhaftung. Allgemein gilt:

SQ = Sl e‘uoa (74)
wobei Sy > S

Beispiel:

o

Abbildung 7.3: Auf das Seil wird entlang der Umschlingung auf jedes infinitesimale Seilstiick
eine Reibkraft dFs ausgeiibt. Da dFs hier S; "unterstiitzt”, wird deutlich, dass Sy > S
sein muss. In anderen Worten: mit einer kleinen Kraft S; kann einer grosseren Kraft So das
Gleichgewicht gehalten werden.

b) Raue Scheibe, an der weitere dussere Krifte und Momente angreifen.
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Es gelten weiterhin die unter a) festgestellten grundlegenden Beziehungen. Fiir die Losung
der Aufgabe muss jedoch nun noch zusétzlich eine Gleichgewichtsbedingung fiir die Scheibe
formuliert werden.

Beispiel:

o

Abbildung 7.4: Raue Scheibe mit dusserem Moment M. Hier gilt: Sy > S

o

1

Es miissen nun zwei Bedingungen fiir das Gleichgewicht formuliert werden:

Y Mg=0 = M+S5R—SR=0(R: Radius der Scheibe)
Sy = 51e°? (da Sy dem Moment M entgegengerichtet ist)

Hinweis: Sobald an der Trommel eine Drehrichtung vorgegeben ist, ist definiert, ob Sy > Sp
oder Sy < Sy ist.

7.4 Weitere Reibungsarten
Gelenk- und Lagerreibung.

e Systemtrennung im rauen Gelenk: Reibungsmoment My und Zapfenkraft Z:

|Z|=/C2+C2

e Haftreibungsgesetz fiir Gelenke:

| Mg |< porr | Z | (7.5)

wobei ry: Lagerradius

o Gleitreibungsmoment in Gelenken, kurzen und langen Querlagern:

i

MR < —p1TL ‘ Z ‘ ’ w ‘ (76)
e Gleitreibungsmoment in Léngslagern:
2
Mgy, = ngTLN (7.7)
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X

M, M
(G oy
G T C l G
G G o G
T F F T

Abbildung 7.5: Systemtrennung mit Gelenkreibung

Rollreibung.

e Ungleichung der Rollreibung (Kérper in Ruhe):

| Mp |< p2 | N
wobei ps: Rollreibungslénge

e Gleichung der Rollreibung (Kérper rollt):

| Mp = p2 [N

Abbildung 7.6: Rollreibung
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7.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Ein Stab der Lénge L mit Masse m lehnt unter dem Winkel v an einer rauen Wand (101).
Am unteren Ende wird er durch ein Seil, das {iber einen rauen (ug2), feststehenden Zapfen
lduft, gehalten. Fiir welche Bereiche von F' bleibt das System in Ruhe?

l g Hor B

m, L
Moz
4 o

]

Abbildung 7.7: System der Aufgabe 1

Gegeben: m, L, [io1, po2,
Gesucht: Wertebereich fir F
Lésung:

Freischneiden des Stabes:

-

N, Y

mg Ho;
X
A (x
T s S
N.
? F

Abbildung 7.8: Freigeschnittener Stab
Y F: S=Ni=0= 5=N (1)
> Fy: Ny—mg+H=0 (2)

L
ZMA: H-Lcosa+N1-Lsina—mg‘gcosazo (3)
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Bei der Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen ist darauf zu achten, dass das Reibungs-

gesetz in seiner allgemeinen Form angesetzt wird (d.h. | H |< uo-N), da H je nach Bewegung
des Stabes sowohl nach oben als auch nach unten zeigen kann.

aus (2): H=mg— Ny

L
aus (3): H'Lcosa:mg~§cosa—]\71-Lsina
G

Hzi—Nltana

Einsetzen in das Haftreibungsgesetz liefert zusammen mit (1):

& Stana |< s
G
1. Fall: 5~ Stana < pgrS
G
3 < S (mo1 +tana) (4)

G
2. Fall: — <2 — Stana> < po1S
G
S(tana —po) < 5 (5)
Diese Werte miissen nur noch in die Gleichung fiir Seilreibung eingesetzt werden, wobei darauf

zu achten ist, dass mit einer kleinen Kraft F' einer grossen Kraft S das Gleichgewicht gehalten
werden soll.

S.e M3 < F <G eho2s

L 6_,“402% < F< Leﬂozg
2 (tan o + po1) ~ T 2(tana — ppp)

Hinweis zur Seilreibung: Die kleinere Kraft steht immer am e#*-Term. Sie ist die Kraft,

mit der eine Bewegung verhindert werden soll.

P T

S

Abbildung 7.9: Seil iiber den feststehenden Zapfen unter der Annahme, dass S > F'

ist S grosser als F', so gilt: S < Fet®
wird F' grosser als S, so gilt: F' < Sete

zusammengefasst: Se ™ #** < F' < Set (siche Abb. 7.8)
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Aufgabe 2

Auf einer um den Winkel « gegeniiber der Horizontalen geneigten rauen Ebene (Haftreibungs-
koeffizient (o)) ruht ein Wiirfel mit Seitenlinge a und Masse m. An ihm greift die Kraft F'
an. Welche Bedingungen miissen fiir F' bei gegebenem g gelten, damit der Wiirfel weder
nach unten noch nach oben rutscht und auch nicht kippt?

|«

Abbildung 7.10: Wiirfel auf schiefer Ebene

Gegeben: M, a, a
Gesucht: pg, F
Lésung:

Hinweise: Bei dieser Aufgabe ist die voraussichtliche Bewegungsrichtung noch nicht bekannt.

e H wird daher willkiirlich eingefiihrt.

e die zwei moglichen Bewegungen - nach oben bzw. nach unten - werden durch die Be-
tragzeichen in der Haftbedingung erfasst: | H |< pg - N

Freischneiden:

= N

7
I7 N e

Abbildung 7.11: Freigeschnittener Wiirfel mit der Annahme, er setze sich voraussichtlich nach
oben in Bewegung.
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Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen:
Y F.: F—mgsina—H=0 (1)
ZFy: N —mgcosa =0 (2)
ZMB : —F-a—N-d+mg- %Sina+mg-gcosa:() (3)
Einsetzen von (1) in die Haftbedingung:
|H|<po-N (1)
Fallunterscheidung:
1. H > 0 (entspricht einer Bewegung nach oben):
F—mgsina < ug- N
mit (2) F —mgsina < ug - mgcos a
F < mg (sina + po cos )
2. H < 0 (entspricht einer Bewegung nach unten):
mgsina — F < pug- N
mgsina — F < pg - mgcos
mg (sina — pgcosa) < F
Fiir mg (sina — ppcosa) < F < mg (o cos a + sin o) findet somit kein Rutschen statt!

Damit kein Kippen auftreten kann, muss der Kraftangriffspunkt der Normalkraft immer in-
nerhalb der Auflagefliche des Wiirfels liegen:

0<d<a (5)
Eine Bedingung fiir d erhélt man aus der Gleichung (3):

mg¥ (sin o + cos « 1
d= 9 ( )—Fa

mg cos o " mgcosa

Durch Einsetzen in (5) lésst sich ein weiterer zuléissiger Wertebereich fiir F' ermitteln:
1. Bedingung:

0<d

1
F <mg— (sina+ cosa
2

2. Bedingung:
d<a

a .
mg (sina + cosa) < Fa+ amg cos «
1
3™y (sina + cosa) —mgcosa < F
3™mg (sina —cosa) < F

75



Aufgabe 3

Eine gewichtslose Scheibe mit Radius R ist im Punkt A reibungsfrei gelagert. Sie beriiht im
Punkt B einen Klotz (Seitenléingen a und b) K mit Masse m. Zwischen Wand und Klotz
betriagt der Haftreibungskoeffizient pg; zwischen Klotz und Scheibe gibt es keine Reibung. Im
Mittelpunkt der Scheibe greift eine Zugfeder mit Federkonstante kr an. Wie gross muss die
Federkraft mindestens sein, damit der Klotz in Ruhe bleibt?

reibungsfrei l &

Abbildung 7.12: System aus Aufgabe 3

Gegeben: M, ug, R, kp, a, b

Gesucht: Fp

Lésung:

Auch bei dieser Aufgabe sollte wieder geméss dem Schema fiir Reibungsaufgaben vorgegangen
werden: System trennen, Lager- und Verbindungsreaktionen einfithren (dabei Flichenpaare,
die nicht reibungsfrei aufeinander gleiten kénnen, identifizieren und dort Haftreibungskréfte
einfithren) und am Schluss das Reibungsgesetz formulieren.

Hinweis: Die Aufgabe ist einfach statisch unbestimmt: den sechs Gleichgewichtsbedingungen
(je drei fiir Rolle und Klotz) stehen sieben Unbekannte (A;, Ay, F'r, N1, N2, Hi, e) gegeniiber.
Fiir F ldsst sich jedoch trotzdem ein Wertebereich angeben, indem das Haftreibungsgesetz

formuliert wird.

Scheibe:
Y Fp: Ay+Fr-
Y F,: A, Fp
ZMMR: —A, -
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Abbildung 7.13: Freikorperbild

Klotz:
Zsz Ny = Ny (4)
ZFy: Hy =mg (5)
> My, —Nl-e—erl-g:O (6)

Weiteres Auflésen der Gleichungen ergibt:

(3) mit (1): Ny = Fp -

SECRIS

Wir haben nun genug Angaben, um das Haftreibungsgesetz fiir den Klotz zu formulieren:

| H [ < po- N
V2
| mg | SMO‘FF7
1. Fall: mg > 0
V2
mQSMO‘FFT
\/imggFF
Ho
2. Fall: mg < 0

= physikalisch unsinnig, da immer gilt: mg > 0

7.6 Verstidndnisfragen

1. Beschreibe die Reibungsgesetzte!

2. Liefert das Haftreibungsgesetz eine Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten?
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. Liefert das Gleitreibungsgesetz eine Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten?

. Von welchen Parametern hingen die Haftreibung bzw. die Gleitreibung ab? Hat die Grosse der
Kontaktfliche einen Einfluss?

. Welche Beziehungen gelten fiir reibungsbehaftete Gelenke?

. Wie lautet der Zusammenhang zwischen den zwei Seilendkréften, die in einem Seil wirken,
welches um einen reibungsbehafteten, drehenden Zylinder gelegt ist?

. Wie entsteht die Rollreibung?
. Weshalb kann man in einer Einspannung keine Reibungsreaktion einfithren?

. Kann man in einem Gelenk Reibungsreaktionen einfithren? Falls ja: welche?
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Kapitel 8

Beanspruchung

Schnittgrossen wie Normal-, Querkréifte und Momente kénnen durch einen Schnitt S, senk-
recht zur Balkenachse sichtbar gemacht werden. Am geschnittenen Korper werden die dusseren
Krifte eingetragen. Damit der Kérper im Gleichgewicht bleibt, miissen die Schnittkrifte {dF;}

eingefiihrt werden.
Definition: Die Dyname {R, M} der Schnittkréifte {dF;} im Flichenmittelpunkt C' des
Querschnitts S/, heisst Beanspruchung des Stabes im Querschnitt S),.

8.1 Allgemeiner Fall von Schnittgrossen

Die beiden Vektoren R und M der Beanspruchung werden beziiglich einer passenden gewahl-
ten Basis e, ey, €3 (Rechtssystem!) mit e; in Richtung der &usseren Normalen zur Schnitt-
fliche S!, zerlegt:

R = Ne; + (Q2e, + Q3e3 (8.1)
MC = T§1 + M2§2 + M3§3

Normalkraft N: Beanspruchung auf Zug (N > 0) oder Druck (N < 0)

Querkrifte 2, Q3: Beanspruchung auf Schub

Torsionsmoment 7T": Beanspruchung auf Torsion

e Biegemomente My, Ms: Beanspruchung auf Biegung
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Abbildung 8.1: Zerlegung der Beanspruchung an der Schnittflichen S/, und S/

8.2 Beanspruchung in geraden Balken

8.2.1 Vorgehen

i) Lagerkriifte geméss Abschnitt 4.5 am Gesamtsystem bestimmen.
ii) Kérper schneiden, Laufvariable und Schnittgrossen einfiihren.
iii) Gleichgewichtsbedingungen fiir das abgegrenzte System aufstellen, Schnitt-
grossen berechnen, Momentenbedingung beziiglich Schnittpunkt!
iv) Je nach Aufgabenstellung, Beanspruchungsdiagramme zeichnen.

Bemerkung: Wenn eine Einzelkraft vom Betrag F' am Balken angreift, ist der Normal- oder
Querkraftverlauf unstetig (Sprung vom Betrag F'). Wenn ein Einzelmoment vom Betrag M
am Balken angreift, ist der Momentenverlauf unstetig (Sprung vom Betrag M ).

8.2.2 Differentielle Beziehungen

Differentielle Beziehungen stellen Beziehungen zwischen Querkraft bzw. Moment und Bela-
stung zwischen zwei Unstetigkeiten dar.

Qg; = —qy, le = —q
M,=-Q,, M =qQ. (8.3)
M!=gq,, M]=—q.

Berechnung der Querkrifte und Biegemomente:

Qy=— / qydz + Cq (8.4)

M, =— / Qydx + Cs (8.5)

Bemerkung: Niemals iiber unstetige Belastungen (Einzelkriifte, Einzelmomente) integrieren!
Bestimmung der Integrationskonstanten aus Rand- und Ubergangsbedingungen:
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Lagerart Symbol Q M N

-Auflager F Q+#0 M=0 =0
Festlager A\ Q#0 M=0  N#0
-Einspannung 3— Q+#0 M#0 N#0
-Freies Ende — Q=0 M=0  N=0
-Gelenk N Q+#0 M=0 N#0

8.3 Beanspruchung in gekriimmten Balken

Berechnung durch geeignetes Schneiden und Aufstellen der Gleichgewichtsbedigungen fiir das
abgegrenzte Teilsystem in Abhéngigkeit von ¢ (dhnliches Vorgehen wie unter 8.2.1 beschrie-
ben)

Y

Abbildung 8.2: Schnittgrossen in einem gekriimmten Balken

Differentielle Beziehungen:

Q —-N+R-¢.=0
Q.+R-q=0
M -T+R-Q,=0
M —R-Q.=0

(8.6)

Bemerkung: Die Vorzeichen bei den differentiellen Beziehungen stehen in direkter Verbin-
dung mit der Richtung der eingefiihrten Schnittgrossen.
8.4 Anmerkung zu differentiellen Beziehungen

Differentielle Beziehungen diirfen nur in Bereichen angewandt werden, in denen die Belastung
integrierbar ist. Beispiele: keine Lasten, konstante Streckenlast, Dreiecklast.
Bei unstetigen Ubergiinge miissen die Lastfiille abgetrennt werden:
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Es wird unbestimmt integriert, das heisst:
Q = — / qul' + Cl
M= - / Qdx + Cy

Die Integrationskonstanten werden aus den Randbedingungen und aus den Ubergangsbedin-
gungen bestimmt.

Beispiel:
F
L
A 2 3 A
A G
Stelle L F Stelle 2L
2L
0.(L) 0,(2L)
T o
ol |© MWL) ol |2 ML)
M,(L) M,(2L)
dx y 0,(L) dx y 0,2L)
Qiz=L)—F—-Q2(x=L)=0 Q2(x=2L)—Q3(x=2L)=0

My(x=L)—My(z=1L)=0 My (x = 2L) — Ms (z = 2L) — M =0

Falls Lasten in der Langsrichtung vorkommen, dann muss auch N berechnet werden.
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8.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Der dargestellte Balken AE der Linge 11a ist in A reibungsfrei gelenkig gelagert und in D
reibungsfrei horizontal verschiebbar aufgelagert. Auf dem Balken wirken in B ein dusseres
Moment vom Betrag 2aP, in C' eine vertikale Last vom Betrag 3P, auf DFE eine konstante
verteilte Last vom Betrag % pro Léngeneinheit und in F eine horizontale Kraft 2P.

P
3P /2

a

4 B C D 2P

P

7%_ 3a s 3a 3a 2a E
2ar =

Abbildung 8.3: Gesamtsystem

a) Berechne die Schnittgrossen im Balken.

b) Stelle die Ergebnisse graphisch dar.

Gegeben: a, P, Geometrie

Gesucht: a) N(z), Q(x), My(z) (2D-Aufgabe)

b)Beanspruchungsdiagramme
Lésung:

a) Berechnung der Lagerkrifte:

P
Ay 3P Dy 75,
4, "\ZaP 2p
-— : -
A 3a B » 3a C 3a D 2a  E
y

Abbildung 8.4: Freischneiden und Einfithren der Lagerkréfte
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> Fe: A, +2P=0 = A, =2P
P
> By 3P+ - 20— Ay —Dy=0 = Ay+D,=4P
P
> My 20P +3P 60— Dy 9a+ - 2a-10a =0
a

10

= 9D, =2P + 18P +10P=30P = D,= P

:>Ay:4P—Dy:§P

Fiir die Beanspruchung miissen vier Bereiche betrachtet werden:

Teil 1: 0 <z < 3a

y
A, My,
hj Q@ —
A . l N,
0

Abbildung 8.5: Schnittgréssen im Stab AB

> Fp:Ni=A,=2P
2
Y F:@i-4,=0 = Q=4,=3P

2
S M:My+zdy=0 = My (v) = =5 Pz

wie erwartet gilt (nach 8.3):

dMp (x 2
51( ) —3P=-Q1(z)
T
Teil 2: 3a < z < 6a
Ay
2aP
= T N (Mn
-— " ® —»
A 3a Br | N,
x’ l
0,

Abbildung 8.6: Schnittgréssen im Stab BC
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Y F.:Ny=A,=2P
2
Y F:@Q-4,=0 = Q=3P
2
> M:Myp+2P+aA,=0 = Mis () = —2aP — S Pz

In diesem Bereich hat man ein zusitzliches dusseres Moment = keine Anderung bei N, Qo,
Sprung bei M, an der Stelle x = 3a (siehe Aufgabenteil b) ).

Mbg(?)a) + 2aP = Mbl (3&)

wie erwartet:

deg(l’) 2
) fp—
dz 3 @2 (@)
Teil 3: 6a < x < 9a
4, 3p
2aP
Ax x —\a ( Mb3
- . ® =
A 3a B/ 3a c | N
Pt l
0O

Abbildung 8.7: Schnittgréssen im Stab C'D

ZFx:Ng,:QP
2 7
> F:Qs+3P—A,=0 = Qs= P-3P=-3P
> M : My — 3P (x — 6a) + 2aP + Ayz =0
2 7
My = 7§PCL' —2aP + 3Px — 18aP =  Mps(x) = —20aP + ng

Kontrolle der differentiellen Beziehung:

CM{Z(@:;P:—QS(@
Teil 4: 9a < z < 1la
> F.:Ny=2P
ZFy¢*Q4+£(1la7m):0 = Q4:£(11a71‘)
ZM:—MM%—;(IM—,@)-(HG;I):O = Mb4(az):£(11a—x)2

85



x, i
2 £

) MZH 2P

(11a-x)

Abbildung 8.8: Schnittgrossen im Stab DE

Kontrolle der differentiellen Beziehungen:

de4(l‘) _ 2P _P

) = (a—2)- (1) = 3 (e =) = ~Qu(a)

b) Beanspruchungsdiagramme:

A P
Y 3P Dy g
A, \ZaP 2P
-— ——
A 3a B J  3a C 3a D 2a E
>x
2P
N
-7
§P
=x
3 e
o
-6aP
AaP%
-2aP:
N ™ x
aP

Abbildung 8.9: Verlauf der Beanspruchungskomponenten in Funktion der Laufvariable x
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Bemerkungen:

e Teil 1 und 2: gleiche Querkraft = gleiche Steigung des Biegemomentes mit einem Sprung
von 2aP

e Teil 2 bis 3: Sprung bei Querkraftverlauf von 3P (dussere Last). Querkraft wird negativ
= Steigung des Biegemomentes positiv

e Punkt F: Querkraft und Biegemoment verschwinden (freies Ende)

Aufgabe 2

Der gewichtslose Dreigelenkbogen AB ist in A und B gelenkig gelagert. Alle drei Gelenke
sind reibungsfrei. Ferner ist er durch eine vertikale Kraft F' im Punkt C und eine Streckenlast
qgoL = 2F auf AC belastet.

do

Abbildung 8.10: Gesamtsystem

a) Bestimme die Verldufe von Normalkraft, Querkraft und Moment.
b) Stelle das Ergebnis graphisch dar.

Gegeben: Geometrie, Linge L, Kraft I, verteilte Kraft gy = %

Gesucht: a) N, Q, M,
b) Beanspruchungsdiagramme

Losung:

a) Berechnung der Lagerkriifte.

Das System wird freigeschnitten und die Lagerkréfte werden eingefithrt. Man erhélt vier
Lagerkriafte und drei Gleichungen: ist das System statisch unbestimmt? Nein, aber es muss in
C' getrennt werden. Damit erhdlt man sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten (siche Abb.
8.12).
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Abbildung 8.11: System wird freigeschnitten und die Lagerkréfte eingefiihrt

Die Kraft F' wurde im ersten Teil betrachtet, diirfte aber auch im zweiten Teil oder getrennt
betrachtet werden.

Teil 1 Teil 11

Abbildung 8.12: Systemtrennung im Punkt C

Die Komponentenbedingungen werden am Gesamtsystem aufgestellt:

Y Fp: Ay— B, =0 = A, =D, (1)

2F
> Fy: Ay+By~F—qL=0 = Ay+By=F+=—L=3F (2

Da die Krifte in C, die aus der Zerlegung entstehen, nicht gesucht sind, werden die Momen-

tenbedingungen in Teilsysteme I und II im Punkt C aufgestellt. Auf dieser Weise kann man
die Berechnung der Kréfte C; und Cy umgehen.

L
TeilI:ZMC:AyL—qOL-E:O = A,=q= (3)

Teil II: Y Mc: ByL—ByL=0 = B,=B, (4

L
2
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Jetzt haben wir vier Gleichungen mit vier Unbekannten = Gleichungssystem l6sbar.
Aus (3) folgt:

Aus (2) folgt:

Aus (4) und dann (1):

B, =2F
A, =2F
Beanspruchung im Teil 1.
A
A o
¥ (M
E —— Q — >
—
Ax X l Nl
0,

Abbildung 8.13: Schnittgrossen im Stab AC

ZFx:NInLAx:O = N;=-2F

2F 2
ZFy:QI—i—qu—Ay:O = Q[:F—Lx:F<1—g>

F
STM: My Aye g5 =0 = My =t = Fo=Fe (7 1)

Oder mit den differentiellen Beziehungen:

MM:—/QId:U:—/<F—2§:L'>d:U

F
Mb] =—Fz+ f$2 +C
Randbedingung: M;;(0) = 0 (reibungsfreies Gelenk) = C' =0

F
Mb[:ZJ}Q—Fx
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Wie erwartet verschwindet das Biegemoment bei dem reibungsfreien Gelenk im Punkt C":
F
My;(L) = ZL2 ~FL=0

Beanspruchung im Teil II.

Da die Krifte in C nicht berechnet sind, muss die Laufvariable ¢ von B aus eingefiihrt
werden. Ferner muss darauf geachtet werden, dass die Schnittgrossen in umgekehrter Richtung
(beziiglich Teil I) eingefiihrt sind (die Laufvariable wurde da von links eingefiihrt).

o\

NQB\ .
e,

My, ® /Qz

Abbildung 8.14: Schnittgrossen im Stab BC'

ZFSO: Nir+ Bysing + Bycosp =0 = Ny = —2F (sinp + cos p)
ZFT: Qrr+ Bysing — Bycosp =0 = Q7 = 2F (cos ¢ — sin p)
ZM: —Myrr+ By - Lsing — By (L — Lcosg) =0 = My =2FL(cosp +sing — 1)

Kontrolle der differentiellen Beziehungen fiir gekriimmte Balken (siehe Gl. 8.6):

dMpyry
dyp

— LQrr =2FL(—sing+ cosp) — L - 2F (cos p — sinp)

=2FL(—sinp+cosp —cosp+sinp) =0 = OK
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b) Beanspruchungsdiagramme:

A

A 90
o C
A, L
F ‘
B)C
-
1)
2F
©)
< LN . =22F
O
/
N AF
-F
/ @
= |
L 0=0
0=0 => M) max oder min
=>max / min
bei M,
Oy
-FL/4
©
MY
Mbmax =2FL (ﬁ' )

Abbildung 8.15: Verlauf der Schnittgrdssen
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Aufgabe 3

Das dargestellte Tragwerk besteht aus zwei starren, gewichtslosen Stiben AD (Lénge 2L) und
CB (Lénge L), die gemiss Skizze im Punkt C' rechtwinklig zusammengeschweisst sind. Der
Stab AD ist in A eingespannt und durch eine vertikale Streckenlast gg belastet. An diesem
Tragwerk hingt das Gewicht G an einem Seil. Das Seil ist im Punkt B befestigt und wird in
D iiber eine reibungslose Rolle gefiihrt. Der Radius R der Rolle ist vernachléssigbar klein.

B
L
q0
D
A 2L C
G

Abbildung 8.16: Skizze des gesamten Systems

a) Berechnen Sie die Auflagerreaktionen in A.
b) Bestimmen Sie die Schnittgrossen fiir den waagrechten Balken AD.
c) Stellen Sie das Ergebnis graphisch dar.

Gegeben: Lange L, Gewicht GG, Streckenlast gg, Geometrie

Gesucht: a) Ay, Ay, M (2D-Aufgabe)
b) N(z), Q(x), M.(x)

¢) Beanspruchungsdiagramme
Lésung:

a) Fiir die Lagerkrifte kann das ganze System betrachtet werden (im Punkt A freigeschnitten):

ZFJ;: A, =0
d Fy: Ay—2Lgp—G=0 = A, =G+2¢L
ZMA: My —2GL —2¢L> =0 = My =2LG + 2qyL?
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G

Abbildung 8.17: Freischneiden und Einfiihren der Lagerkréfte im Punkt A

b) 1.Variante: Fiir die Berechnung der Beanspruchung werden alle Kriifte auf dem Stab AD

reduziert.
B
\ G
3 o)
(3) c,
CX
-+
.
AJ’A 90 G
“ e D, )
C — -
M, G
c,v )Y .
Abbildung 8.18: Systemtrennung
Rolle (2):



Stab BC (3):

Cw:GQ
2
V2

Cy =G5

MC:G?L

Der Stab AB ist selbstverstédndlich mit den unter a) berechneten Kréften im Gleichgewicht.

Differentielle Beziehungen. Querkrifte und Biegemomente kénnen mit den differentiellen
Beziehungen berechnet werden.

Bereich 1 (0 <z < L):

gemiss (8.4) : Qy1 = —/qodx = —qox + C4

2
geméss (8.5) : M, = —/ledm = qo% — Ciz + Cy

Randbedingungen an der Einspannung in A:

A

Y
(I @le(O)

M, l
le(o)

Abbildung 8.19: Randbedingungen im Punkt A

Q1 = Ay =G +2qL
M, = My =2GL + 2qoL?

le(O) =Cy =G+ 2qL
= le(a:) = —qox + G+ 2qoLL

M,1(0) = Cy = 2GL + 2qoL?
2
= M, (z) = qo% — Gz — 2qoLx + 2GL + 2qoL?

Bereich 2 (L <z < 2L):

Qy2 = —/QOdIE = —qor + C3

2
xr
M., = —/QdefU =5 Csx + Cy
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Randbedingungen im Punkt D:

0,,(2L)

©
M_,(2L) l

D,

Abbildung 8.20: Randbedingungen im Punkt D

M,2(2L) =0
2
Qy2(2L) = —2q0L + C3 =G <1 - {)
2
= 03=G<1—\2f>+2q()[/
2
= Qp(r) =—qzr+G (1 — {) + 2qoL
M.5(2L) = 2qoL* — 2GL (1 — ?) —4qoL*+Cy =0
= C4;=2qL*+2GL (1 - *f)
2 2
= Mz2($) == QO% — Gx (1 - {) — 2qoLx + QQQLQ + 2GL (1 — ?)
Zusammenfassung der Ergebnisse:
Qui() = G+ a0 (2L — ) (0<z<L)
2
ng(:v):G<1—\2[)+qo(2L—x) (L <z <2L)
le(m):G(zL—x)Jr%O@L—x)? 0<z<L)

Mz2(:r):G<1—\g§) (2L—x)+%(2L—x)2 (L<x<2L)
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Uberpriifung der Ubergangsbedingungen:

le(L)
%
® ® ]‘422(1’)
M,\(L)

Qy2 (L )

y

Abbildung 8.21: Ubergangsbedingungen im Punkt C

2 2
QyQ(L) —le(L)—l—Cy :G (1—{) +q0L—G—q0L+G\g> =0
~M.5(L) + M.y (L) — Mg = —GL (1 - ‘f) - ‘JQ—OL2 +GL+ %0112 - G\fL —0

2. Variante
Bereich 1 (0 < z < L):

A

YA 9
2Mz1(x)
—_—
(V ) Ni(x)
¥ ?|
le(x)

Abbildung 8.22: Schnittgrossen im Stab AC

> Fp: Ni(z)=0
> Fy: Qu(z)+qor— Ay =0

= Qyi(z) = G +2q0L — qox
2
ZMS‘n : My (x) —qo% +Ayx— My =0
2

= M, (z) = 2GL + 2qoL? — G — 2qo L + qo%
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Bereich 2 (L < z < 2L):

QyZ(x)
T . 90
Nz(x) ( Dx
-—0) -—
M,(x) |
2L-x { D,

Abbildung 8.23: Schnittgréssen im Stab C'D

2
Y Mg - Zg(:ﬂ)—l—Dy(2L—:L°)+qQ—0(2L—x)2:O
= M_»( )_G(l—\f) (2L—x)+‘]2—°(2L—x)2
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c¢) Graphische Darstellung:

1 2
2
G5
L 2L ‘x
N
L 2L
TX
o2 G(1-5)
G+2q,L
v
9,
L 2L
T x
2GL+2q,L?
A/[z v

Abbildung 8.24: Verlauf der Beanspruchungskomponenten

Zu @, Steigung von -go (konstant)
Sprung von Cy = G@ bei x = L
Zu M,: Steigung negativ (Qy positiv), wird kleiner mit grosserem x

Sprung von Mg = G@L bei x = L
M,(2L)=0

8.6 Verstandnisfragen

1. Bei welchen Lagerarten ist die Normalkraft bzw. sind die Querkrifte gleich null?

2. Nenne alle moglichen Schnittgrossen! Wie ist deren Richtung in den Schnitten definiert?
3. Wie ist das Vorgehen zur Bestimmung der Beanspruchung in geraden Balken?
4

. Konnen die differenziellen Beziehungen auch auf die Stellen eines Balkens angewandt werden,
die mit Einzelkréiften belastet werden? Wie?

5. Ein Balken ist mit einer gleichférmigen Linienkraft belastet. Ist der Momentenverlauf linear und
der Querkraftverlauf quadratisch oder umgekehrt?

6. Bleibt der Querkraftverlauf iiber ein Auflager stetig?

7. Das Ende eines Balkentréigers ist mit einem langen Querlager gelagert. Welche Komponenten
der Beanspruchung(en) ist(sind) hier ungleich Null?
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Kapitel 9

Spannungen

9.1 Definition

In Kapitel 8 wurde gezeigt, wie dussere Belastungen innere Kréfte im Bauteil hervorrufen.

Diese inneren Krifte sind iiber die ganze Querschnittsfliche A verteilt und in der Regel auch

verdnderlich, das heisst nicht konstant {iber den Querschnitt.

Daher wird die Spannung fiir beliebige Punkte P des Querschnitts folgendermassen definiert:
im Punkt P wirke die Schnittkraft AF auf eine Fliche AA (P € AA).

Dann gilt fiir den Spannungsvektor s:

I
5T A0 AA

Obwohl limp 4,0 AF = 0, strebt der Spannungsvektor gegen einen endlichen Wert. Geméss
Abbildung 9.1 kann der Spannungsvektor s in eine Komponente o senkrecht zur Schnittfléiche
und in eine Komponente 7 tangential zur Schnittfliche zerlegt werden. ¢ wird dann Normal-
spannung und 7 Schubspannung genannt. Aus der Abbildung 9.1 ist ebenfalls ersichtlich, dass
die Grosse von ¢ und 7 von der Orientierung der Schnittfliche, das heisst n, abhéngt. Die
Menge aller Spannungsvektoren s(n) in P wird Spannungszustand im Punkt P genannt.

Abbildung 9.1: Spannungsvektor
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9.2 Spannungstensor

Es ldsst sich zeigen, dass der Spannungszustand in einem Punkt P durch die Spannungsvek-
toren von drei senkrecht aufeinander stehenden Schnitten definiert ist (siche Sayir et al. Band
2, Fig. 15.8).

Diese drei Spannungsvektoren werden in jeweils drei Komponenten zerlegt: eine Normalspan-
nung und zwei Tangentialspannungen. Fiir die Beschriftung der Indizes der Schubspannungen
gilt dabei folgende Vereinbarung;:

Tap Wobei a: Richtung der Schubspannung
und b: Richtung der Flachennormale der Schnittfliche in der die Schubspannung
auftritt

Die Komponenten der Spannungsvektoren werden in einer Spannungsmatrix angeordnet, dem

Spannungstensor T:

Or Taxy Tzxz
[T]= |7y 0y Ty2
Tzx Tzy Oz

L
s(e,) s(e,) s(e.)

Es ldsst sich zeigen, dass fiir die Schubspannungen folgende Beziehungen gelten:

Tyx = Tzy
Tzax = Taz, (9'1)
Tzy = Tyz,

Dies bedeutet:

Zugeordnete Schubspannungen sind gleich gross.
Durch Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen an einem infinitesimalen Tetraederelement
lésst sich folgender wichtiger Zusammenhang herleiten:

s(n)=T-n

(9.2)

Damit kann bei bekanntem Spannungstensor T der Spannungsvektor s auf beliebig gerichteten
Schnittflichen durch den Punkt P berechnet werden. Die Komponenten von s(n) werden dabei
weiterhin beziiglich des urspriinglichen zyz—Koordinatensystems angegeben.

Beachtet werden muss des Weiteren, dass der Spannungsvektor s nicht die Normal- und Schub-
spannungen angibt. Diese erhédlt man erst durch Projektion von s auf den Normalenvektor n
(Abb. 9.2).

Die Betrédge von Normal- und Schubspannung ergeben sich anschliessend durch Bilden des
Skalarproduktes bzw. durch Substraktion von ¢,,n von s und anschliessender Betragsbildung;:

s- (9.3)

s — oun (9.4)

=

On

Tn

Zum Schluss noch eine wichtige Bemerkung: Alle hier getroffenen Aussagen gelten immer
nur fiir einen bestimmten Punkt P € K. In der Regel wird der Spannungszustand in anderen
Punkten des Korpers anders sein.
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Abbildung 9.2: g,, erhidlt man durch Projektion auf n. ¢, und 7,, sind Spannungen beziiglich
des n-t-Koordinatensystems

9.3 Anwendungen des Mohrschen Kreises

Ebene Spannungszustinde

Der Mohrsche Kreis kann direkt angewendet werden (fiir schiefe Flichenelemente siehe Sayir
et al. Band 2, S.38 ff.); gedreht wird dabei um die Fldchennormale der spannungsfreien Ebene.

Riaumliche Spannungszustinde
e Eine Hauptspannung (# 0, sonst sieche ebener Spannungszustand) ist bekannt.

Die Spannungsmatrix nimmt dann die folgende Form an:

Or Tzy O
[T = |Tey oy O

+T
Abbildung 9.3: Fiir den ebenen Spannungszustand sowie fiir den Fall mit einer bekannten

Hauptspannung kénnen folgende wichtige Grossen abgelesen werden: zwei Hauptspannungen
und die maximale Schubspannung in der x — y—Ebene
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Ist eine Hauptspannung bekannt, so kann der Mohrsche Kreis fiir die zur zugehorigen
Hauptrichtung senkrechte Ebene gezeichnet werden!

Hinweis: ein detailliertes Beispiel fiir diesen Fall findet sich in den Aufgaben.

e Keine Hauptspannung bekannt.

Der Mohrsche Kreis ist nicht direkt anwendbar; es handelt sich um das aus der linearen
Algebra bekannte Eigenwertproblem s(ey) = Tex = oxe.

9.4 Aufgaben
Aufgabe 1

In einem Punkt P eines Korpers sei der folgende Spannungszustand gegeben:

4 0 3
T]=]10 -1 0]k
V3 0 2

wobei k eine Konstante ist ([k] = [mjle])

Mit Hilfe der drei Mohrschen Spannungskreise bestimme man die grosste Normal- als auch
die grosste Schubspannung im Punkt P.

Gegeben: [T]
Gesucht: Omaz, Tmaz
Losung:

Wenn man sich die Spannungsmatrix niher betrachtet, so stellt man fest, dass ein rdaumlicher
Spannungszustand vorliegt, aber eine Hauptspannung direkt ablesbar ist. Diese Hauptspan-
nung ist o, = —k. Dies wiederum bedeutet, dass die Mohrschen Kreise gezeichnet werden
konnen.

Jedoch hat [T'] noch nicht die entsprechende Form. Um die Mohrschen Kreise zeichnen zu
konnen, muss zuerst die einzige bekannte Hauptspannung ”rechts unten” in der Matrix stehen.
Dies erreicht man durch zyklisches Vertauschen. Dabei werden die Komponenten geméss
folgendem Schema umgestellt:

xYyz —  Zxy —  Yyrx —  aYz

Das Rechtssystem bleibt somit immer erhalten. In unserem Fall gilt:

4k 0 V3Kl =z 2k 3k 0 z
T)y-=| 0 —k 0 y = (zyz = zzy) [Ty = |V3k 4k 0 x
V3k 0 2k z 0 0 —1k| wy

X Y Z Z x Y

Punkt A X Y
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Die drei Mohrschen Spannungskreise konnen nun gezeichnet werden. Generell muss dabei
betrachtet werden, dass bei den drei Spannungskreisen immer nur um eine Hauptachse gedreht
wird; anderenfalls befindet man sich in dem in (Sayir et al. Band 2, Fig. 15.22) beschriebenen
schattierten Bereich. Betrachten wir Abb. 9.4. Als erstes werden die schon bekannten Punkte
Z, X und Y eingetragen:

1. n zeigt in Richtung von e ;n, t und e, bilden ein Rechtssystem. 7 zeigt in positive t-
Richtung = positive Schubspannungsordinate. Der Punkt Z liegt somit in der positiven Hilfte
der Mohrschen Ebene. Weitere Werte:

on = w — 3k (9.5)
tan 20 = _Ter (9.6)
oM — 0z
V3k
= ——— = 2 = °© = ° .
AT V3 =28=60° = (=230 (9.7)

R= \/(UX —om) 72 = VE2 + 3k =2k (9.8)
9.9

o1 =0y + R =5k = 0maz
ogs=oy —R=Ek

2. n um e, um 15° beziiglich e,, gedreht. n, t und e, bilden Rechtssystem. 7 zeigt in positive
t-Richtung = positive Schubspannungsordinate.

3. n um e, um -30° beziiglich e, gedreht. n, t und e, bilden Rechtssystem. 7 = 0 = n zeigt
in Richtung einer Hauptachse. ¢ ist die grosste Hauptspannung und wird als o1 definiert.

4. n zeigt in Richtung von e,. n, t und e, bilden Rechtssystem. 7 zeigt in negative t-Richtung
(aber in positive e,-Richtung deshalb ist 7., > 0) = negative Schubspannungsordinate. Der
Punkt X liegt somit in der negativen Hilfte der Mohrschen Ebene.

5.n um e, um 15° beziiglich e, gedreht. n, t und e, bilden Rechtssystem. 7 zeigt in negative
t-Richtung = negative Schubspannungsordinate.

6. num e, um -30° beziiglich e, gedreht. n, t und e, bilden Rechtssystem. 7 = 0 = n zeigt
in Richtung einer Hauptachse. Diese Hauptrichtung wird als e; definiert, damit sie zusammen
mit e, =€ und der oben definierten Hauptachse e; ein Rechtssystem bildet.

7. n um e; um -45° beziiglich e, gedreht, liegt in der Ebene senkrecht zu e;. n, t und e,
bilden Rechtssystem. 7 zeigt in negative t-Richtung; der zugehorige Punkt liegt somit in der
negativen Hélfte der Mohrschen Ebene = negative Schubspannungsordinate.

8. n zeigt in Richtung von e, = [ liegt in der Ebene senkrecht zu e;. n, t und ez bilden
Rechtssystem. o ist Hauptspannung os.

9. n um e; um 45° beziiglich e, gedreht, liegt in der Ebene senkrecht zu e3. n, t und e;
bilden Rechtssystem. 7 zeigt in positive t-Richtung; der zugehorige Punkt liegt somit in der
positiven Hélfte der Mohrschen Ebene = positive Schubspannungsordinate. 7 ist die absolut
grosste Schubspannung.

Berechnung von 7,44:

o1 —oy bk+k
T, 5 5 3
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Abbildung 9.4: Mohrsche Spannungskreise. Der Winkel 2« soll andeuten, dass bei einer Dre-
hung des Flichenelementes um « im Mohrschen Kreis um 2a gedreht werden muss.

Zum Schluss noch eine allgemeine Anmerkung: man dreht immer um die Hauptrichtung, deren
Hauptspannung nicht auf dem betreffenden Kreis liegt, das heisst:

e, — o1 und o3 liegen auf Kreis
e, — o9 und o3 liegen auf Kreis

e; — o1 und oy liegen auf Kreis

Aufgabe 2

Auf gegeniiberliegenden Seiten eines Quaders wirken Kréfte vom Betrag F; = 18000 N und
F> =20000 N. Sie stehen senkrecht auf der Fliche und sollen auf die ganze jeweilige Fliche
wirken (Geometrie siehe Abb. 9.5).
Fiir einen Punkt P im Inneren des Koérpers (weit entfernt von den Krafteinleitungsstellen)
bestimme man die in den gezeichneten Schnittflichen S; und Se auftretenden Normal- und
Schubspannungen:

a) rechnerisch,

b) mit Hilfe des Mohrschen Kreises.
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Fl‘ A4,
®=45 \’,\ | \J\
| 4,
[ r
[ z
| %
[ b%
F2 - - | :>/ - S2
5cm F, X
|
=307 |
7 g | b 1 cm
A, :
3 3cm 5
F,

Abbildung 9.5: Quader (nicht massstéblich) mit Schnittflichen S; und Ss.

Gegeben: Fy, Fs, Geometrie.

Gesucht: o und 7 in Schnittflichen
a) rechnerisch,
b) mit dem Mohrschen Kreis.

Losung:

Wir betrachten im Folgenden nur Punkte im Inneren des Koérpers, die geniigend weit von den
Seitenflichen entfernt sind. Geméss dem Prinzip von St. Venant klingen Spannungsspitzen
an Krafteinleitungsstellen mit zunehmendem Abstand sehr schnell ab, so dass wir annehmen
konnen, dass diese Spannungsspitzen keinen Einfluss mehr in Punkten im Inneren des Kérpers
haben.

Da die Krifte auf gegeniiberliegenden Seiten gleich gross sind und Volumenkréfte vernachlés-
sigbar sein sollen, bildet sich im ganzen Inneren des Quaders ein homogener Spannungszustand
aus. Zudem wirken die Kréfte senkrecht auf die Seitenfléche, so dass alle drei Hauptspannun-
gen unmittelbar bestimmt werden kénnen (im Weiteren verwenden wir wie im Maschinenbau

iiblich [N/mm?)):

Fy 18000 N N
7z Ay 30 mm - 10 mm mm? (Zug)
Fy —20000 N N
Tz Ay 10 mm - 50 mm mm? (Druck)
oy =10

Anmerkung: An dieser Stelle sollten schon die ersten Plausibilitdtsiiberlegungen stattfinden:
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beispielsweise hat der allgemeine Baustahl St33 eine Zugfestigkeit von R,, =~ 300%, das
heisst die hier berechneten Werte liegen in einer realistischen Gréssenordnung.

a) Da die drei Hauptspannungen bekannt sind, kann die Spannungsmatrix fiir einen Punkt
im Inneren des Quaders unmittelbar angegeben werden:

o, 0 0 40 0 0
[M,y:=1]0 o, O|=|0 0 0 5
0 0 o, 0 0 60| ™M

Anmerkung: Da in Schnitten senkrecht zur y-Achse keine Spannungen auftreten, handelt
es sich um einen ebenen Spannungszustand (ESZ).

Um die Spannungsvektoren in beliebigen Schnitten bestimmen zu kénnen, miissen nun noch
die entsprechenden Normaleneinheitsvektoren bestimmt werden. Zuerst betrachten wir die
Flache Sy:

1
ng,
V2 \g
—40 0 O 1
N 1
= s(S1)=Tng,=| 0 0 0|— |
- m
0 0 60 0
—40
1 N
= 0 SR

Um o und 7 zu erhalten, muss nun noch s in Richtung von ng, bzw. tg projiziert werden:

1_40N1 N N

1
- B — - . (= —20
V2 mm? /2 0 2 mm? mm?

o=s(51) ng =

o O

7 kann nun auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt werden (Projektion von s auf tg auf
Grund des ESZ mdglich):

40 -1

1 [ N 1 N
oder
N N N
|7']:\/S(S1)2—02:\/800 2—400 2:20 3
mm mm mm

Bei der zweiten Variante muss immer noch iiberlegt werden, ob 7 in Richtung von t
(= 7 > 0) zeigt oder nicht.
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Fiir die Schnittfliche Sy kénnen die Spannungen analog berechnet werden:

1 -1
ng, = B 0
V3
—40 0 O N 1 —1 20
=8(%)=Tng,=| 0 0 0 7% 0| = 0 —
o o0 60" V3 30v3/) "M
20 1
N 1 N
= 0 =5(52) ng, = 0 55| 0 | =35—5
30v/3 mm= 2 V3 mm

Hier muss beachtet werden, dass n, t und e, ein Rechtssystem bilden, also gilt:

55225 0

30°
Abbildung 9.6: Verhéltnisse bei S;. n, t und e, bilden ein Rechtssystem.

Somit kann 7 berechnet werden:

20 V3
N 1 N N
T=5(8) tg,=| 0 | —— |0 |=25V3—5~433
30\/5 mm 1 mm mm

b) Schon zu Beginn wurden die drei Hauptspannungen bestimmt. Somit lassen sich sofort die

drei Mohrschen Kreise zeichnen.

Zunéchst werden wieder die Spannungen im Schnitt S; bestimmt. Wenn wir Abbildung 9.5

betrachten, so sehen wir, dass der Schnitt um die e,-Achse gedreht wurde.

Dies wiederum bedeutet, dass wir uns auf dem Mohrschen Kreis bewegen, der nicht durch

o1 = 0, geht (s. Abb. 9.7).

Die Drehung erfolgt in positivem Drehsinn, das heisst im Gegenuhrzeigersinn um e, (rechte-
Faust-Regel); sie betrigt 45° gegeniiber der Fliche, auf der e, senkrecht steht. Im Mohrschen
Kreis bedeutet dies eine Drehung um 2¢, das heisst um 90° und wir erreichen den Punkt A.

Dort lasst sich ablesen:

N N
=20

oc=-20
mm? mm?
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e

Abbildung 9.7: Die Mohrschen Kreise. Die grosste Hauptspannung wird mit o1 bezeichnet,
die weiteren Hauptspannungen so, dass sich ein Rechtssystem e;, ey, €3 ergibt. Hier wird
daher o, zu 01; 02 und o3 ergeben sich anschliessend.

Die Spannungen im Schnitt Sy ergeben sich durch Drehung um e,, das heisst wir bewegen
uns auf dem Kreis, der durch o; und oy geht.

Es gilt allgemein, dass eine Drehung in positiver Drehrichtung um e, eine Drehung im Ge-
genuhrzeigersinn im Mohrschen Kreis bedeutet. Analog gilt der Umkehrschluss:

im Raum: = im Mohrschen Kreis:

o mit negativem Drehsinn Drehung um 2a im Uhrzeigersinn

Im Falle von Sy gilt:

S
< t
\/ \ positiver Drehsinn um e,
o

tatsdchliche Drehrichtung

&

Abbildung 9.8: Tatsdchliche Drehung erfolgt mit negativem Drehsinn

a = 30° mit negativem Drehsinn = Drehung im Uhrzeigersinn um 2a = 60° im Mohrschen
Kreis. Wir erreichen den Punkt B und lesen dort ab:

N N
2 TRA3——
mm mm

c=235
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Die genaue Werte kénnen mit Hilfe des Mohrschen Kreises evaluiert werden (vergleiche Auf-
gabe 1):

o1~y 60— (—40) N N
2 a 2 mm? mm?

N
mm?

R=

O‘m1220'1—R:10

Damit sind die gesuchten Spannungen bestimmbar:

T V3
2

1B _ in2a = sinb0° =
R SN 2 St

3 N N
2 mm? mm?
OB — Om12 o 1
B 7 Iml2 L s2a = cos 60° = =
7 cos 2o = cos 5
N
= 0B = 35mm2

Aufgabe 3

Gegeben ist die Spannungsmatrix in einem Punkt P:

a) Man bestimme die Betrige der drei Hauptspannungen.

b) Man ermittle mit Hilfe des Mohrschen Kreises die Richtung der grossten Hauptspannung
und skizziere deren Lage.

Gegeben: [T]

TYz
Gesucht: a) o1, 09, 03
b) e, e, €3

Lésung:

a) Eine Hauptspannung kann direkt abgelesen werden:
o1 = 3k
Die beiden anderen Hauptspannungen konnen mit Hilfe des aus der linearen Algebra bekann-
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ten Eigenwertproblems bestimmt werden (siehe Sayir et al. Band 2, Gl. (15.56)):

—040y — Oy0, — 0,0, + Tﬁy + Tﬁz + Tﬁz = — (0102 + 09203 + 03071)
—6k> 4 12k + 8k% + 0+ 0 + 16k* = — (3koy + 02 (—2k — 09) + 3k (—2k — 09))
30k* = — (3koy — 2koy — 09® — 6k — 3ko)
24k* = 2kog + 09>
092 4 2koy — 24K* =0
—2k & V4k? + 96k —2k + 10k

09, = 5 5 = —k £ 5k
= 021 = 4k und 022 = —6k
Die drei Hauptspannungen lauten somit o; = 3k, oo = 4k, 03 = —6k. An dieser Stelle bilden

sie noch kein Rechtssystem, sondern sind nur der Grosse nach bestimmt.

b) Die Spannungsmatrix [T] hat noch nicht die Form, die zum Zeichnen der Mohrschen Kreise
notwendig ist, das heisst wir miissen die Komponenten noch zyklisch vertauschen:

2k 0 4k T —4k 4k 0 z
[Tlpy. =10 3k 0 y = (vyz = zzy) [T),, = |4 2k 0

sk 0 —4k| - 0 0 3k| y

r oy oz : r oy

Bevor die Mohrschen Spannungskreise gezeichnet werden, betrachten wir noch die Fliachen-
elemente in der xz-Ebene:

Abbildung 9.9: Fldchenelemente in der x — z—Ebene

Tz. zeigt am Flichenelement mit Flédchennormale in Richtung von e, in Richtung von t; der
Punkt Z liegt daher in der positiven 7-Héilfte der Mohrschen Ebene (siche Abb. 9.10).

Auf dem grossten Kreis befinden sich X und Z. Des Weiteren wurde die grosste Haupt-
spannung nun mit o1 bezeichnet. Um die weiteren Hauptspannungen bestimmen zu kénnen,
betrachten wir wieder die obigen Fléchenelemente (Abb. 9.11):

€;,€ey und e; wurden so gewéhlt, dass sich ein Rechtssystem ergibt. Damit sind die Haupt-
spannungen festgelegt:

0'1:4]{5 0'2:—6]{2 0'3:3k
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Abbildung 9.11: Hauptachsen

Zum Schluss soll nun der Winkel a bestimmt werden. Zuerst muss der Radius R des betref-
fenden Kreises bestimmt werden:
01— 02 6k + 4k o

5 = 5 5k

R=

Da die Schubspannung 7., = 4k bekannt ist, gilt:

. Ter 4k 4
S1n 25 = f = 571{7 = g
= 28~531° = [=~26.6°
= a=90°—[=90°—26.6° = 63.4°

9.5 Verstiandnisfragen

Erldutere den Begriff Spannung!
Erklédre den Begriff Normalspannung und Schubspannung!

Was versteht man unter einer zuléssigen Spannung?

= L N

Was bedeuten die einzelnen Elemente im Spannungstensor?
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© % N> o

10.
11.

Welche Grossen koénnen mit Hilfe des Mohrschen Kreises bestimmt werden?

Wo liegen die Hauptspannungen im Mohrschen Kreis?

Kann der Mohrsche Kreis angewandt werden, wenn keine der Hauptspannungen bekannt ist?
Mit welchen Methoden lassen sich die Hauptspannungen aus dem Spannungstensor berechnen?

Wie kann man die Schubspannung berechnen, falls der Spannungsvektor s an einem Flédchenele-
ment mit Normalenvektor n gegeben ist?

Welche Grosse gibt der Radius des Mohrschen Kreises an?

Wodurch ist der ebene Spannungszustand gekennzeichnet?
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Kapitel 10

Verzerrungen

10.1 Herleitung

Wird ein deformierbarer Kérper belastet, so geht er aus einer urspriinglichen Gleichgewichts-
lage in eine neue Gleichgewichtslage {iber. Dabei kénnen fiir kleine Verformungen die in Ab-
bildung 10.1 gezeigten Effekte auftreten.

A B C D
Q ’
P’ R
Translation Rotation Dehnung Schubverzerrung
Starrkdrperbewegungen Deformationen

Abbildung 10.1: Unter dusserer Belastung eines Korpers auftretende Starrkérperbewegungen
und Deformationen eines infinitesimalen Elements

Wird nur der Punkt P betrachtet, so wird die neue Lage von P’ durch den Vektor PP’
charakterisiert. Dieser Vektor ist bei Deformationen abhéngig von der Lage des Punktes P
im Korper; es handelt sich also um eine vektorielle Ortsfunktion, das Verschiebungsfeld der
Deformation, im ebenen Fall gegeben durch:

u= ()

Hieraus kénnen die Dehnungen abgeleitet werden:

ou ou
Ex = 8; = Uz Ey = aiyy = Uyy (10'1)
Fiir die Winkel bei der Deformation gilt (vgl. Sayir et al. Band 2, S.57 f.):
ou ou
Ty = 87; =Uzy Tz = 87; = Uy (10.2)
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Die Winkel v, und -, setzen sich aus einer Starrkérperdrehung sowie aus Schubverzerrungen
zusamimen:

1

1

Yo = 5(’71 + ) + 5(71 ) (10.3)
1 1

Yy = 5(’71 + ) — 5(%: ) (104)

wobei %(% +7y) die Schubverzerrung beschreibt und %(% — 7y) der Starrkorperdrehung um
P entspricht.
Die Schubverzerrungen werden im Weiteren wie folgt definiert:

1 1
Caoy = Eyx = 5(% +w) = §(ny + Uy,z) (10.5)

Fiir die Winkeldnderung des rechten Winkels zwischen PR und P(Q gilt dabei die Vorzeichen-
konvention:
{> 0 : Winkelverkleinerung
zy

< 0 : Winkelvergrosserung
Die totale Winkelverkleinerung, das heisst der Schubwinkel, betrigt (im Bogenmass):
Yoy = Vo T Yy = Uya T Usy = 2 Euy (10.6)

Zum Abschluss kommen wir nochmals auf die anfangs vorgestellten Vorgénge zuriick und
stellen sie hier nochmals in einer Tabelle dar:

Beschreibung Starrkdrperbewegung  |Deformationen (allg.)
ux
Translation u= ( u, &=8=8,=0
u
R
VX
1
. \/" R}x=7(’yx7'yy)
Rotation ] €,=¢€,=€,=0
== (u,,-u, )
R, 2 Wy
EX = u.x,x
Dehnung keine &=,
£,=0
€.=
Schubverzerrung keine &=

gxyz 2 (uy,x+ ux,y
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10.2 Zusammenhang zwischen Verschiebungsfeld und Defor-
mationen fiir den ebenen Fall

Aufgrund der bisherigen Ergebnisse ist es nun entweder moglich bei:

e gegebenem Verschiebungsfeld die Dehnungen und Schubverzerrungen durch die kinema-
tischen Relationen e, = ug 2, £y = Uy y und e,y = % (Uz,y + Uyz), Oder

e bei gegebenen Dehnungen und Schubverzerrungen das Verschiebungsfeld

zu berechnen.
Die folgende Skizze soll das verdeutlichen:

Kinematische Relationen
(Differentiation)

T

xx Myy My Uyx Dehnungen, (g, ,ey)
Verschiebungsfeld
u

XUy \_/ Schubverzerrung (Sxy)

Integration

Beispiel: eindimensionale Deformation

g = Oy = /dux = /@d:p
ox
=

(@) — s (0) = /0 Ceuds

10.3 Verzerrungstensor

Alle bisherigen Uberlegungen in diesem Kapitel haben sich auf ebene Probleme bezogen. Diese
Erkenntnisse konnen problemlos auf dreidimensionale Fragestellungen erweitert werden, so
dass fiir die weiteren Dehnungen und Schubverzerrungen gilt:

1
Ez = Uz 2 Exz = i(ux,z + Uz,x) Eyz = §(Uy,z + uz,y)
Damit sind nun alle Komponenten der sogenannten Verzerrungsmatrix [E] bekannt:

€x Exy Exz
[Elayz = |€zy €y Eyz (10.7)
€xz Eyz Ez

Wie bei der Spannungsmatrix handelt es sich hierbei um die Komponentendarstellung ei-
nes symmetrischen Tensors zweiter Stufe, so dass alle Eigenschaften eines solchen Tensors
(vergleiche Kapitel 9 fiir den Spannungstensor) auch fiir E gelten:

- es gibt drei senkrecht aufeinander stehende Hauptrichtungen, bei denen die Schubverzer-
rungen verschwinden. Ein infinitesimales Rechteck wird somit wieder auf ein Rechteck abge-
bildet.
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- bei Drehung des Koordinatensystems gelten fiir die Dehnungen und Schubverzerrungen
{en, ent} folgende Beziehungen:

en = {n}T[E}{n} (10.8a)
ent = {t}T[E){n} (10.8b)

- es gibt einen Mohrschen Verzerrungskreis (vgl. Kapitel 9.3).

10.4 Aufgaben
Aufgabe 1

In einem Korper ist ein homogenes, ebenes Verschiebungsfeld gegeben:

ry
a
Uy =22 + Yy

Uy =

a) Man bestimme die Verzerrungsmatrix im gegebenen xry-Koordinatensystem.
b) Man bestimme analytisch Dehnung und Schubverzerrung an einer um 45° im Gegenuhr-
zeigersinn geneigten Richtung.

Gegeben: gy, uy
Gesucht: a) E

b) e¢, een
Lésung:

a) Der Verzerrungstensor lésst sich mit Hilfe der kinematischen Relationen bestimmen:

Ex = Ugx = Y
a
€y = Uyy =1
1 1 /x
Eay = 5 (Uay +uya) =5 (g + 2)

Damit gilt fiir [E]:

b) Fiir eine um 45° gedrehte Richtung gilt:
3V2) _ V2 (1
sv2) 2 \1
2 (7)
t=—
2 1
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Damit lassen sich nun mit Hilfe von 10.8a und 10.8b die Dehnung und Schubverzerrung
bestimmen:

ee = {n}'[E){n} = \f(l’ D) [é( ‘ G 2)} = <1>

i) T 2 \1
(AD)
2a
:%[%+1+§+2]:2i+%+2%
1 Y24
cer = ()7 ()} = 51, 1) |+ L5 1]
=t =

Aufgabe 2

Allgemeine Einfiihrung zur Messung von Dehnungen:

Dehnungen werden in der Praxis mit Hilfe von sogenannten Dehnmessstreifen (DMS) gemes-
sen. Dabei handelt es sich um Drahtwindungen, die durch Dehnung eine Langenéinderung in
Messrichtung und somit auch eine Widerstandserh6hung erfahren. Hierauf beruht das Mess-
prinzip.

B
)}
F C
< ) |—»
C F
= )

Abbildung 10.2: Dehnmessstreifen

Bei der tatsdchlichen Messung wird der DMS so auf eine Oberfldche geklebt, dass er die
gleichen Dehnungen erfihrt wie der darunter liegende Korper. Die Vorgehensweise macht
deutlich, dass nur Dehnungen an der Oberfliche des Korpers gemessen werden kénnen. Da
die hochstbeanspruchten Stellen eines Bauteils oft ebenfalls an der Oberfliche liegen, stellt
eine Beschrinkung auf die Oberfliche keinen wesentlichen Nachteil dar.

Der Verformungszustand selbst ist durch die Grossen &, €, und e, gekennzeichnet. Da Schub-
verzerrungen mittels DMS nicht gemessen werden konnen, werden drei Dehnungen gemessen.
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Aufgabe:

Auf der unbelasteten Oberfléche eines Bauteiles aus Stahl (E = 210 GPa, v = 0.3) werden
in drei sich um 45° unterscheidenden Richtungen die Dehnungen ¢, = 2-1073, gy =038- 1073
und 45 = 2 - 1072 gemessen (siche Abb. 10.3).

45°

Abbildung 10.3: Messrichtungen

Fiir die unbelastete Oberfliche bestimme man mit Hilfe des Morschen Kreises:

a) E

b) die Hauptdehnungen

c¢) die Hauptdehnungsrichtung der grossten Hauptdehnung

d) die Richtung und den Betrag der maximalen Schubverzerrung fiir Schnitte senkrecht zur
unbelasteten Oberfliche.

Gegeben: e, =2 - 1073, gy =08 1073 und 45 = 2 - 1075.
Gesucht: siehe Aufgabenstellung.
Lésung:

a) Mohrscher Kreis, allgemein:

xy

Abbildung 10.4: Mohrscher Dehnungskreis
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Es gilt allgemein:

Ex — €
EM =&y + 5 y=§(5m+5y) (1)
Exr —EM
98 = =M 2
cos 2 7 (2)
Ey —EM
cos 2y = —Fr - cos(28 —2a)  (3)
y=p-«

Man erhélt so drei Gleichungen fiir drei Unbekannte (57, R und ).
Hier konkret:

1 1
aus (1): en = 5 (ea +&y) = 5(2+0.8) 103=14-10"3

- 1
aus (3): cos2y = cos(28 — 2a) = cos(28 — 90°) = sin 28 = % = 0.6-107°
0.6-1072
= 4
sin 23 (4)
6-1073
(4) in (2): cos2p = % -sin 23

= 28 =45° = [§=225° (5)
06-1073 1.2-1073

(5)in (4): R = @ =%

Damit gilt:
Exy
Ex —EM

tan 23 = =1 = eyy=e,—epm =0.6-10"7

Fiir die Verzerrungsmatrix ergibt sich somit:

2 06] .. 3
[Eley = [0.6 0.8] 10

Verformungen senkrecht zur Oberfliche kénnen mit Hilfe des Stoffgesetzes bestimmt werden
(siehe Kapitel 11, Aufgabe 1).

b) Die Beziehungen fiir die Hauptdehnungen ergeben sich aus Aufgabe a):

el=ey+R=14-10"3+ 1.2-107° 2.25-1073 = 0.225%
= = 1.4- ~ Z. . — U. 0
1 M \/§
1.2-1073
co=ey—R=14-1072 - " — ~0.55-1073 = 0.055%
V2

¢) Die Hauptdehnungsrichtung wurde schon in a) bestimmt:
B =922.5°
d) Ebenfalls aus a) konnen diese Werte bestimmt werden:

1.2-1073
Ezymaz = B = & ~0.85-1072 = 0.085%
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Die Richtung ergibt sich zu:

25 =45° +90° = 135°
0 =67.5°

Fiir den maximalen Schubwinkel, das heisst die maximale totale Winkelverkleinerung, gilt:
Vay,maz = 2€zy,maz = 1.7+ 1073 (im Bogenmass!)
In Gradmass umgerechnet ist dies:

Yey,maz ~ 0.097°

10.5 Verstidndnisfragen

1. Aus welchen Anteilen besteht der Verformungszustand allgemein?

2. Wie kommt man vom Verschiebungsfeld auf die Dehnung bzw. die Schubverzerrung und wie
werden diese dann in der Verzerrungsmatrix [E] angeordnet?

3. Wie sind die Dehnung und Schubverzerrung allgemein definiert?

4. Wie ldsst sich der Mohrsche Kreis bei den Verzerrungen verwenden? Zeige die Analogie zu
Spannungen!

5. Zeichne den Mohrschen Kreis fiir die Spezialfille (ebener Verformungszustand!): v, =k, e, =
ey=0und vy =6, =0,e, =k

6. Stimmen die Hauptrichtungen fiir den Mohrschen Spannungs- und Verzerrungskreis iiberein?
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Kapitel 11

Stoffgesetze fiir isotrope Materialien

11.1 Zugversuch

In den vorhergehenden Abschnitten wurden bisher Aussagen iiber Spannungen (aus Gleich-
gewichtsbedingungen) und Verformungen (aus geometrischen Betrachtungen) gemacht. Nun
werden diese Abschnitte miteinander verkniipft. Diese Verkniipfungen sind Eigenschaften von
Werkstoffen und werden auf experimentellem Wege bestimmt.

Das wichtigste Experiment hierfiir ist der Zugversuch. Dabei wird eine Zugprobe an beiden
Enden eingespannt, belastet und die hieraus resultierende Dehnung gemessen. Anschliessend
wird die Spannung {iber der Dehnung aufgetragen. Man erhélt so das Spannungs-Dehnungs-
Diagramm (siehe Abb. 11.1).

s

Abbildung 11.1: o-e-Diagramm fiir duktiles (verformbares) Material

Bis zu einer bestimmten Spannung, hier als o, bezeichnet, gibt es einen linearen Zusammen-
hang zwischen ¢ und &; man befindet sich im linear-elastischen Bereich.
In diesem Bereich gilt folgende Beziehung (Hookesches Gesetz):

c=F-¢

. L (11.1)
mit E: Elastizitatsmodul

Der Elastizitdtsmodul E ist somit der Proportionalitidtsfaktor zwischen o und e.

Es lassen sich aber noch weitere Beobachtungen im Zugversuch machen: zeigt die Langsachse
der Probe in z-Richtung und wird auch in dieser Richtung belastet, so stellt man neben der
Dehnung in Langsrichtung auch Dehnungen in y- und z-Richtung fest, das heisst Dehnungen
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quer zur Belastung. Diese Querdehnungen sind iiber folgende Beziehung mit der Dehnung in
Zugrichtung verkniipft:

Ey =€, =—V- &

mit v: Querdehnungszahl
Daraus lassen sich zwei Dinge ablesen:

e verldngert sich ein Stab unter einer Kraft in Langsrichtung, so werden die Abmessungen
quer dazu kleiner.

e ein einachsiger Spannungszustand fiihrt zu einem dreiachsigen Verformungszustand.

11.2 Torsionsversuch

Beim Zugversuch wurden die Zusammenhénge zwischen Normalspannung und Dehnung un-
tersucht. Dabei sind die Schubspannungen und Schubverzerrungen in Ebenen senkrecht zur
Zugrichtung gleich Null. In einem zweiten grundlegenden Versuch, dem Torsionsversuch, ist
es genau umgekehrt. Durch das dussere Torsionsmoment geht das infinitesimale Element dx
in eine deformierte Lage tiber, gekennzeichnet durch den Winkel .

/
J
I3

Abbildung 11.2: Torsionsversuch an einem diinnwandigen Rohr (§ < r)

Fiir den Schubwinkel v gilt dabei folgende geometrische Bezichung:

y=1 % (11.2)
Aus den Gleichgewichtsbedingungen an einem beliebigen Querschnitt erhilt man das dort
wirkende Moment M. Dieses muss gleich gross sein wie die an dieser Stelle wirkenden Schub-

spannungen multipliziert mit Rohrradius und Querschnittsfléiche, also:

Ti=71-2wr-6-r
M, (11.3)

==
"= 92
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Wenn nun analog zum Zugversuch 7 iiber v aufgetragen wird, so erhélt man eine &dhnliche
Kurve wie in Abbildung 11.1 und wieder einen &hnlichen linearen Zusammenhang (hier bspw.
fir 7,y und 7zy):

Toy = G - Yoy = G - 264y

: (11.4)
mit G: Schubmodul

Es lasst sich ausserdem zeigen, dass zwischen E, v und G fiir isotrope Materialien folgender
wichtiger Zusammenhang besteht:

E=2G(1+v) (11.5)

Hinweis 1: Mit zwei aus den drei Materialkennwerten aus Gl. (11.5) lasst sich das mechani-
sche Verhalten isotroper Materialien komplett beschreiben.

Hinweis 2: Der Fall v = % beschreibt inkompressibles Material (beispielsweise gummielasti-
sche Materialien).

11.3 Veranschaulichung der durch Normal- und Schubspan-
nungen hervorgerufenen Deformationen
In Kapitel 10.1 wurden schon die méglichen Deformationen - Dehnung und Schubverzerrung

- skizziert. An dieser Stelle sollen nun noch einmal kurz die Zusammenhénge zwischen Span-
nungen und Deformationen veranschaulicht werden:

1. Zugversuch:

F ) Dehnung
G Seiten-
A y
|
I
| /—\» | (51
kleines T
[ ]
| Volumen- !_ Querkontraktion
l@ element s T
| - :
P 1 Drauf-
, . sicht S Quer-
' G- F © l kontraktion
l A
F
Querkontraktion

Abbildung 11.3: Durch Normalspannung verursachte Deformationen

In jedem Punkt im Inneren des Korpers bildet sich ein einachsiger, homogener Spannungszu-
stand mit Normalspannung o aus, der zu den skizzierten Deformationen fiihrt.
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2. Torsionsversuch:

Die dem Volumenelement zugeordneten Schubspannungen und Winkel sind:
=1

mit Ip: polares Flichenmoment (s. Kapitel 18)

T -R

.
’Y:Ey:'Yx?L'Vy:a

— — ] —_—

kleines Flachen- // / / T ’ny 1
/ /
elemer{t an der l ]’C l Y I .
Oberfldche : —— ,
/ /
Y7 — ,
/ /\ /4—‘5 -—T1

| %
ul

Abbildung 11.4: Durch Torsionsmoment hervorgerufene Deformationen

11.4 Temperaturdehnungen

Neben Kriften kénnen auch Temperaturdnderungen die Ursache von Verformungen sein. Bei
homogenen und isotropen Werkstoffen sind die Dehnungen in alle Richtungen gleich gross.
Schubverzerrungen treten dabei nicht auf. Die Temperaturdehnung wird wieder an einem
Probestab gemessen. Experimentell lasst sich bei einer Temperaturidnderung von Ty auf T3
folgendes Ergebnis feststellen:
Al
E:T:Oz‘(Tl—T())
mit a: Ausdehnungskoeffizient (materialabhingig) [1/K]

(11.6)

Aus GI. (11.6) ist auch ersichtlich, dass die Temperaturdehnung bei Abkiihlung auf die Aus-
gangstemperatur Ty wieder verschwindet.
11.5 Mehrachsige Spannungszustinde
In Abschnitt 11.1 wurde das sogenannte Hookesche Gesetz
c=F-¢

nachgewiesen. Diese Beziehung gilt aber nur fiir den einachsigen Spannungszustand (beispiels-
weise beim Zugversuch). Die Erweiterung auf den dreiachsigen Spannungszustand erfolgt nun.
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Abbildung 11.5: Beim homogen-isotropen Korper sind Spannungshauptachsen auch Deh-
nungshauptachsen

Hierzu soll ein Quader (sieche Abb. 11.5) betrachtet werden, an dessen Fléchen die Nor-
malspannungen o, o, und o, wirken, aber keine Schubspannungen (z, y und z sind also
Spannungshauptrichtungen).

Man stellt experimentell fest, dass nur Dehnungen e;, €, und e, auftreten, jedoch keine
Schubverzerrungen €.y, €52, €y-. Dies bedeutet, dass die rechten Winkel des Quaders erhalten
bleiben und somit z, y, z auch Dehnungshauptachsen sind. Da die Beziehungen zwischen
Spannungen und Dehnungen linear sind, kénnen sie iiberlagert werden. Es ergeben sich somit
die Dehnungen im dreiachsigen Spannungszustand mit Beriicksichtigung der Temperaturdeh-
nungen:

ex =3 lon—v(oy+o0.)]+a-AT (11.7a)
gy =3loy—v(op+o.)]+a-AT (11.7b)
e =+lo.—v(og+oy)+a- AT (11.7¢)

Greifen am Quader in den Flichen zusétzlich auch noch Schubspannungen 7.y, 7., 7. an,
so édndern sich die Dehnungen ¢, €,, €, nicht mehr, jedoch kommt es zu einer Anderung der
urspriinglich rechten Winkel durch Schubverzerrungen:

Exz = %/71‘2: = 72-% (118b)
6y2 _= %’}/yz = % (118C)

Bei vielen Problemen sind die Dehnungen oder Temperaturianderungen bekannt und gesucht
werden die Spannungen. Es kann gezeigt werden, dass dies durch folgendes Gleichungssystem
moglich ist:

oo =1 [eot i a2y +22)| — tEpaAT (11.92)
oy =15 (e + i (e ey + )| - EpaAT (11.9b)
o, =i {52 + %5 (€x + &y + 52)} — ZoaAT (11.9¢)
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11.6 Aufgaben

Aufgabe 1

Diese Aufgabe ist eine Fortsetzung der Aufgabe 2 des Kapitels 10. Man bestimme noch
zusétzlich:
a) den Spannungstensor fiir das xyz-Koordinatensystem
b) die Hauptspannungen
c¢) die Hauptspannungsrichtung fiir die grosste Hauptspannung
d) den Betrag und die Richtung der grossten Schubspannung fiir Schnitte senkrecht zur
Oberfléche

Gegeben: e, =2-1073, g, = 0.8- 1073 und g45 = 2 - 1073 (siche Abb. 10.4)
Gesucht: [T), ok, &, Tmax
Lésung:

a) Da es sich gemiss Aufgabe um eine unbelastete Oberfliiche handelt, kénnen wir sofort
angeben:

Oy = Typs =Ty, =0

Des Weiteren gilt mit den Gleichungen (11.7) fiir den ESZ:

_ 1
e, =2-10 3:E[O‘Z—I/O'y] (1),
3 1
gy =0.8-107" = b oy —voz] (2),
v
eom L loat o). 3)

Man erhélt so drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Damit ergibt sich:

- F
aus (1): oy = To — Ze

v

1 - FE
in (2): ey = o <M - Vax>
v
. N _ .0%.10-3 N -3
., _vEe,+Be, _03-210000 5 08107 + 21000055, - 2-107 N
T T 1-0.09 SO e
Damit gilt:
N N
oy N 323mm2

Zuletzt kann noch e, berechnet werden:

e: =~ (0u +0,) ~ —0.0012 = —1.2- 10"
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Die restlichen Spannungskomponenten lassen sich mit Hilfe von Gleichung (11.8a) berechnen:

1 Try . FE
foy T QT T g M 2(1+v)
E N
:>Txy:5xy'1+yzg7mm2
Damit gilt fiir [T]:
517 97 0 N
T],,.= |97 323 0| —
o o o™

b) Wir verwenden Beziehungen &hnlich wie in Aufgabe 2 a) des Kapitels 10 (hier ebener
Spannungszustand):

oz + Oy N
- — 420
oM 2 mm?2
tan2f = — W 1 = 28=45°
Op — OM

Berechnung von R:

. . o V2 Try 2Ty N
sin 23 = sin45 =5 =5 = R= G %137mm2
Damit gilt fiir die Hauptspannungen:
N N N

o1 =0y + R~ 420 5 + 137 5 = 557 5
mm mm mm

o9 =0y — R~ 283 5
mm

c¢) Fiir die Hauptspannungsrichtung gilt:
28 =45° = [=225°
d) Aus dem Mohrschen Kreis ergibt sich (Abb. 10.4):

N

‘ Ty |ma:c: R = 137mm2

Fiir den Winkel gilt:
2y =264+90°=135° = 4 =67.5°

Dies muss so sein, da Hauptrichtungen im Spannungs- und Dehnungskreis {ibereinstimmen.
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Aufgabe 2

Ein quaderférmiger, deformierbarer Korper ist in z-Richtung auf Druck beansprucht und in y-
Richtung frei deformierbar. Die Querdehnung ist in z-Richtung durch eine geeignete Fiihrung
behindert.

4 ‘Z
—_—] ’  —
— s
Gx_. «— O, b
— D
—_— ——
X Y
P —a

Abbildung 11.6: Quader auf Druck beansprucht

Man bestimme ¢, €y, €, sowie oy und o.

Gegeben: a, b, ¢, B, v, 0,

Gesucht: e, €y, €2, 0y und o,

Lésung:

Aufgrund der Verformungsbehinderung in der z-Richtung kann e, sofort bestimmt werden:
e, =0 (1)

Da in y-Richtung keine Krifte angreifen (freie Oberfléche), gilt dort:
oy =0 (2)

Unbekannt sind nun noch folgende Gréssen: €., gy, 0.. Die zur Bestimmung notwendigen
Gleichungen erhélt man aus dem Stoffgesetz:

Ex = B [Uw - V(Uy + UZ)] (3)
fy = gloy—vioeto)] (@
f= glo—viota) O

[0, —voy] = o0, =vo; (Druck) (6)
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(6) und (2)in (3):

1 o
5x:E[Ux—V-VUI] :Em(l—VQ) (7)
(6) und (2) in (4):
1 Vo
ey = 1 lvos —vove) = "2 (1) (9
Anmerkung: Man kénnte auf die Idee kommen, zu Beginn ¢, = % zu formulieren! Da

aber auch Spannungen in z-Richtung auftreten, rufen diese Spannungen Querdehnungen in
x—Richtung hervor. Diese Dehnungen werden den Dehnungen aufgrund o, iiberlagert und
fithren auf Gleichung (7). Daher sollte man bei solchen Aufgaben immer zuerst Verformungs-
einschréankungen und freie Oberflachen identifizieren.

Aufgabe 3

Gegeben sei die folgende Spannungsmatrix in einem Punkt P eines Korpers K mit E-Modul
Eund v =1

3
o —20 0
M)y, = |20 o 0
0 0 O

Man bestimme den Verzerrungstensor E.

Gegeben:
Gesuchit:

et (|3

Losung:

Man formuliert das Stoffgesetz in skalarer Schreibweise und setzt ein:

1 1 2 o
w=5 -3 =55
10 1 2 o
a5 lo-3| =3 %
1[ 1 1 2 o
S _‘3”‘3“} =3 F
Yoz =0
Yyz =0
Somit gilt fiir E:
Ex %'ny %'sz % 20 0 4
[E}:ryz = 575514 Ey 2Vyz | = —20 % 0 SiE
5 Vzz %'sz €z 0 0 _%
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Alternative (vgl. Sayir et al. Band 2, Seite 85).

Mit Hilfe der Spannungs- und Verzerrungsdeviatoren kénnen folgende Beziehungen formuliert
werden (e und o7 sind die jeweils erste Grundinvariante des Verzerrungs- bzw. Spannungs-
tensors):

E=E"+ 1 1)

T-1"+ %1 (2)

e = 1 —E21/UI (3)
TP — 9GEP = E D (4)
= = 14+v=

(1), (2) und (3) in (4):

3 1+v 3E
1-9 E
T-1+ Y 6/ 1=—FE
= 3= 30+ 2T 1=
E
T - 1=
= 115,727 12
1+v
E = _ 1
=T < 1+y‘”>
1+v v
E = T- 2511
=T g = g%

Diese Beziehung ist allgemein giiltig!
Hier gilt (erste Invariante: oy = o + 0 = 20):

1
E- —T- 01
=7 3= 3E°=
_ g _
m= | S BT PR b o o2
=— |20 o 14 = |20 % C—
BE g 0 o] 3F oo 1 o o -g| 3E

11.7 Verstindnisfragen

1. Wie lautet das HOOKEsche Gestetz fiir den einachsigen Spannungszustand und was driickt es
aus?

2. Wie viele Materialkonstanten gibt es im Fall isotroper linear elastischer Materialien und welcher
Zusammenhang besteht zwischen diesen Konstanten?

3. Was passiert, wenn ein fest eingespannter Stab, von der Temperatur 77 auf die Temperatur 75
abgekiihlt wird?

4. Nach welchen Grossen werden Bauteile aus duktilen und sproden Materialien jeweils dimensio-
niert?

5. Nenne die Spannungs- Verzerrungs- Beziehungen sowie die Verzerrungs- Spannungs- Beziehun-
gen!
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Kapitel 12

Zug und Druck

12.1 Herleitung

Ein prismatischer Balken (siehe Abb. 12.1) ist an seinem linken Ende eingespannt. Am freien
rechten Ende greift eine Normalkraft N an.

N S
—*=X ——-> I_E a
ly L y
b

Abbildung 12.1: Prismatischer Balken

Die Kraft N greift im Schwerpunkt S an. Demzufolge ist die Beanspruchung des Balkens Zug
(oder Druck). Die Spannungsverteilung in einem beliebigen Querschnitt ist konstant und die
Normalspannung betréigt:

(12.1)

Oy —

wobei A die Querschnittsfliche ist (A = ab).

Falls die Normalkraft und/oder die Querschnittsfliche entlang der Langsachse z variiert, ldsst
sich Gleichung 12.1 folgendermassen verallgemeinern:

N(x)

= 12.2
Der Stab ist im einachsigen Spannungszustand, also lautet das Stoffgesetz:
ou
oy =Fe, =E a; (12.3)
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— —
X yl_g

5

X

Abbildung 12.2: Spannungsverteilung unter Zug mit konstanter Normalkraft und Quer-
schnittsflache.

Die Rénder des Balkens sind spannungsfrei, sie konnen sich frei verformen, weshalb sich der
Balken in einem dreiachsigen Dehnungszustand befindet:

eal) = 72

124
o () (12.4)
ey(a) = <o) = —v 7
mit Gleichung 12.2:
N(z)
L(z) = 12.
(@) = 505 (12.5)
Die Verdnderung der Léange des Balkens ist:
L 1 (L N(z)
AL :/ ex(z)dr = / dx (12.6)
0 EJo Alz)

Mit konstanter Normalkraft und Querschnittsfliche (N(z) = N und A(z) = A) lédsst sich
Gleichung 12.6 vereinfachen zu:

N
AL=L (12.7)

12.2 Aufgaben

Aufgabe 1

Eine Betonsdule (E-Modul E, Eigengewicht ) wird mit der Kraft P belastet (siche Abb.
12.3).
Bestimme die Normalspannungen und die Dehnungen entlang der x— Achse!

Gegeben: Geometrie, Belastung, E-Modul (E)

Gesucht: o,(z) und e,(z)
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10a

4,

3a

Abbildung 12.3: Skizze zur Aufgabe 1

Lésung:

Die Querschnittsfliche der Séule ist von x abhéngig:

A(x):a_(a+3a—a_x>:a2+cw:

10a 5

Das Gewicht der Séule oberhalb eines beliebigen Querschnitts ist:

a+a+ £ x azx ax?
Gz)=V(z)-v= _a %xvz % (2a2+€) = a’xy + 107
Breit
rel eTlrapezﬂéiche

Die Normalkraft ist die Summe der Kraft P und des Gewichts G(z):

azx?y

10

N(z) = — (P +G(x)) = =P — a*zy —

Die Kraft N(zx) ist negativ, weil sie eine Druckkraft ist!
Die Normalspannungen kénnen mit G1.12.2 berechnet werden:
@ N@) P+ o
oz(z) = =—
* A(x) a? + &

und mit Hilfe von Gleichung 12.4 sind die Dehnungen:

ou(z) P talay+ g

] (S
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Bemerkung: Der Rand der Séule ist spannungsfrei, d.h. dass am Rand die Spannungen
senkrecht zur Oberfliche verschwinden miissen. Die Spannungen miissen somit parallel zur
Oberfldche geneigt sein. Die nach G1.12.2 berechneten Normalspannungen sind aber zur Achse
der S#ule parallel. Der Rand der Sdule ist deshalb eine Zone, wo die Spannungen zur Achse
der Sdule nicht parallel sind. Wegen der geringfiigigen Neigung der Oberfliche kann dieser
Effekt jedoch vernachléssigt werden.

Aufgabe 2

Ein Stahlstab (sieche Abb. 12.4) wurde aus zwei Teilen mit unterschiedlichen Querschnitts-
flachen (Aj, Ag) gefertigt. Der Stab ist an beiden Enden eingespannt, wobei die Herstel-
lungstemperatur 77 = 25°C betrigt (der Stab ist spannungsfrei). Die Temperatur nimmt
auf Ty = —50°C ab. E-Modul: E = 200 G Pa, Ausdehnungskoeffizient: o = 1.2 - 1075 1/°C,
L1 = Ly = 300 mm, A; =400 mm? und As = 800 mm?2.

L, L,

4;

Abbildung 12.4: Skizze zur Aufgabe 2

Bestimme die Normalspannungen.

Gegeben: Geometrie, 11, Ts, F, a.
Gesucht: o5 (x)
Lésung:

Der Temperaturunterschied ist:
AT =T, — Ty = =50 — 25 = —75°C
Die Verkiirzung des Stabes wegen dem Temperaturunterschied wire:
ALy =AT-a-L=-75-1.2-10""-600 = —0.54 mm

Die Verkiirzung ist von der Fliche unabhéingig, sie hdngt nur von der Linge und von AT ab!
Es kann keine Léngenénderung auftreten, da der Stab eingespannt ist.Die Verkiirzung infolge
des Temperaturriickgangs muss deshalb durch eine Verléingerung infolge mechanischer Span-
nung kompensiert werden. Es treten daher Normalkrifte im Stab auf. Es gibt keine dussere
Belastung auf den Stab, deswegen bleiben die Normalkréifte in der ganzen Struktur konstant.
Wegen den verschiedenen Querschnittsflichen des Stabes sind aber die Normalspannungen
unterschiedlich.
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Eine konstante Normalkraft N, verursacht die folgende Verlidngerung der Struktur:

_ N.L1 n NcLo

ALy = <21
NTEA, T EA,

=5.625-1077- N,

Diese Verldngerung muss die Verkiirzung der negativen Temperaturdehnung kompensieren:

ALy +ALp =0
5.625-107% - N.=5.4-10"4

Somit betrigt die Normalkraft:
N. =96 kN

Die Spannungen sind dann in den beiden Teilen des Stabes:

N,
o1 = /TI = 240 M Pa

N,
o9 = A—; =120 M Pa

12.3 Verstiandnisfragen
1. Durch welche Schnittgrosse wird eine im Querschnitt konstante Zug- oder Druckspannung in
stabférmigen Bauteilen hervorgerufen?
2. Wodurch ist die zuléssige Belastung eines auf Zug beanspruchten Stabes begrenzt?

3. Wie ist der Zusammenhang zwischen Normalkraft, Querschnittsfliche und Zug- oder Druck-
spannung?
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Kapitel 13

Flachenmoment zweiten Grades

13.1 Herleitung

Die Flédchenintegrale:

. //y2 “ (13.1)
I, = //z2 dA

heissen Flichenmomente zweites Grades oder Flichentrigheitsmomente. Das Integral mit

Cyr = —// yzdA (13.2)

heisst gemischtes Flachenmoment oder Deviationsmoment.

gemischten Termen:

Beispiel: Rechteck

b1,

Abbildung 13.1: Rechteck fiir das Beispiel

Die Fldchentragheitsmomente eines Rechtecks beziiglich y- und z-Achse durch den Schwer-
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punkt C' sind:

a/2  rb/2 a/2 b2 a/2
Iy://z2dA: 22dydz:/ [y]_b/222dz:/ b 22dz
—a/2J—b/2 —a/2 —a/2

a/2  b/2 a/2 1,37b/2 a/2 p3 b3
Iz://y2dA: / y2dydz:/ [y} dz:/ 2 dr =Y
—a/2J—b/2 —a/2 3 —b/2 —a/2 12 12
Das Deviationsmoment des Rechtecks ist:
b/2

a/2  rb/2 a/2 y2 a/2 b2 b2
Cyz——/ yzdydz——/ z[] dz——/ z{—]dz—o
—a/2J~b/2 —a/2 L 2] a2 L8 8

Das Deviationsmoment beziiglich einer Symmetrieachse ist immer null.

Die Fliachentragheitsmomente beziiglich Achsen, die nicht durch den Schwerpunkt C gehen
(z.B.y’, z’ in Abb. 13.1), lassen sich mit dem Verschiebungssatz berechnen:

Iy=1I,+(Az)? A
Lo=1I1+(Ay)*- A (13.3)
Cy. =Cy, — AyAz- A

wobei Ay = % und Az = ¢ die Abstéinde der Achsen sind (siehe Abb. 13.1) und A die
Fliche ist. Falls die Flichentrigheitsmomente beziiglich 3’ und 2’ bekannt sind, lassen sich
selbstversténdlich auch I, und I, aus 13.3 berechnen. Hier ist Vorsicht geboten! Der Ver-
schiebungssatz darf nur zwischen einer Schwerpunktachse und einer nicht Schwerpunktachse
verwendet werden, nicht aber zwischen zwei beliebigen Achsen!

Die Flidchentréigheitsmomente hdngen nicht nur von der Position der Bezugsachse ab, sondern
auch von der Richtung der Achse. Diese Eigenschaft lésst sich mit dem Mohrschen Kreis dar-
stellen (siehe Abb. 13.2 fiir einen Dreieckquerschnitt). Die Flichentrégheitsmomente I, und I,
werden auf der horizontalen, das Deviationsmoment C,. auf der vertikalen Achse aufgezeich-
net. Aus diesen zwei Punkten - analog wie aus Spannungen und Dehnungen (siche Kapitel
9) - kann der Kreis gezeichnet werden und die Hauptrichtungen, fiir welche das gemischte
Fliachenmoment Cy, verschwindet (siehe Abb. 13.2 und Aufgabe), bestimmt werden.

Bemerkungen:

e Die Fliachentrégheitsmomente I, und I, sind definitionsgeméss positiv.

Demzufolge kann der Kreis nur in der positiven Hélfte von I, liegen.

Eine Symmetrieachse ist immer eine Hauptachse.
e Das Deviationsmoment beziiglich einer Symmetrieachse ist immer null.

e Die zweite Hauptachse liegt senkrecht zu dieser Richtung.
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Abbildung 13.2: Mohrscher Kreis fiir Flachenmomente

13.2 Tabelle fiir Flichentrigheitsmomente

Viereck-Profil:

ab a’b
Iys == ﬁ, Iy - 3 5 Cyszs O,
ab? ab? a?b?
=1 BT YT
z

N\

/ V.
/ y
b
Kreis-Profil:
TR*
Iys = Izs = T? Cyszs = 0
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Rohr-Profil:

Iys IZS
Dreieck-Profil:
b
Ys — 36 )
i
° 36
a

140

T (R —r%)
- 4 Cyszs = 0
A Zg
(\ & Vs
Q
g
Y120 Uszs T oo
o ab3 o a2b2
*T12 yz o1
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13.3 Aufgaben

Aufgabe 1

Der Querschnitt in Abbildung 13.3 besteht aus zwei Kreisprofilen (Radius R), die mit einem
Rechteckprofil (Abmessungen R x 2R) verbunden sind.

Y

%\\\\é@) .

Abbildung 13.3: Skizze zur Aufgabe 1

Bestimme die Flachentrigheitsmomente beziiglich y— und z—Achse.

Gegeben: Geometrie
Gesucht: I, und I,
Lésung:

Die Fliachentrégheitsmomente der Einzelteile (Kreis und Rechteck) beziiglich ihrer eigenen
Schwerpunktachsen sind:

g Rechteck __ LR4 IKreis _ ﬂ-R4

IRechteck —
y 127 # 127 4

wobei die oberen Indizes auf den Korper, die unteren Indizes auf die Achse bezogen sind. Die
Flachentragheitsmomente des ganzen Querschnitts konnen mit Hilfe des Verschiebungssatzes
13.3 bestimmt werden:

Iy —9. [IKreis + A2 . AKreis] + I?j%echteck

R4 8R*
—9 | 1 4R?%. R2 oo
[ 1 +4R*- R ’/T:| + 2
17 2
4 4
R [27r+3] 7.37TR
Und:
. R* 1 T 1
IZZQ-IKTelS IRechteck_ﬂ- —pd _pd| L |~ 1.74 4
+ 1, = + 6R R 5 + G T4R
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Aufgabe 2

Betrachte den z-Querschnitt der Abbildung 13.4.

a) Bestimme die Fldchentrégheits- und Deviationsmomente beziiglich y und z (I,
I, und Cy.).

b) Vereinfache I,,, I, und C, mit der Annahme: a > b.

c¢) Bestimme die Hauptflichentriigheitsmomente und Hauptrichtungen (a > b).

Gegeben: Geometrie

Gesucht: a) I, I, und Cy..
b) I, I, und C,, mit a > b.
c) I, I3 und a.

Losung:

a) Der Querschnitt besteht aus drei Rechtecken. Es gibt zwei Moglichkeiten I, I, Cy, zu
bestimmen:

i) Die Flichentrigheitsmomente beziiglich Schwerpunktachsen y, z der drei Rechtecke wer-
den mit Hilfe des Verschiebungssatzes bestimmt und anschliessend summiert.

ii) Aus den Flichentrigheitsmomenten beziiglich Schwerpunktachsen y, z eines grossen
Rechtecks (2a x (2a + b)) werden die Fléchentriagheitsmomente (bez. y, z) von zwei kleineren
Rechtecken (a x (2a — b)) subtrahiert (siche Abb. 13.6).

Losung i)
Fléchentrigheitsmomente der einzelnen Rechtecke (beziiglich eigener Schwerpunktachsen)

bESST="

a L]
/TZ,
s|’ y 2a
L]
L]
=S
1~// N ,‘J/zlbiL
a ‘\
3

Abbildung 13.4: Skizze zur Aufgabe 2
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sind:

12 7 # 12 7
ba a’b
2 _ 3 _ 2 _ 3 _
Ly, =1y, = 15 Ly=1=15

Der Gesamtschwerpunkt ist in S. Die Flachentridgheitsmomente I, und I, sind aus den Ein-
zelteilen durch den Verschiebungssatz zu bestimmen:

Iy = 1)+ I+ Azs - Ay + I)g + Az5 - As,
I =TI+ 1% + Ay - Ay + I35 4+ Ay3 - A3

wobei:
1 b
Ay2:§(a+b), AZ2=a—§a Ap = ab,
1 b
Aygzi(a—l—b), A23:a—§, As =ab
und damit:
8 ab’® b\ > C8aPb 4., . 2aD°

a

2a3b 22 1 2ab?
12

1
Fplarn?a] =204 2

Die Deviationsmomente beziiglich der eigenen Schwerpunktachsen sind null, das Deviations-
moment beziiglich S ist dann:

Cyz:0+0—Ay2A22-A2+0—Ay3A23'Ag
b\ 1 b\ 1
:——1 —_ = — . ——1 —_ — — .
( )(a 2>2(a+b) ab — ( )(a 2)2(a+b) ab

1
IZ:6ab3—{—2-[

272 3
3, a‘b® ab
—a3h4 — — —
ot 2
Z
I —+—=Wht-|l--——--—----- -5
I
I z Az,
|
I
[ < T _IF
L
I I
Az
I 3
: I 123
| | __.y3|_ _v
T T
Ay, Ay

Abbildung 13.5: Skizze zur Losung i)
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Loésung ii) Flachentrigheitsmomente der Rechtecke:

3
Jross 8a® - (2@ + b) Jgross 2a - (2& + b)
Y 12 ’ # 12 ’
Iklein _a- (2& - b)3 Iklein _ a3 i (2(1 - b)
yr 12 ’ S 12
Die Flachentragheitsmomente des Z-Profils sind dann:
Iy — Igross _9. I?ljiein + AZQ A ’ Iz — Igross —9. [Ifiein + AyQ A
wobei:
1 b
Ayzi(a+b), Az:i, A=(2a-"b)a
Und damit:

(2a —b)%a g
12 4
(2a — b) a® 1
12 4

2
I,=-a*2a+b)—2-

8 2
caa—01 =SB — 24202 + Zab?
3 a(2a b)] 3ab a“b +3ab,

1
IZZEa(2a+b)3—2-

Das Deviationsmoment ist:

2 2
(a+b)*a(2a— b)} = gagb + a?b? + gab?’

7N 1
+

b 1 1
CyZO—[0—<—2>. —2>(a—|—b) (20-0)-a+0-2-(a+b)(2a—b)-a
252 gpd
— By A
ot 2

b) Der Fall a > b bedeutet, dass b mit hoheren Exponenten verschwindet: b* ~ 0 fiir « > 2.
Die Flachentragheitsmomente lassen sich dann folgendermassen vereinfachen:

8

I, = §a3b, I, = %ag'b, Cy. = a®b
=W
%s jy/ A | 2a-b
=

2a+b

Abbildung 13.6: Skizze zur Losung ii)
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¢) Um die Hauptflachentrigheitsmomente zu bestimmen muss der Mohrsche Kreis gezeichnet
werden (siche Abb. 13.7).

K3
\

\

N

Abbildung 13.7: Mohrscher Kreis zur Aufgabe und Hauptachsen des Querschnitts

Der Radius des Kreises ist:

2
R?> = ((3> + 12> a’v? =24 = R =12

und daraus ergeben sich die Hauptflichentrigheitsmomente zu:

I, = <§ — \/§> a’b, I3 = <§ + \/§> a’b

13.4 Verstindnisfragen

. Was versteht man unter einem Fliachentragheitsmoment?
. Wie lautet der Satz von Steiner?

1
2
3.
4

Wie ist das gemischte Flachenmoment definiert?

. Was sind Hauptachsen und welche besonderen Kennzeichen haben sie? Was sind Haupttragheits-

momente?

Welche Aussage folgt fiir Querschnittsflichen mit mindestens einer Symmetrieachse beziiglich
des Deviationsmomentes I,,, und der Hauptachse?

Welche Aussage folgt fiir Querschnittsflaichen, bei denen I,,,=0 und I,=I, ist? Gib beispielhafte
Querschnitte an!

Was versteht man unter dem Begriff Widerstandsmoment und wie ermitteln man das Wider-
standsmoment bei zusammengesetzten Querschnitten?

Wie ist das Verhiltnis der beiden Hauptflichenmomente eines Rechteckes zueinander: linear,
quadratisch oder kubisch?

Wie bestimmt man den Geamtflichenschwerpunkt bei zusammengesetzten Querschnitten?
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Kapitel 14
Spezielle Biegung

Man betrachte den eingespannten prismatischen Balken in Abbildung 14.1. Am Ende des
Balkens greift ein Moment M an.

— |)M s/ a
L

Abbildung 14.1: Prismatischer Balken unter Biegebeanspruchung

Die Beanspruchung des Balkens ist ein konstantes Biegemoment vom Betrag M um die z-
Achse.

Die Spannungen in einem beliebigen Querschnitt senkrecht zur z—Achse kénnen mit der
folgenden Formel bestimmt werden:

Op =—— -y (14.1)

wobei I, das Flachentrigheitsmoment und y der Abstand von der z-Achse (siche Abb. 14.2)
ist.

Die Spannungsverteilung ist linear, in der Mitte des Querschnitts verschwinden die Span-
nungen (neutrale Achse). Am oberen Rand (y = —%) treten die positiv grossten (Zug), am
unteren Rand (y = %) die negativ grossten Spannungen (Druck) auf.

M
—eX I ) /
L —
"y P M o,
A 4

M(x)

s

X

Abbildung 14.2: Spannungsverteilung in einem prismatischen Balken infolge Biegung
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Die Dehnungen ¢, haben einen dhnlichen Verlauf wie die Normalspannungen: oben verléngert,
unten verkiirzt sich der Balken, er wird dann gekriimmt (siche Abb. 14.3).

Abbildung 14.3: Deformation eines Balkens infolge Biegung

Zwischen der Verschiebungen v(z) und dem Moment M gilt die Differentialgleichung der
Biegelinie als Beziehung;:

v(z)" = (14.2)

Die zweite Ableitung der Verschiebung v(x) ist gleich dem Moment dividiert durch den Ela~
stizitdtsmodul £ und das Fldchentrégheitsmoment I,. Wenn das Moment M (x) bekannt ist,
kann die Verschiebung durch zweifache Integration bestimmt werden:

1

o) = o / [ / M(:c)d:z:] dz + Ciz + Cy (14.3)

Die Integrationskonstanten (C1,C2) werden mit Hilfe der Randbedingungen bestimmt (siehe
Aufgabe).

Aufgabe

Ein elastischer Balken (Elastizitdtsmodul F, Flichentrigheitsmoment I, Linge 3L) wird
gemiss Skizze (Abb. 14.4) in A und C mit zwei Auflagern und in B mit einem Gelenk
gelagert. Zwischen A und B wirkt eine gleichformig verteilte Last p auf den Balken.
Bestimme die Lagerkréfte und die Verschiebungen.

p
4 B ¢
X

Abbildung 14.4: Skizze zur Aufgabe

Gegeben: Geometrie, p

Gesucht: Lagerreaktionen (in A, B und C'), Verschiebungen
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Lésung:

Die Struktur ist 1-fach statisch unbestimmt. Die zwei Gleichgewichtsbedingungen, die verti-
kale Komponentenbedingung und die Momentenbedingung (die horizontale Komponentenbe-
dingung ist trivial) sind (siche Abb. 14.5):

Abbildung 14.5: Systemtrennung

Z F, : nicht relevant

> F,: A+ B+C=pL (1)

5 5 3
ZMC:2BL+3AL—§pL2:O = B=pL-ZA (2

Aus (1) und (2) folgt:

L 1
C=pL-B-A=-24"4 (3
4 2
Das Problem ist 1-fach statisch unbestimmt, die Gleichgewichtsbedingungen reichen nicht
aus, um alle Lagerkrifte zu bestimmen. Mit Hilfe der Differentialgleichung der Biegelinie
(14.2) konnen sowohl die Lagerkrifte als auch die Verschiebungen bestimmt werden. Die

Biegemomente fiir den 1. und 2. Teil sind:

il
M1 (xl) = —A:Ul + ?p

L L? x Lz
Ma(eg) = ~A ey + 1)~ By 4 pl (a4 ) = —AL+ 'y + A% = pt52

Beide Momente sind als Funktion einer Unbekannten (A) ausgedriickt.

Die Differentialgleichungen lauten:

M1 (331) MQ (:L’g)
" _ " —
vy (.Z'l) - EI ’ Vg (x2> ET
Die Randbedingungen sind:
v1(0) =0, vi(L) =0,  vi(z1=1L)=wvy(x2=0), (4)

0
U2(O) = 07 U2(2L) = 07

Die Verschiebungen in A, B und C' sind null und die Verdrehungen der beiden Balkenteile in B
sind gleich. Die Differentialgleichungen kénnen durch Integration gelost werden. Die dadurch
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auftretenden Integrationskonstanten werden aus den Randbedingungen bestimmt. Fiir Teil 1

gilt:
1 x2
! = —_— —A 71
vy (1) EI/( 1‘1+p2>d$1

1 x? s
AL L0 i
(45 005 0 50).

EI
1 2
E/ ( 31 pf + K1> d:El
1 zt
F < F -~ + lel + KQ) (5)

Aus (4) und (5) folgt:

1 L3 A
L) = — (A= 4=+ K|L) =
Ul( ) 0 = EI< 6 -l-p24—|- 1 > 0
L3 L?
= K=oy A

Analog gilt fiir Teil 2:

1 2 A L
vy (22) = EI/ [—AL TP T2 (2 —p4>] ds
1 2 x3 (A L
= ﬁ |:<—AL —i—p2> xo + ? (2 —p4> +K3:|
Aus (4):
1 1 IR
v5(0) = ﬁKg und  vy(L) Bl ( A? p8>
, , 1,2 I3

vi(L) =v5(0) = Kz=-A— +P§

1 L2 x2 (A L
v (x2) = EI/ K—AL +p> 2 + 32 (2 —p4> +K3] dxo

2
1 L2\ z3 A L\ z3

Mit (4) zusammen folgt:
w(0)=0 = Ki=0
Aus der letzten Bedingung in (4) kann die unbekannte Lagerkraft A bestimmt werden:
v»((2L)=0 = A= EpL
24
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Aus (2) und (3) folgt:
9 1
B = 1—6pL und C = —@pl}

Die Verschiebungen aus (5) und (6) sind dann:

5 11
vi(x1) = 21ET (+6pL3x1 — Fpszf —&—pa:‘ll)
1 1 1 1
- | _= L3 - L2 2 - I, 3
va(2) = 557 < gPL T2t PEITS = o LT

14.1 Verstindnisfragen

1. Wie ist die Spannungsverteilung im Querschnitt bei spezieller Biegung?

2. Wie ist die Spannungsverteilung bei spezieller Biegung fiir den Fall eines Sandwich-Trigers aus
verschiedenen Materialien, aber gleicher Breite? Wie ist der Dehnungsverlauf?

3. Erkldre den Begriff Neutralachse! Wie wird ihre Lage bestimmt?
4. Was versteht man unter der Biegefestigkeit eines Tragers und wie wirkt sie sich auf die Forménde-
rung eines Biegetréigers aus?

5. Wie lautet fiir kleine Durchbiegung der Differentialzusammenhang zwischen Kriimmung, Nei-
gungswinkel und Durchbiegung eines auf Biegung beanspruchten Trigers?

6. Was versteht man unter dem Begriff Superpositionsprinzip (Uberlagerungsprinzip) zur Ermitt-
lung von Biegeverformungen?

7. Was sind Rand- und Ubergangsbedingungen und wie werden sie bei der Bestimmung der Bie-
gelinie beriicksichtigt?
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Kapitel 15

Methode der finiten Elemente

15.1 Herleitung

Die Methode der finiten Elemente (FEM) ist die am weitesten verbreitete numerische Me-
thode, um komplexe Probleme zu losen, deren Losungen analytisch unméglich oder nur mit
groben Ndherungen moglich waren. Bei dieser Methode wird die Struktur in ”endliche” Ele-
mente aufgeteilt. Die Verschiebungen und Kréfte werden an diskreten Punkten (Knoten)
berechnet und die Verschiebungsfunktionen innerhalb des Elements mit linearen, quadrati-
schen, kubischen Funktionen oder hoheren Polynomen approximiert. Ein Element zwischen
zwei Knoten wird als ideal elastisch deformierbar definiert (siehe Abb. 15.1).

a) b)
. i-1 i REA Y i+2( Q(0)
r‘x <\§ Vit ” . [ M, (M)
' 1 I+
4 aﬁﬁ ( A )
i 07 M, (0)
oM

Abbildung 15.1: a) Diskretisierung eines Balkens, b) Krifte und Momente an einem Element
der Linge A

Die Knoten konnen nur bestimmte Verschiebungen und/oder Verdrehungen ausfithren. Die
Anzahl der moglichen Verschiebungen und Verdrehungen eines Knotens bestimmt den Frei-
heitsgrad. Man entscheidet sich immer anhand des Problems fiir einen Elemententyp. Das
Element in Abbildung 15.1 hat beispielsweise vier Freiheitsgrade (zwei Verschiebungen und
zwei Verdrehungen). Damit kann also ein ebenes Problem behandelt werden, falls die Nor-
malkrifte (und Deformationen in Axialrichtung) vernachlissigt werden. Ein generelles 3D
Balkenelement hat dagegen zwolf Freiheitsgrade (sechs Verschiebungen und sechs Verdrehun-
gen).

Zwischen den Kriften und Verschiebungen in den Knoten gilt die folgende Beziehung:

[CT{A} = {F°} (15.1)
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wobei {A€} die Verschiebungen (lokaler Verschiebungsvektor) und {F°} die Krifte (lokaler
Kraftvektor) beschreiben. [C¢] ist die Elementsteifigkeitsmatrix. Fiir das Balkenelement in
Abbildung 15.1 gilt:

Vi1 —1Q(0() )

el _ AOéi_l el _ —*Mb 0
(acy = | = | o (15.2)

Aoy %Mb()‘)

12 6 —12 6
o EI| 6 4 -6 2
[C]_F -12 -6 12 —6 (15.3)

6 2 -6 4

Die Struktur der Matrix [C¢] kann mit dem Prinzip von Ursache und Wirkung erldutert
werden: die Verkniipfung zwischen einer Verschiebung v;_; (”Ursache”) und der Kraft Q(0)
("Wirkung”) wird durch das erste Element von [C¢] beschrieben:

EI
C*(1,1) = 1255
Eine Verschiebung v an der Stelle ¢ — 1 verursacht eine Kraft vom Betrag 12%1} an der Stelle
17— 1, usw.
In Gl. 15.2 sind die Verdrehungen «; mit der Elementlénge () multipliziert und die Momente
dadurch dividiert. Falls die Kréfte nicht an den Knoten wirken (¢(¢)), miissen sie in die Knoten
verteilt werden (siehe Sayir et al. Band 2, Kapitel 19):

1
{(F}y =) / 4(€) - N(€)de (15.4)
0
1—3¢%+ 263
N £—2¢2+ ¢
(Fy=a [Late) | a0 | ae (15.5)
_52 _1_53

wobei § = ¥ ist. Falls Einzelkriifte auf den Triger wirken, miissen die Koordinaten &; in Gl.

(15.4) ohne Integration eingesetzt werden.
Fiir die ganze Struktur kann eine Matrixgleichung formuliert werden:

[C]{A} ={P} (15.6)

Die Matrix [C] ist die globale Steifigkeitsmatrix, {A} ist der globale Verschiebungsvektor und
{P} ist der globale Kraftvektor. Die globale Steifigkeitsmatrix muss aus den Elementsteifig-
keitsmatrizen zusammengesetzt werden. Das Vorgehen hierzu ist das Folgende: von der lokalen
Nummerierung muss zu einer globalen Nummerierung iibergegangen werden und dementspre-
chend miissen die Elemente der Elementsteifigkeitsmatrizen in die globalen Steifigkeitsmatrix
eingetragen werden. Um das Vorgehen zu erldutern, wird ein Beispiel betrachtet (sieche Abb.
15.2). Um den richtigen Ort fiir die Eintréige der Elementsteifigkeitsmatrizen in [C] zu ermit-
teln, kann wiederum das Prinzip von Ursache und Wirkung verwendet werden; dabei miissen
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die lokalen Nummern durch die globalen ersetzt werden. Das Element C°(1,3) aus [Cf] ist
beispielsweise die Beziehung zwischen der Kraft am Stabanfang und der Verschiebung am
Stabende am Element 3. Die globalen Knotennummern sind dabei 3 und 4, also muss dieses
Element die Verkniipfung zwischen der Verschiebung an der Stelle 4 und der Kraft an der
Stelle 3 sein (siehe Gl. 15.7).

— Q2
I II

I O

L

@ 4 @ 5

3
.\ @\M /;:%/: r’x
i—| y

II

Abbildung 15.2: Globale und lokale Nummerierung

[ 12 6 —-12 6 T [ o] [ P ]
6 4 —6 2 )\a1 Ml/)\
-12 -6 24 0 —-12 6 Vg P
6 2 0 8 —6 2 Ao My /A
EI —12 =6 24 0 -12 6 v | | Ps | sy
A3 6 2 0 8 —6 2 Aas Ms/\ '
-12 -6 24 0 -12 6 V4 Py
6 2 0 8 -6 2 Aoy My/\
-12 -6 12 —6 U5 P
| 6 2 —6 4 _ _)\045_ _M5/)\_

Im eindimensionalen Fall, wie bei einem Balken, ist das Verfahren sehr einfach. Um die glo-
bale Matrix [C] zu berechnen, muss man die lokale Steifigkeitsmatrizen [C¢] folgendermassen
iiberlappen:

[c]=

Der Balken in Abb. 15.2 ist in den Punkten 1 und 5 gelenkig gelagert, d.h. dass dort keine
vertikalen Verschiebungen auftreten kénnen: v; = vs = 0. Somit lautet der Verschiebungsvek-
tor:

{A} :[O Acar vy A-ag v3 A-agz vy A-ag 0O )\-a5]T (15.8)
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Damit kénnen die 1. und die 9. Zeilen und Spalten in der globalen Steifigkeitsmatrix, und
die 1. und die 9. Eintrige im globalen Verschiebungsvektor und im globalen Kraftvektor
gestrichen werden:

M4 —6 2 ) —)\Oél_ _Ml/)\_
-6 24 0 -12 6 () P
2 0 8 —6 2 )\042 Mg/)\
12 -12 -6 24 0 -—-12 6 v3 | _ Ps (15.9)
A3 6 2 0 8§ —6 2 Aoz M3/ '
-12 -6 24 0 6 V4 Py
6 2 0 8 2| |y My /A
L 6 2 4_ _)\Ck5_ _M5/)\_

oder:
[6} (A} = {P} (15.10)

Die Krifte und Momente im globalen Kraftvektor sind bekannt, sie stellen die Last an den
Knoten dar (in diesem Fall sind nur P, und My ungleich null). Die Verschiebungen und
Verdrehungen im globalen Verschiebungsvektor sind dagegen die Unbekannten. Sie kdnnen
durch Inversion der reduzierten Steifigkeitsmatrix berechnet werden:

(A} = [5] (P}. (15.11)

Die unbekannten Lagerkrifte konnen dann mit Hilfe der urspriinglichen (vollstéindigen) Glei-
chung 15.7 durch Ausfithrung der Multiplikation bestimmt werden (siehe Aufgaben).

Fiir ein Balkenelement mit Axialverschiebungen und -kriften (zwei Freiheitsgrade) gelten die
folgenden Beziehungen (siehe Abb. 15.3):

Uiy u;
- —_— —_—

N (0) A N

Abbildung 15.3: Fachwerkelement

{ac} = (uu1> {F} = (;@g@) (15.12)

(15.13)

N(¢) = (1 g§> (15.14)

Ein weiterer wichtiger Punkt dieser Methode ist die Beziehung zwischen lokalen (s,t¢) und
globalen (z,y) Koordinatensystemen (siche Abb. 15.4). [C¢], die Elementsteifigkeitsmatrix,
ist in einem lokalen Koordinatensystem (s; —tr, sy —trr) gedeutet. [C] ist aber auf ein globa~
les bezogen. Falls die Struktur in Abbildung 15.4 mit ebenen Balkenelementen (Gleichungen
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X — I I

I
Vo y

Abbildung 15.4: Struktur mit nicht parallelen Stidben und ihre Transformation.

15.2-15.3) im & — y—Koordinatensystem modelliert werden muss, zeigen die Verschiebungen
des Stabes I im globalen z — y—Koordinatensystem in eine unzuléssige Richtung. Ein Balken-
element im x —y—Koordinatensystem kann nur Verschiebungen in y—Richtung aufweisen. Die
Verschiebungen senkrecht zur Achse des Elementes I zeigen aber in die x—Richtung (Axial-
richtung im globalen Koordinatensystem), und Verschiebungen in dieser Richtung sind geméss
den Gleichungen 15.2-15.3 und der Abbildung 15.1 nicht zuléssig.

Falls die lokalen und globalen Koordinatenachsen nicht zusammenfallen, so wie in diesem
Fall, muss die Elementsteifigkeitsmatrix transformiert werden. Falls die Deformationen in
Axialrichtung vernachléssighar sind sowie fiir die Losung der Aufgabe das Balkenelement
gegeben in den Gleichungen 15.2-15.3 verwendet wird, kann die Struktur geméiss Abbildung
15.4 transformiert werden. Dabei miissen die Randbedingungen betrachtet werden. Weil der
Balken I in Axialrichtung nicht deformierbar ist, kann an der Stelle des rechten Winkels ein
Auflager eingefithrt werden. Zudem wird der Balken I um 90° gedreht, damit die Balken
parallel werden.

15.2 Aufgaben

Aufgabe 1

Ein Balken (Elastizitdtskonstante E, Flichentrigheitsmoment I, Lange 2L) ist gemiss Ab-
bildung 15.5 in A eingespannt und in B und C aufgelagert. Zwischen B und C wirkt eine
gleichférmig verteilte Last ¢ auf dem Balken. Das Problem soll mit zwei Elementen modelliert

werden.
§1A o B x
C
N1 L 1l

Ve 77 ¥

Abbildung 15.5: Skizze zur Aufgabe 1

Bestimme die Lagerkréfte und die Verdrehungen in B und C.
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Gegeben: Geometrie, Last.
Gesucht: Lagerkrifte, Verdrehungen in B und C.
Lésung:

Die globale Steifigkeitsmatrix wird mit Hilfe von Gl. (15.3) und Gl. (15.7) erstellt:

12 6 —-12 6 0 0
6 4 -6 2 0 0

[C]_g 12 -6 24 0 -12 6
k3|6 2 0 8 —6 2

0 0 -12 —6 12 -6

0 0 6 2 —6 4]

Der Verschiebungs- und der Kraftvektor sind:
{A}: [Ul L-Oél V2 L'ag V3 L‘ag]T
T
{P} = [Pl M,/L P, My/L Pj Mg/L]

Py und M; sind die Lagerkrifte im Punkt A. P, Ms, P3 und M3 sind die Summen der
dusseren Belastung ¢ und der Lagerkrifte in B und C. Die verteilte Last ¢ muss mit GI.
(15.4) und (15.5) auf die Knoten reduziert werden (siehe Abb. 15.6). Fiir den Stab II gilt:

Pr 1—3¢2 4263 6

My /L Tl e—oe24 83 Lg | 1

O BB A et 0
Mg/L -+ & -1

lA q
N

V 4, I ‘ it A

4 B C

L C R
Abbildung 15.6: a) Lagerkréfte, b) Aufteilung der gleichformig verteilen Last g

Die Kriafte und Momente sind dann:

Plea MleAa
P, = P, — B, My = My,
Py=Pp—C, M; = Mg
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Fiir den Kraftvektor folgt:

Lg_p Lg Lo_ o _Lg

_ M
{P} - [A T 2 12 2 12

L
Fiir die Verschiebungen gilt wegen folgenden Randbedingungen
v =12 =v3 =0 und a; =0:

{A}=1[0 0 0 L-ay 0 L-a3]"

Das Gleichungssystem kann deshalb auf zwei Gleichungen reduziert werden:

(12 6 —-12 6 0 0] [ 0 ] A
6 4 -6 2 0 0 0 Ma
EI |-12 -6 24 0 —12 6 o | |¥-B
3|6 2 0 8 —6 2| |[L-a| | 4
0 0 —12 —6 12 -6 0 Li_¢c
[0 0 6 2 —6 4] [L-ag] | —Lg |

EI[8 2| [L-as] Lg[1
I3 (2 4] |L-as] 12 |1

Daraus sind die Verdrehungen bestimmbar:

_ L’q
"~ 56EI

_ 5L3q
168FE1

6] und ag =
Um die gesuchten Lagerkréfte zu bestimmen, benutzt man das unreduzierte Gleichungssy-
stem. Die Verschiebungen und Verdrehungen sind bekannt; die unbekannten Lagerkrifte sind
nun im Kraftvektor enthalten. Um {P} zu bestimmen, muss man nur die folgende Multipli-
kation ausfiihren:

[C{A} ={P}
(12 6 -12 6 0 07 [0] r187 [ A ]
6 4 -6 2 0 0 0 6 Ma
EI|-12 =6 24 0 -12 6 0| L'q¢ Lg |-30| |45 -B
316 2 0 8 —6 2 3| 168ET 168 | 14| | H
0 0 —-12 -6 12 —6 0 12 k¢
0O 0 6 2 —6 4 -5 14 _Lg
- - - = L 12
Daraus folgt:
3 Lq 5 19
A="1L =24 " Ig=—1L
28 > T8 281
1, Lg 1, 3
MA—%L q; =5 14Lq 7Lq
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Aufgabe 2

Eine Sdule mit nicht konstantem Querschnitt ist geméss Abb. 15.7 zwischen zwei Flichen

eingespannt. Als Belastung wirken die Kraft F' und das Eigengewicht [%}

2a

Abbildung 15.7: Skizze zur Aufgabe 2

Modelliere das Problem mit zwei Elementen und berechne die Lagerreaktionen.

Gegeben: Geometrie, «y, Last.
Gesucht: Modellbildung, Lagerkréfte.
Lésung:

Das Problem wird mit zwei Elementen modelliert, wobei die Elemente konstanten Querschnitt
haben (siche Abb. 15.8).
Die Breiten d; und dp sind (d.h. durchschnittliche Breiten):

1 3 7 1 3 5
=—|2a+ = = — = _ + = - =
& 2 ( @ 2a> 1? da 2 (a 2a> 1?

Da am Tragwerk nur Axialkréfte wirken, soll man die in Gl. (15.12)-(15.14) gegebenen Kraft-
und Verschiebungsvektoren sowie die Steifigkeitsmatrix verwenden. Die zwei Elemente haben
unterschiedliche Querschnitte, so dass die zwei Steifigkeitsmatrizen auch unterschiedlich sein
werden:

[Cf]:A]f[l _1] mitAIZZa-b

Ell -1 . D
[CII]:A[['L|: 1 1] mltA[]:Za-b



2a | | 1
L L a, lg I 1p1

T T T 2 1
FI — F] 1

L L o |f
d, VP

. .

Abbildung 15.8: Modellbildung

Die globale Steifigkeitsmatrix (fiir die ganze Struktur) ist:

B A Ay 0
[C] = i3 —Ar Ar+Amrr —Apg
0 —Apr Arr

Das Eigengewicht pro Lénge ist p; = v - Ay fiir den Teil I und p;; = v - Ay fiir den Teil
II. Eigengewichte miissen auf die Knoten reduziert werden. Gemiss Gl. (15.4) und (15.14)
werden die beiden Kraftvektoren:

12220
{F”}zL/Olpn <1gf) at = 21 <1>

Der globale Kraftvektor ist somit:

i
{P} = %(p£+pu)+F
L+ B

wobei A und B die Lagerkrifte sind und F' die Belastung in der Mitte ist. Die Verschiebungen
sind also:

{A} = (u1 u9 U3)T
Die Randbedingungen sind:
Uy = uz = 0
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Die reduzierte Gleichung ist dann:

FE L
Z(AI-FAU)-M =—(pr+pm)+F

2
u2:L—2-fY(AI+AH)+Q~ 1 :’7L2+ FL
2F (A[—}—A[[) F A[—I-A[[ 2F E(A[—I—A]])
_nL?  FL
T 2F * E - 3ab

Die Lagerkrifte werden anschliessend aus der vollstéindigen Gleichung bestimmt:

[C]-{A} ={P}
e[ A —A 0 0 Lor A
T A Ar+ A —Apg up | = | E(r+p)+ F
0 —Air A 0 oo 4 B
B —A[ *UQ % + A
T (Ar+Ar)-ug | = | S (pr+pu)+ F
—Aqr - ug Loy 4 B
Daraus folgt fiir A:
E 7 7L2
-7 4ab < 3Eab> = ab—l—A
A= —vaab — lF
4
Und fiir B:
E 5 7L2
AT < 3Eab) =5+ B
5} 5

B = —ZyLab — —F

15.3 Versténdnisfragen

. In welchen Fillen wird die Methode der finiten Elemente angewandt?

. Was ist die Grundidee dieser Methode?

1
2
3. Was macht man mit Kréften und Momenten, die nicht in einem Knoten wirken?
4

. Welche Verschiebungsgrossen werden bei einem Balkenelement bzw. bei einem Fachwerkelement

ermittelt?

5. Wie wird die globale Steifigkeitsmatrix aus den Elementsteifigkeitsmatrizen bei einem geraden

Balken zusammengesetzt?
6. Wie werden die Randbedingungen bei dieser Methode implementiert?

7. Wie berechnet man die Lagerkréfte?

8. Wie viele Freiheitsgrade haben die Knoten bei einem Fachwerkelement bzw. bei einem Balken-

element?
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Kapitel 16

Schiefe Biegung

Am Ende eines eingespannten Balkens (siche Abb. 16.1) greift ein Moment an, das in der
y — z—Ebene liegt.

Abbildung 16.1: Schiefe Biegung eines prismatischen Balkens

Der Momentvektor kann in zwei Komponenten M, und M, zerlegt werden. Diese Beanspru-
chung des Balkens heisst schiefe Biegung.

Der Spannungszustand des Balkens kann aus zwei Biegemomenten M, und M, zusammenge-
setzt werden, die mit y- bzw. mit z-Achsen parallel sind (sieche Abb. 16.2). Die Achsen y und
z miissen die Hauptachsen des Querschnitts sein. Die Spannungen kénnen dann mit folgenden
Formeln berechnet werden:

M a3b

M z

PR I, = — 16.1

O’l IZ y’ z 12 ( )
v, M ab®

0w’ = Iy=73 (16.2)

oM ist negativ, weil ein positives Moment M, in der positiven y-Richtung Druckspannungen
verursacht, ay Y positiv, weil ein positives Moment M, in der positiven z-Richtung aber
Zugspannungen ergibt (Abb. 16.2).

Die Gesamtspannungen in einem Punkt mit den Koordinaten P(y, z) werden als Summe von

16.1 und 16.2 berechnet:

y (16.3)

Oy =

M, M,
Iy
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+

s ¢ v = -
ST LT ey

Abbildung 16.2: Verteilung der Normalspannungen infolge schiefer Biegung

z

Aufgabe

Ein Rechteckquerschnitt ist mit einem Moment M in seiner Ebene belastet (siehe Abb. 16.3).
Der Winkel « zwischen dem Moment M und der z-Achse betragt 30°.
Bestimme die positiv und negativ grossten Normalspannungen.

Gegeben: Geometrie, M

Gesucht: Grosste Zug- und Druckspannungen
Lésung:

Die Flachentrigheitsmomente des Querschnitts sind:

@—§74

2
—120,, I, = —a*

Y12
Die Hauptachsen des Querschnitts sind die y— und z—Achsen. Der Momentvektor M muss in

zwei Komponenten in diesen Richtungen zerlegt werden (siche Abb. 16.4), wobei die y—Kom-
ponente negativ ist:

M, =M - cos a, My =—M -sinca

Das Moment M. bzw. M, verursacht Zugspannungen in der oberen bzw. linken Hilfte des
Querschnitts. Dementsprechend treten im Punkt A die grossten Zugspannungen auf. Analog

M

=

2a JKO;
Y

a

Abbildung 16.3: Skizze zur Aufgabe
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Abbildung 16.4: Zerlegung des Momentes M und die erzeugten Spannungen

werden im Punkt D von den beiden Momenten Druckspannungen erzeugt. Dort tritt die
grosste Druckspannung auf. Die Spannungen kénnen geméiss Formel 16.3 berechnet werden:

or(A) = _ Msina <_2) _ Mcosa (—a) = M [<_1> 12 <_9) V3 (12 (_a)]

I, 2 I, at 2/) 2 2 2 8
_3M VBi2
a3 4
D) Msinoz(a) M cos a M 1\ 12a V3 12
g = — - - —a = — _— —_——— . —qQ
‘ I, 2 I a* 2) 22 2 8
_3M VB2
a’ 4

16.1 Verstindnisfragen

Wann liegt gerade Biegung und wann schiefe Biegung vor?
Was ist die Grundidee zur Lésung von Problemen mit schiefer Biegung?

Wie lauten die Gleichungen fiir die Biegenormalspannungen bei gerader und schiefer Biegung?

Ll A

Wie ist die Verteilung der Normalspannungen infolge schiefer Biegung?
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Kapitel 17

Schubspannungen infolge Biegung

Betrachten wir unser iibliches Beispiel, einen eingespannten Balken, an dessen Ende jetzt eine
vertikale Kraft angreift (siehe Abb. 17.1).

— X SI_; a
L y

b

Abbildung 17.1: Eingespannter Balken

Die Beanspruchungen des Balkens sind in Abbildung 17.2 dargestellt. In diesem Fall treten
sowohl Biegemomente als auch Querkréfte auf.

FL (
3

Abbildung 17.2: Beanspruchung des Balkens

Wie im vorhergehenden Kapitel (spezielle und schiefe Biegung) lassen sich die Normalspan-
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nungen mit der folgenden Formel berechnen:

M 3b
Y wobei I, = % (17.1)
4

Op = —

Um die Wirkung der Querkraft und die Schubspannungen zu verstehen, betrachten wir ein
Gedankenexperiment. Der Balken in Abb. 17.3 besteht aus mehreren Schichten. Am Ende des
Balkens wirkt eine vertikale Kraft F. Falls die Schichten nicht miteinander verbunden sind,
konnen zwischen den Schichten - wegen der Verformungen - relative Verschiebungen auftreten
(sieche Abb. 17.3a). Wenn die Schichten durch Schweissen miteinander verbunden werden oder
der Querschnitt aus einem Stiick gefertigt wird, konnen diese Verschiebungen nicht auftreten

(sieche Abb. 17.3b).
b)
F F
N /_ '''''
X X N
Y

Y

a)

Abbildung 17.3: Darstellung fiir horizontalen Schub

Um die Verschiebungen zu verhindern, miissen dort horizontale Schubspannungen vorhan-
den sein. Gemiss dem Satz iiber die zugeordneten Schubspannungen miissen die gleichen
Schubspannungen auch vertikal auftreten (siche Abb. 17.4).

x T,/

y

Abbildung 17.4: Schubspannungen infolge Biegung. Horizontale (75, ) und vertikale (7,,) Kom-
ponenten

Die Grosse dieser Schubspannungen ist:

Ty = Tyz = e Hbz (172)
-

wobei () die Querkraft im Querschnitt, I, das Flachentragheitsmoment, b die Breite des
Querschnitts im Abstand y vom Schwerpunkt und H, das Flichenmoment 1. Grades der
Teilfliche beziiglich der z-Achse sind (sieche Abb. 17.5 und Sayir et al. Band 2, Gl. 20.15).
Die Formel in G1.17.2 ldsst sich bei zusammengesetzten Querschnitten auch verwenden. Hier
muss man jedoch zwischen dickwandigen und dinnwandigen Querschnitten unterscheiden.
Bei dickwandigen Querschnitten - z.B. Beton- und Stahlbetonquerschnitten - kénnen die
Schubspannungen infolge Biegung mit 7, bzw. mit 7, beschrieben werden. In diesem Fall ist
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Abbildung 17.5: Normal- und Schubspannungen infolge Biegung

der Schubspannungsverlauf unstetig (Abb.17.6.a). Fiir diimnwandige Querschnitte gilt: e < a.
(Abb.17.6.b). Die Schubspannungen im Steg (7.y, Ty.) lassen sich mit GL.17.2 berechnen
und auch der Spannungsverlauf bleibt unveréndert. Der Flansch ist dagegen diinn (e < a)
und die Normalspannungen &ndern sich nur geringfiigig in der y-Richtung; der Effekt in
Abb.17.6 kann vernachlissigt werden. Da e < a ist, kann die Annahme getroffen werden,
dass die Schubspannungen paralell zu den Oberflichen verlaufen (diese Annahme erfiillt die
spannungsfreien Randbedingungen). Damit auch die Gleichgewichtsbedingungen (horizontale
sowie vertikale Komponentenbedingungen) erfiillt werden, ergibt sich das Spannungsbild in
Abb.17.6.b, der sogenannte Schubspannungsfluss. Um die Schubspannungen 7, zu berechnen,
kann man GIL.17.2 verwenden.

Q'Hz
I,-b

(17.3)

Tez = Tzx =

Dabei ist H, das Flachentrdgheitsmoment 1.Grades der Teilfldche e(% — 2') bzgl. der z-Achse
und b = e. Daher gilt (Abb.17.6.b):

— ) (17.4)

no @ ate (b
T$y(z)_fz 2 (2

Der Spannungsverlauf im Flansch ist linear. Falls e < «a ist, dann gilt fiir das Fldchenmoment
1.Grades:

Flanschbreite

h
()= € R R G PO L)
2 2 2
~——
Abstand zur z-Achse
und fiir die Schubspannungen:
Q a h
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Abbildung 17.6: Schubspannungen infolge Biegung in zusammengesetzten a) dickwandigen;
b) diinnwandigen Querschnitten

Aufgabe

Ein Balken mit Doppel-T-Profil ist geméss Abb. 17.7 gelagert. Am Ende des Balkens greift
eine Kraft F' an.

F I Y4
f e
lc i z | a
l——x : V| C .

Abbildung 17.7: Skizze zur Aufgabe

a) Bestimme die Flidchentrigheitsmomente des Querschnitts.
b) Setze e = § und berechne die maximale Schubspannung.
¢) Setzt e < a und berechne den Schubspannungsverlauf.

Gegeben: Geometrie, I

Gesucht: a) Flachentragheitsmomente I, I,
b) Maximale Schubspannung mit e = §
¢) Schubspannungsverlauf mit e < a
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Lésung:

a) Die Fliachentrigheitsmomente konnen mit Hilfe des Verschiebungssatzes bestimmt werden:

3 3 2
a’e ae a+e 7 2
L=+ [12+( ) ] —gaet e acy
3 3
ae a’e 1 1
I, = — +92-— = _ge 4+ —ae®
A TR TR S T
b) Die Fliachentrégheitsmomente werden mit e =

% vereinfacht:

15 4 3 4
Iz:ﬂa und I,

Der Querschnitt ist dickwandig, weil e 4 a ist. Der Spannungsverlauf entspricht also dem Bild
in Abb. 17.6.a Um diesen Schubspannungsverlauf bestimmen zu kénnen, miissen Spannungen
im Schwerpunkt bzw. im Punkt C berechnet werden. Sie kénnen mit G1.17.2 ermittelt werden:

_ Q@)H.

Tay = I.b

Die Querkraftbeanspruchung bleibt im ganzen Balken konstant: Q(z) = F. Das Flichenmo-
ment 1.Grades des halben Querschnittes betrégt:

s a a a+te 7 3
szz'ie—l— 5 4= 10
wobei fiir das Flachenmoment des Flansches gilt:

HF a+e

z =

3 3
ae = =a°.
2 8
Die maximale Schubspannung in der Querschnittsmitte mit b = § betréigt somit:

7
Tay b

F

_7
~ 1y4e

2
YD) a

Im Punkt C &ndert sich die Breite des Querschnitts sprunghaft, weshalb der Schubspannungs-
verlauf unstetig ist. Die Schubspannung, falls Punkt C zum Steg gehort, ist (mit b = §):

3.3
Steg __ F8a
Tzy = 15

6 F
5 a?

Yy

3.3
7_Flansch — Fg(l § . E
15 5 a2

s0a B
Der Spannungsverlauf ist in Abb.17.8 skizziert.
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Abbildung 17.8: Schubspannungen in einem dickwandigen Querschnitt

c¢) Die Fliachentriagheitsmomente kénnen wegen e < a vereinfacht werden; d.h., es ist: e® = 0,
fiir > 1:

7 1
I, = Ea?’e und [, = éa?’e;
der Querschnitt ist somit diinnwandig. In diesem Fall muss der Schubspannungsfluss im Quer-
schnitt berechnet werden (vgl. Abb. 17.6.b). Im Steg miissen die Spannungen im Schwerpunkt

bzw. im Punkt C ermittelt werden, wobei wie bisher gilt:

Q(x)H,

Toy = Ib

mit Q(z) = F umd b = e. Das Fliachenmoment 1.Grades fiir den halben Querschnitt ist:

5
stzg'ze—l—a_'_eae: §a2e
und fiir den Flansch im Punkt C:
HzC _ a-+e _ @
2 2

Daraus ergeben sich die Schubspannungen fiir die Querschnittsmitte

F%aQe B 15 F

Fmaz _ _ 2.
e %a%e 14 ae
bzw. fiir C:
FZe ¢ F
C 2
T = =_._.
W TLadee T ae

=

2

Gemiss Abb. 17.6.b, treten im Flansch nur horizontale Schubspannungen (7;,7.,) auf. Diese
konnen mit Gl. 17.5 ermittelt werden (Abb. 17.9):
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sz(Z/)—Z§(§*Z/)
mit Q = F und h = a:
F a ,a 6 F a
)= ey G @ G

c_3 F
ae

el | Ty
e —
Sl Z ISF
a l_ 14 ae
Yy
C 7 ’
el ] Y F
I a | Tae
[ T
\LLLLLLLI’\iE Xz
7ae

Abbildung 17.9: Schubfluss in einem diinnwandigen Querschnitt

17.1 Verstidndnisfragen

1. Erldutere die Formel zur Schubspannung infolge Querkraft!
2. Erklire den Begriff Schubfluss!

3. Wo treten die grossten Normal- bzw. Schubspannungen infolge Biegung in einem Rechteckquer-
schnitt auf?

4. T-Triiger: bleibt der Spannungsverlauf am Ubergang von Steg zu Flansch stetig? Falls nicht,
warum?

5. Warum treten sowohl horizontale (im Ober- und Unterflansch) als auch vertikale Schubspan-
nungen (im Steg) in einem durch Querkraft belasteten Doppel-T-Téger auf?

6. Profil aus diinnwandigen Teilflachen: Wie ist allgemein der Verlauf des Schubflusses in Teilflé-
chen: a) parallel zur angreifenden Querkraft und b) senkrecht zur angreifenden Querkraft?
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Kapitel 18

Torsion

Torsion als Beanspruchung eines Balkens wird nur im Fall eines Kreisring- bzw. Kreisquer-
schnitts betrachtet (sieche Abb. 18.1).

Abbildung 18.1: Torsion eines Kreis- bzw. Kreisringquerschnitts

In einem Kreisquerschnitt treten infolge Torsion nur Schubspannungen auf, die mit der fol-
genden Formel berechnet werden kénnen:

T Rir  R!
Tog (’I”) = Trv IP = Iy + Iz =2 47[; = 727( (181)
p

wobei I}, das polare Flichenmoment und r der Abstand zwischen dem Mittelpunkt des Quer-
schnitts und dem Punkt P (siehe Abb. 18.2) ist.

/

—

ox

a)

Abbildung 18.2: Spannungszustand infolge Torsion in einem Kreis-(a) bzw. Kreisringquer-
schnitt (b)

Die Grosse der Schubspannung 7., héngt vom Abstand (r) des Punktes vom Mittelpunkt
ab. Diese Spannungsverteilung ist linear. In der Mitte des Querschnitts sind die Spannungen
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null, am dusseren Rand (r = R) sind sie am grossten. Im Fall eines Kreisringquerschnitts
treten am inneren Rand (r = R;) die kleinsten und am #usseren Rand (r = Ry) die grossten
Schubspannungen auf.

Der spezifische Verdrehungswinkel 9’ (siehe Abb. 18.3) kann mit dem Schubmodul G berech-

net werden:

V= —— (18.2)

dx

Abbildung 18.3: Spezifische Verdrehung v’

Die Gesamtverdrehung des Balkens im Punkt B (siehe Abb. 18.1) ist:

Lr(x) TL
ﬁ:/ de = —— (18.3)
o GI, GI,

Aufgabe

Eine homogene, abgestufte, linearelastische Welle mit Kreisquerschnitt ist an beiden Enden
fest eingespannt und wird durch das Moment M belastet.

a b
— M, 2r,
A4 2, C B
_>x
Yy

Abbildung 18.4: Skizze zur Aufgabe

Wie gross sind die Einspannmomente und die Verdrehung an der Angriffsstelle von My?

Gegeben: Geometrie, My

Gesucht: Einspannmomente und Verdrehung im Punkt C.
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Abbildung 18.5: Freischneiden der Welle

Losung:

Das Problem ist statisch unbestimmt, da die Momente M4 und Mp aus der Gleichgewichtsbe-
dingung M 4+ Mp = M)y alleine nicht bestimmbar sind. Wird die Welle bei C' geschnitten, so
erzeugen die in den Bereichen 1 und 2 konstanten Torsionsmomente an der Stelle C' folgende
Verdrehungen:

= ]\éf};la, wobei [, = grfl,
Die geometrische Vertriglichkeit verlangt, dass beide Verdrehungen gleich sind:
Yo =1 =9
weiterhin:
My + Mp = My (18.4)

Einsetzen liefert:

MA-CL_MB-b_(M()—MA>-b

GI,, GI,, GI,,
Und dann:
MA—MO%, MB—Mo;4
1+ 253 1+ 052
9o = 2Mopab

18.1 Verstindnisfragen

1. Was fiir Spannungen treten bei einem nur auf Torsion beanspruchten kreis- oder kreisringférmi-
gen Querschnitt auf? Wie ist deren Verteilung (skizziere)? Wo treten die maximalen Spannungen
auf und wie werden sie berechnet?

2. Wie berechnet man den Verdrehungswinkel der Endquerschnitte eines Stabes oder einer Welle
relativ zueinander bei konstantem Torsionsmoment und konstanter Querschnittsfliche?

3. Wodurch unterscheidet sich grundsétzlich das Forménderungsverhalten der Querschnittsflachen
von Torsionsstiben mit kreis- und kreisférmigen Querschnitten von denen mit nichtkreisférmigen
Querschnitten?

4. Was ist die Torsionssteifigkeit?

5. Wie lautet die Formel fiir den spezifischen Verdrehungswinkel?
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Kapitel 19

Zusammengesetzte Beanspruchung

In den meisten praktischen Féllen treten die in den vorherigen Kapiteln besprochenen Bean-
spruchungen zusammengesetzt auf. Man betrachte die Struktur aus zwei Balken in Abbildung
19.1.

Abbildung 19.1: Zusammengesetzte Beanspruchung

Die Balken werden folgendermassen beansprucht: Balken 2 wird auf schiefe Biegung bean-
sprucht. Im Balken 1 werden aber auch Druck- und Torsionsbeanspruchungen auftreten. Weil
die Deformationen klein bleiben, kénnen die verschiedenen Beanspruchungen voneinander ge-
trennt betrachtet werden. Die verschiedenen induzierten Spannungen werden zum Schluss
aufsummiert. Im Balken 1, um die grosste Normalspannung zu berechnen, miissen die Nor-
malspannungen infolge Druck und schiefer Biegung summiert werden. Um die grosste Schub-
spannung zu berechnen, miissen die Schubspannungen infolge Biegung und Torsion summiert
werden. Selbstversténdlich diirfen verschiedene Komponenten (74, 7,-) nicht summiert wer-
den (siehe folgende Aufgabe)!
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Aufgabe

Ein Tragwerk besteht gemiss Abbildung 19.2 aus drei Balken mit Liange 2L, L bzw. L. An
den Punkten B, C' und D greifen vier Kréfte an. Sowohl die Balken als auch die Kréfte sind
parallel mit den Koordinatenachsen. Das Balkenprofil ist ein Kreisquerschnitt mit Radius R.

H z

In E
In F

I x

R
G
y
R
A
'y
Abbildung 19.2: Skizze zur Aufgabe

Bestimme in den Querschnitten E und F' bei den Punkten H, G und I, J die Normal- und
Schubspannungen.

Gegeben: Geometrie, Belastung.
Gesucht: Normal- und Schubspannungen in H, G und in I, J.
Lésung:

Zuerst miissen die Lagerkréfte in A bestimmt werden. Die Gleichgewichtsbedingungen sind:

Y Fp: Ay =4P+2P =6P, > M Ma, =0,
> Fy:Ay=-P > M}: My, =3P-2L—2P-L=4PL,
Y F.: A =-3P, > M} My, =-P-2L—2P-L=-4PL

Damit sind die Beanspruchungen in E:

QEy:—Ay:P, MEy:—MAy—AzL:—PL
Qp. =—A, =3P, Mg, = AyL — My, = 3PL
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Abbildung 19.3: Systemtrennung

und in F:
L L
L L
Qry=—-A,— P =0, Mpy:4P§—MAy—AZ2L—Ax§:PL
Qpy = —A, +4P = 2P, Tp = Ay2L — My, = 2PL

Berechnung der Spannungen in E: Die Beanspruchungen im Querschnitt E sind Druck
und Biegung. Die Normalspannungen infolge Druck im ganzen Querschnitt sind:

N 6P
N _ E
0" = = (Druck)

Die Gesamtbiegung kann als Summe von zwei einzelnen Biegemomente (Mg, und Mg.)
betrachtet werden. Das Moment Mg, verursacht weder in H noch in G Normalspannungen

M
A Az
Ax\s X AZ Q
Ez
N)}MEZ
M P
Ay MEy NE
QEy TE

Abbildung 19.4: Beanspruchungen in £ und F
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(neutrale Achse!). Das Moment MEg, verursacht in H die folgende Spannung:

M R!
o == Ry mit: [, =" =L =T
I, 4
—PL PL
off = ——(—R) = A (Zug)
I
Demzufolge sind die Normalspannungen in G:
6P
og=0o" = T (Druck)

und in H:

PL 6P 2P (_L
og=o 4o} =4 ( —3>

— = 2=
R37 R2mr  R27r 'R
Schubspannungen werden nur infolge Biegung auftreten. Die Querkraft g, verursacht in H
keine Schubspannung (siehe Verteilung der Schubspannungen im Kapitel 17 und Abbildung

19.4).
Im Punkt G gilt:

H R?
Tg:?E;R mitH:—Zw-r
R2
-G _ 3P73" o
rz R47T2R RS

wobei r der Abstand zwischen G (Mittelpunkt des Querschnitts) und dem Schwerpunkt des
Halbkreises ist.
Die Schubspannungen infolge Q, in H und G sind gleich (sieche Abb. 19.5):

G g QeyH 1

W™ 2R RS

: E
o, (aufgrund MEz) O, (aufgrund N) T, (aufgrund Oky)
G, (aufgrund MEy)
(EEEEEEEX)

O, (aufgrund N)

+ 1

+1+ 1

T, (aufgrund Qkz)

Abbildung 19.5: Spannungsverteilung im Punkt E
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Berechnung der Spannungen in F: Im Querschnitt F' treten Druck, Torsion und gerade

Biegung auf. Die Druckspannungen sind:

N, 3P
N _ e
= Wy = T Res (Druck)

g

Das Biegemoment Mp, verursacht keine Spannung im Punkt J.
Die Normalspannung infolge Mp, im Punkt I ist:

Mp PL PL
oM = ; Y(—R) = _ER = _4ﬁ (Druck)
1

Die Summe der Normalspannungen im Punkt [ ist:

3P PL P L
_ N M _ —
or=0" 407 = s T 4R37T = 2. (3 + 4R> (Druck)

und in J gilt:
J N 3P

7 =7 T TRg
In I tritt keine Schubspannung infolge Biegung auf. In J wie vorher gerechnet:
H —2PE&n,
R N
I-2R %2 R R3

In diesem Querschnitt gibt es auch Torsion (7). Das Torsionsmoment verursacht in .J keine
Schubspannung (Mittelpunkt des Querschnitts). In I tritt aber die folgende Schubspannung
auf:

T
o =2ER  mit: [, =2l

zY Ip
2PL PL
r _ _
Ty = Rin R = 4R37r
2
- +

T 2y (aufgrund TF)

O, (aufgrund N)
+ O, (aufgrund Mry)

LLfJﬂ_fJ_f O, (aufgrund N)
PaiiiiiaN

T, (aufgrund Orx)

+1+ 1

Abbildung 19.6: Spannungsverteilung im Punkt F
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19.1 Versténdnisfragen

1. Nenne alle dir bekannten Beanspruchungsarten!

2. Annahme: wir haben zwei senkrecht miteinander verschweisste Stabe, wobei der erste Stab fest
eingespannt ist und am anderen Stab an dessen freien Ende eine Kraft angreift. In welche Rich-
tung muss diese Kraft zeigen, dass sie a) ein Biege- und Torsionsmoment sowie eine Querkraft
oder b) ein Biegemoment und eine Normalkraft im ersten Stab hervorruft? Welche Beanspru-
chungen ruft sie dann jeweils im zweiten Stab hervor?
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Kapitel 20

Deformationsenergie und
Energieverfahren

20.1 Arbeit

Eine Kraft F greift am materiellen Angriffspunkt M an, der sich im Zeitintervall At = to-tp
ldngs einer Kurve von B nach C bewegt (siehe Abb. 20.1).
Die Arbeit Apc der Kraft F von B nach C ist definiert als Zeitintegral:

tc tc
Apc = Pdt:/ F.vdt (20.1)
tp tp
oder als Kurvenintegral:
C
ABC :f Edg (20.2)
B

y

Abbildung 20.1: Arbeit einer Kraft F mit materiellem Angriffspunkt M

Eine Kraft F ist konservativ, wenn ihre Arbeit Apc unabhéngig von der Bahnkurve ist.
Die Arbeit einer konservativen Kraft kann demzufolge als Differenz einer Ortsfunktion V (r)
dargestellt werden. Diese Funktion V' (r) heisst Potential der konservativen Kraft.

Apc =V(rp) = V(re) (20.3)

Beispiel einer konservativen Kraft: das Gewicht in der Nidhe der Erdoberfliche, mit dem
entsprechenden Potential:

V(z) = mgz (wobei: V(0) =0, z: Hohe)
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Abbildung 20.2: Arbeit und Potential der Gewichtskraft

Beispiel einer nicht konservativen Kraft: die Gleitreibungskraft, bei der die Arbeit eine Funk-
tion der Bahnkurve ist.
20.2 Deformationsenergie

20.2.1 Linear elastische Feder

Eine linear elastische Feder mit Federkonstante & wird von x; bis x9 deformiert. Die Arbeit
der inneren konservativen Federkraft betrigt:

xo 1 1
A931932 = / —kxdx = —§k$% + §k$% = V(xl) — V($2)

1

Das Potential V' der inneren Federkraft wird Deformationsenergie U genannt und betrigt:
U=V(x) = -ka? (20.4)
wobei V' auf den entlasteten Zustand xo normiert wird (V (zg) = 0).

20.2.2 Deformationsenergie bei Zug und Druck

Die totale Deformationsenergie eines linear elastischen Stabes (Lénge L, Querschnittsfliche
A, Elastizitdtsmodul E) unter Zug oder Druck betrégt:

L N2 1 L )
U= / 5AE x:2/0 AE - e5(x) dx (20.5)

20.2.3 Deformationsenergie bei Biegung

Die totale Deformationsenergie bei Biegung eines linear elastischen Balkens (Léinge L, Fl&-
chentrigheitsmoment I, Elastizititsmodul E) ist:

L
= FEI, - 20.
U /0 2E[ / 2 (20.6)

Bei schiefer Biegung erhélt man:

C [FM3(z)  M3(z)
U—/O [22,[2 + 22713 ] dz (20.7)

wobei 2, 3 die Hauptrichtungen des Querschnittes sind.

186



20.2.4 Deformationsenergie bei Torsion

Die totale Deformationsenergie bei Torsion eines linear elastischen Stabes (Linge L, polares
Fléchenmoment Ip, Schubmodul G) mit Kreis- oder Kreisringquerschnitt betragt:

L Tz(l') 1 g / 2
—/0 2, dx—Q/O GI, -9 (z)* dx (20.8)

20.2.5 Zusammengesetzte Beanspruchung

Bei zusammengesetzter Beanspruchung werden die verschiedenen Energieanteile summiert:
L A2 L 2 2 L 2
N M. M. T
U= d 2 3 d / d 20.9
/0 2AE x+/0 [2E12+2E13] v, 2an ™ (209)

20.3 Die Arbeitsgleichungen

20.3.1 Statisch bestimmte Probleme

Bei einem statisch bestimmten Problem kénnen mit den Arbeitsgleichungen Verschiebungen,
Steigungen oder Verdrehungen an gewiinschten Orten berechnet werden.

Gesucht: Verschiebung v(a) bei z = a

i) Wahl eines statisch bestimmten Ersatzproblems (sbEp) mit einer an der Stelle z = a in
Richtung der gesuchten Verschiebung wirkenden Einheitskraft als einzige Belastung

ii) Berechnung des Biegemomentes M,(x) am sbEp
iii) Berechnung des Biegemomentes M;(z) am gegebenen Problem

iv) Aus dem Theorem der virtuellen Arbeit (TdvA) ergibt sich:

My ()
o da (20.10)

L
= M,
o) = [ (o)
Gesucht: Drehwinkel «a(b) bei z =0

i) Wahl eines sbEp mit einem Einheitskriftepaar an der Stelle x = b als einzige Belastung in
Drehrichtung des gesuchten Winkels

ii) Berechnung von M(x) am sbEp
iii) Berechnung von M;(z) am gegebenen Problem

iv) Aus dem TdvA ergibt sich:

Mb(.CE)
1

L
a(b):/o My(z) Bl dx (20.11)

Bemerkung: Bei zusammengesetzter Beanspruchung wird die rechte Seite von (20.10) oder
(20.11) sinngeméss ergénzt mit:

L__  N(z) L_ T(z)
/0 N(z) A dx—i—/o T(z) I, dx
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20.3.2 Statisch unbestimmte Probleme

Bei einem n-fach statisch unbestimmten Problem kénnen die fehlenden Gleichungen zur Be-
stimmung der Lagerreaktionen mit den Arbeitsgleichungen hergeleitet werden.

i) Alle n zusétzlichen Bindungen 16sen und unbekannte Lagerkriifte bzw. Momente einfiihren.
Fiir jede geloste Bindung werden nacheinander Einheitskrifte bzw. -kriftepaare in Rich-
tung der freigemachten Verschiebungen bzw. Drehungen eingefiihrt. Damit erhilt man n
unabhéngige sbEp.

ii) Berechnung von M,(z) fiir jedes sbEp
iii) Berechnung von Mj(x) am gegebenen Problem

iv) Da die n Verschiebungen bzw. Drehungen gleich Null sind, gilt fiir jedes sbEp:

b My(e)
/OMb(:r) Eblz dz =0 (20.12)

Man erhélt damit n unabhéngige Zusatzgleichungen zur Bestimmung der unbekannten Lager-
krifte. Die Verschiebungen kénnen anschliessend gemiss Unterkapitel 20.3.1 ermittelt werden.

20.4 Der Satz von Castigliano

20.4.1 Statisch bestimmte Probleme

Gesucht: Verschiebung v, des Lastangriffspunktes der Einzellast Fj in Kraftrich-
tung:

Die gesuchte Verschiebung ist die Ableitung der Deformationsenergie U (siehe Unterkapitel
20.2) nach der Einzelkraft Fj;:

oUu
= __ 20.13
T (20.13)
Beispiel fiir spezielle Biegung;:
o [t M;(x) Lo M(x) b My(x) OM,(x)
_ dr — AG\E) G [ Melr) Ol 20.14
U= O, /0 °BL ' ), 0F, 2EL T ), EL 0R, " (20.14)

Gesucht: Verdrehung o; in Richtung eines Einzelmomentes M;:
Die gewiinschte Verdrehung wird beim Ableiten der Deformationsenergie U nach dem Einzel-
moment M; erhalten:

ou

i = 20.1
a oM (20.15)
Beispiel fiir Torsion mit einem Einzelmoment 7T; als Belastung:
o [FT1%(x) Lo T%(x) Lr(z) 0T ()
= T N GO g 20.1
“ an/o oG, ' T ), oT 261, /0 GI, or, (20.16)

Gesucht: Verschiebung vy bzw. Verdrehung ay an einer lastfreien Stelle:
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i) Einfithrung einer Hilfskraft H bzw. eines Hilfsmomentes My an der lastfreien Stelle
ii) Berechnung der Deformationsenergie inklusiv Hilfsgrosse

iii) Fiir die gesuchte Verschiebung bzw. Verdrehung gilt:

ou

oUu
= == 20.18
o <8MH>MH:O ( )

Bemerkung: Die Kraft bzw. Moment nach der bzw. dem partiell abgeleitet wird, muss
eindeutig bezeichnet sein! Greifen an einem Triger zum Beispiel zwei Krifte vom Betrag F
an, so miissen sie in F} und Fy umbenannt werden!

20.4.2 Statisch unbestimmte Probleme

Bei n-fach statisch unbestimmten Problemen miissen n Bindungen gel6st werden und die
Bindungskrifte miissen als dussere Lasten eingefiihrt werden.

Da die Verschiebungen bzw. Verdrehungen am Ort und in Richtung der aufgelésten Bindungen
gleich Null sind, gilt:

B <
T A ) VAR

0 (20.19)

Somit erhélt man n unabhéngige Zusatzgleichungen zur Bestimmung der unbekannten La-
gerkrifte.

20.5 Aufgaben
Aufgabe 1

Ein mechanisches System besteht aus zwei rechtwinklig zusammengeschweissten, starren Bal-
ken AB und BC der Linge 2a und zwei linearelastischen Stdben C'D und CE (Lénge a,
Zugsteifigkeit EA). Das System ist in A, E und D gelenkig gelagert und die beiden Stéibe
mit dem Balken BC im Punkt C' gelenkig verbunden. Alle Gelenke sind reibungsfrei. Geméss
Abbildung 20.3 wirkt auf dem Balken AB eine gleichférmig verteilte Last % und der Balken
BC ist in der Mitte M mit einer Einzellast vom Betrag F belastet. Alle Eigengewichte kénnen
vernachléssigt werden.
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B M C 1 D%k
2a EA, a
2 EA, a
4
“ 2a E
A

Abbildung 20.3: Gesamtsystem

Wie gross ist die vertikale Absenkung im Punkt M (Angriffspunkt der Kraft F')?

Gegeben: a, FA, F', Geometrie.
Gesucht: Vertikale Absenkung vy, im Punkt M.
Lésung:
Es gibt verschiedene Moglichkeiten/Methoden um diese Aufgabe zu 16sen:
1. Mit einer Energiemethode:
a) Castigliano

b) Arbeitsgleichungen
2. Mit einer genauen Analyse der Verschiebungen infolge Deformation

1. Energiemethoden:

Das System ist 1-fach statisch unbestimmt. Die Stdbe C'D und CFE sind Pendelstiitzen und
konnen demzufolge nur Normalkrifte tibertragen.

Das System wird freigeschnitten, getrennt und die vertikale Einzellast F' geméss Bemerkung
im Unterkapitel 20.4.1 in F} umbenannt. Die gleichférmig verteilte Last % kann durch ihre
Resultierende vom Betrag 2F' in der Balkenmitte ersetzt werden.
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Abbildung 20.4: Systemtrennung und Einfithrung der Schnittkrifte

Gleichgewicht am Balken AC":
d Fp: Ay +2F+ N =0 = Ny =-A,-2F
> Fy: Ay—Fi —Ny=0 = Np=A,—F

F
> Mc: aFi+a2F +2ad; — 204, =0 = A=A +F+3

1l.a) Castigliano:

Die Verschiebungen in A sind gleich Null (gelenkig gelagert). Geméss Castigliano ist die
Verschiebung in z-Richtung v4, die Ableitung der totalen Deformationsenergie nach A,:

AT 94, T
Da das System 1-fach statisch unbestimmt ist, miissen alle unbekannten Krifte beziiglich A,
ausgedriickt werden und die obere Gleichung muss nach A, aufgelost werden.
Die Deformationsenergie des Systems setzt sich aus der inneren Energie infolge Zug oder
Druck in den beiden Stében zusammen. Da die Balken AB und BC starr sind, leisten sie
keinen Beitrag zur Deformationsenergie. Da die Normalkréfte Ny und Ny iiber die Stablédnge
konstant bleiben, ist die Integration iiber die Linge trivial. Die Deformationsenergie betrigt:

a N2 a N2 a
v=J 2E1Adx+/0 254 W = g (NT Vi)

mit: N1 = —Am — 2F

0

F
und: NQZAy—Fleq;‘i‘F—?l

Damit ist die Verschiebung v4,:
0 a 9 n] @ ONZ  ON?
YA T B, 5 WP+ V)] = 55 (an oA,
8N1 3N2> —0

a
=B <N18Ax+N28AI
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Mit g% = —1 und g—%ﬁ =1 erhilt man:

a F1
= 2 A, —2P) () + (A F -1 1| =
v, = | 1)+ (AP =5 ] =0
Fy
3F K
A, =-2 4
= 2 T

Damit koénnen die beiden Normalkrafte berechnet werden:

F R
Ny — —— 2%
! 2 4
F F

Ny— - -1
2 2 4

Nach Castigliano betréigt die vertikale Verschiebung in M:

oU . oU
VM, = oF, (und nicht 8—F)
o a 8N1 8N2
1%—EA@MR+MMJ

_a [(LF_RY (1Y, (. F_ R\ (1
- EA 2 4 4 2 4 4
_ e YE R
EA 2\2 4

Erst jetzt kann F) durch F' ersetzt werden:

B 3Fa
~ 8FA

UMy

1.b) Arbeitsgleichungen:

Wie bei Castigliano miissen hier in einem ersten Schritt die Auflagerkrifte bestimmt werden.
Dafiir wird ein erstes sbEp gew&hlt, bei dem die Verschiebung v4, gleich Null gesetzt wird.
Dafiir wird in A eine Einheitskraft in z-Richtung eingefiihrt.

Achtung: bei dem sbEp werden alle anderen Belastungen nicht beriicksichtigt!

Aus den Gleichgewichtsbedingungen:
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2a

'

Abbildung 20.5: Ersatzproblem zur Berechnung der unbekannten Lagerkraft A,

Die Normalkrifte N; und Ns sind bei 1.a) beziiglich A, berechnet worden und kénnen in
Gleichung (20.12) eingesetzt werden:

0—/ Nld:r—i—/ Ng—dac

EA (N1N1 + N2N»)

a

:EIA[_l'(_A:B_2F)+1'<A +F—};1>}

Diese Gleichung fithrt wie erwartet auf das gleiche Ergebnis wie die Formulierung nach dem
Satz von Castigliano:

3F n I
2 4
Folgendes sbEp wird fiir die Berechnung der Verschiebung vy, gewéhlt:

Ay =—

1
c
B | 4 I; l“Nl
N,
‘Zl\x_’ 4
Ay

Abbildung 20.6: Ersatzproblem zur Berechnung von vy,

Als einzige #dussere Belastung wirkt eine vertikale Kraft vom Betrag 1 im Punkt M. Die
Lagerreaktionen lassen sich aus der Losung nach Castigliano berechnen, indem F; = 1 und
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F = 0 eingesetzt werden:

. F P 1
Ni=—— — — = _—
! 4 4
. F 1
Ny— - 21 _ 2
2 4 4

Damit ist die vertikale Absenkung:

a/\Nl a/\]\f2
= Ny{—=d No—=d
UM, /0 1EA96+/0 2
a ~ ~
-2 (NN NN)
EA<11—|— 21N2

und wie erwartet:

o a E—i-i _3Fa
UMy = oEpa\2 "4 )T 8EA

2. Verschiebungen und kleine Deformationen:

Wie im Teil 1 kénnen alle Kréfte beziiglich A, ausgedriickt werden:

Ny =-A, —2F
F F
No=Ay +F——=A, +—
2 2
Hier miissen F; und F' nicht mehr separat betrachtet werden. Da der Balken AC starr ist,

fithrt er im deformierten Zustand eine reine Rotation um A aus (mit einem sehr kleinen
Winkel o <« 1).

45° 450

Ve

455

A

Abbildung 20.7: Verschiebung in C infolge einer Rotation um A

Dadurch entsteht folgende Beziehung fiir die Komponenten ve, und v, :

V2

’UCI = 71}0 = ’Ucy
mit: vo, = —uc, = —€1-a
und: ve, = —uc, = —€2-a

= £1 =€2

194



Aus den Stoffgleichungen fiir den einachsigen Spannungszustand gilt:

Ny No
€1 EA €2 EA = 1 2
Es folgt:
F 5F
und damit:
3F
Nl - —T == N2
Die vertikale Verschiebung in C' ist dann:
_ N 3aF
Yo T TEAY T 4EA

v Y,
B } ly VCx
vV,
Cy
Ve

Abbildung 20.8: Geometrische Uberlegung zur Bestimmung von v,

Aus geometrischer Uberlegung folgt:

1 3aF
UMy = 5% T QEA

Aufgabe 2

Ein mechanisches System besteht aus drei elastischen Balken mit kreisférmigem Querschnitt
(Biegesteifigkeit E1, Torsionssteifigkeit GI,)). Die Balken sind geméss Abbildung 20.9 recht-
winklig zusammengeschweisst. Das System ist in A eingespannt und in B und D durch Ein-
zelkrifte belastet. Linge der Stidbe, Betrag und Richtung der Kriéfte sind in der Abbildung
20.9 gegeben (Eigengewichte sind vernachlissigbar).
Berechne die vertikale Verschiebung des Punktes C.
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Abbildung 20.9: Mechanisches System

Gegeben: L, EI, GIp, F', Geometrie.
Gesucht: Vertikale Absenkung des Punktes C.
Losung:

Die Aufgabe wird hier mit a) Arbeitsgleichungen vollstéindig vorgelost. Die Losung mit b)
Castigliano oder mit c) Biegelinie/Verdrehungswinkel werden nur rasch skizziert.

a) Arbeitsgleichungen:

Das Problem ist statisch bestimmt. Fiir die Berechnung der vertikalen Absenkung des Systems
im Punkt C' wird ein sbEp mit einer vertikalen Einheitskraft vom Betrag 1 in C' gewé&hlt:

Abbildung 20.10: Statisch bestimmtes Ersatzproblem (sbEp) zur Aufgabe 2

Die Beanspruchungen werden vom Stab 1 (Punkt D) aus berechnet. Damit sind die Aufla-
gerreaktionen in A nicht notig.

196



sbEp
Stab 1: Stab 1 ist unbelastet.

Stab 2:

@yQZl
Ny =
szﬁzl'z

Stab 3: Reduktion der Einzelkraft in
den Punkt B.

gegebenes Problem

Stab 1:
bel ‘
X
Qzl
Y
(L-y)
D
F
Qzl =F

M1 = F (L —y)

Stab 2: Reduktion der Kraft F' in D auf eine
Kraft und ein Moment in C.

Mo S~ _—"N,
c_—~ .
FL> T
F 4 C )
y
D
F
Ny=—F
Myyy = FL

Stab 3: Reduktion der Kraft ' in D auf eine
Kraft und ein Moment in B.

197



QZBZF

Q=1 Qys = 2F
Ty=1L Ty = FL
Mbyg =0 Mbyg =-F. <2L - .’13)
My.3=1-(2L — ) My.s = 2F (2L — x)

Damit kann die Arbeitsgleichung aufgestellt werden. Energie infolge Querkraft wird dabei
vernachléssigt:

2L L
— Mz — My T3 / No Mo

= My,3—— 4+ M Ts—)d No—+M d

Ve, /0 ( bz3 + Mpy3—7 Vo0 + GI z + ; 2EA+ b2y | 4%

2L L L
— M3 = T / — My /
= My,3—— +0+T3—— | d 0+ M d 0)d
ve, /0 ( bz3E1++3GIp x+0 + Mpwz = z+0()y
Die Normalkraft Ny und die Biegemomente My,3, My, verursachen Deformationen in der
xz-Ebene (horizontal) und leisten keinen Beitrag zur vertikalen Absenkung in C.

Einsetzen der Beanspruchungen in die Arbeitsgleichung und Integration fiihrt zur gesuchten
vertikalen Verschiebung:

2L L
2F F
ve, = / [ (2L — ) + L2] dz + ——zdz
0
L
2F (2L — z)° . FL? L[FL 221"
“EI 3 GI, EI 2 |,

ot (5

xT

GI, EI 3 2E1
_2FL3 L 16 FL? L1 FL?
~ GI, 3 EI 2EI

2 35
=FL —+—
vey (GI * 6EI>

b) Castigliano

Fiir die Losung mit dem Satz von Castigliano wird im Punkt C eine vertikale Kraft vom Betrag
H eingefiihrt. Alle Beanspruchungen werden in Abh#ngigkeit von F' und H berechnet. Die
gesamte Deformationsenergie wird dann nach H abgeleitet. Nach dem Ableiten kann H gleich
Null gesetzt werden und der Rest beziiglich x, y, z integriert werden.

c) Biegelinie/Verdrehung

Die vertikale Absenkung in C' setzt sich aus drei Deformationen zusammen:
- der Stab AB wird in y-Richtung gebogen (Mp,3 — vp3),
- der Stab AB wird verdreht (T35 — vy3),
- und der Stab BC wird in y-Richtung gebogen (Mpzo — vp2).
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Die Absenkung in C ist die Summe der drei Verschiebungen:
Ve, = Up3 1+ U3 + Up2

Wie bei den Arbeitsgleichungen leisten Myy3, No und Mp,; keinen Beitrag zur vertikalen

Absenkung.
B Z
Vi3 l<x
C B
Vb3 y
Vi3
Vb2
c
Abbildung 20.11: Deformation der Balken AB und BC
Aufgabe 3

Zwei elastische Balken mit gleicher Biegesteifigkeit E1 sind jeweils einseitig fest eingespannt
und stiitzen sich momentenfrei aufeinander ab (sieche Abb. 20.12). Ohne dussere Last ist die
Kontaktkraft Fo gleich Null.

Im Beriihrungspunkt C wird jetzt eine horizontale Einzelkraft vom Betrag F' eingefiihrt.

4 y
El

Abbildung 20.12: Gesamtsystem

a) Welche Kontaktkraft Fo wirkt zwischen den Balken?
b) Welche Neigung « gegen die Vertikale hat der gerade Balkenteil?
c¢) Welche horizontale Auslenkung erfihrt der Punkt B?

Hinweis: Die Balkeneigengewichte sind vernachléssigbar klein.
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Gegeben: R, EI, F', Geometrie.
Gesucht: a) Kontaktkraft Fr
b) Neigung « vom Teil C'B
C) UBx

C
MD
DX
—_—
D

Abbildung 20.13: Systemtrennung und Einfithrung der Schnittkréfte

Lésung:
Die ganze Aufgabe wird mit der Methode von Castigliano geltst. Die Schub- und Léangsde-

formationen werden dabei vernachlissigt.

a) Die Kontaktkraft Fi ist eine innere Kraft des mechanischen Systems und erscheint bei der
Trennung der beiden Stdbe (siehe Abb. 20.13).

Da wir die Auflagerreaktionen nicht berechnen wollen, werden die Biegemomente von den
freien Enden B und C' aus berechnet:

Mb0:O Mbl :FC~Rsing01
My = (F — Fg) - Rsin

M /Q
1
M0
\
R \
(] 1 - Fe ;C‘ F
cl Fc - ‘I ()
|
é‘/fbo | R

Abbildung 20.14: Beanspruchungen in den Balken AB und C'D

Die horizontale Auslenkung im Punkt C' muss bei beiden Stében gleich sein. Aus Castigliano
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folgt fiir den Stab AB:

8U1 % Mbl aMbl % FcRQ sin2 ¥1
=T [Ty Rdpy= | —£=2"—"*"lRpg
el = 9Fc /0 EI 9Fc @71 /0 EI 1
FoR3 /2 2 FoR? L , ) > FoR3n
= sin = —|= — sin q cos = —
EI J, $1ap1 £l |2 Y1 ¥1 Y1 . El 4

wobei voy,1 die Verschiebung in negativer z-Richtung darstellt.
Auf den Balken C'D wirkt in C' in negativer z-Richtung die resultierende Kraft Fr vom Betrag
(F — F¢). Die horizontale Auslenkung in negativer z-Richtung betrigt:

_OUy  [? My  OMy B /z (F — F¢) R?sin? ¢y
Vo2 = OFR _/0 EI a(F—FC)Rd‘”_ 0 EI Rdps
(F—FC)R3/§ . (F—Fo)R3n
= — d [ — J—
EI , vz dee EI 4

Aus der Randbedingung voz1 = voge folgt:

FCR35 B (F—FC)R?’E
EI 4 EI 4
Fo=F —Fo
F
Fo=—
¢~ 7

b) Fiir die Berechnung der Verdrehung im Punkt C' wird ein Hilfsmoment My eingefiihrt
(siehe Unterkapitel 20.4.1). Das resultierende Biegemoment Mp;, im kreisférmigen Teil des
Balkens AB betrigt:

My, = Mg + Fo - Rsingy

Abbildung 20.15: Einfithrung eines Hilfsmomentes My

Die Verdrehung wird geméiss Formel (20.18) berechnet:

_ouU _/’; My, OMpp,
- OMpy |y~ Jo EI OMpy

_/g My + Fo - Rsin
0

« R dp;

Mpp=0

-1-Rd
El R dpy

Mp=0
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My kann jetzt gleich Null gesetzt werden:

2 FoR? | J FcR? FcR?
Sin =
o EI P1ap1 El

o =

Mit Fp = g aus Aufgabenteil a) betréigt die gesuchte Verdrehung im Punkt C":

FR?
o= —
2FT

¢) Die Auslenkung in B lisst sich aus geometrischer Uberlegung bestimmen:

Abbildung 20.16: Deformation des Balkens AB

UBg = Ucgl + Rsina
Da die Verdrehung a < 1 ist, darf sin @ mit a approximiert werden. Damit erhélt man:

UBx = UVCz1 + Ra
FR3 7 FR?
=———+R
2FT 4 2FET
_ FR? (1 7r)
- 2FET

7
20.6 Verstindnisfragen

1. Was ist eine konservative Kraft?

2. Aus welchen Anteilen setzt sich die Deformationsenergie im allgemeinen Fall zusammen und wie
werden diese Anteile berechnet?

3. Welche Energieverfahren sind dir bekannt?
4. Was ist das Ziel dieser Verfahren? Wie ist das Vorgehen bei diesen Verfahren?

5. Unter welchen Voraussetzungen kann die Deformationsenergie der Querkraft vernachléssigt wer-
den?

6. Kann auch eine Losung fiir statisch unbestimmte Probleme gefunden werden? Warum?
7. Was ist ein statisch bestimmtes Ersatzproblem (sbEp)? Wie muss es gewihlt werden?

8. Wie berechnet man die Verschiebung an einer lastfreien Stelle mit dem Satz von Castigliano?
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Kapitel 21

Knickung

21.1 Stabilitatsprobleme

Bei einem Fachwerk unter zusammengesetzter Beanspruchung gibt es ein Stabilitdtsproblem,
falls die Absolutwerte des Biegemomentes in der deformierten Lage grosser sind als in der
undeformierten Lage.

In diesem Fall muss die Stabilitdtsgrenze berechnet werden, in deren Nihe die zuldssigen
Spannungen im Allgemeinen iiberschritten werden.

21.2 Balken unter Druck

Ein Balken unter Druck ist ein typisches Beispiel eines Stabilitédtsproblems. Die Stabilitéts-
grenze, auch ”Eulersche Knicklast” genannt, betrigt fiir einen elastischen Balken mit Linge
L und Biegesteifigkeit F1,:

w2 El,

Fp=k —

(21.1)

wobei k ein numerischer Faktor ist, der von der Lagerung abhéingig ist. In der untenstehenden
Abbildung ist dieser Koeffizient k fiir fiinf verschiedene Lagerungsarten gegeben:

=

et

-
W22

/74

VAL,

Il
o

k=10.25 k=1 k=1 k=2.04 k

Abbildung 21.1: Koeffizient k fiir fiinf Grundfille der Lagerung
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Lésungsweg von Stabilititsproblemen

In einem mechanischen System werden alle Stdbe freigeschnitten und die auf jeden Stab

wirkenden Zug/Druckkrifte bestimmt.
Fiir alle Stdbe unter Drucklast muss das System auf Stabilitdt iberpriift werden:
w2 EI,

wobei S die Stabkraft ist.

21.3 Aufgaben

Aufgabe 1

Ein mechanisches System besteht aus zwei linear elastischen Stében (Lénge 2L, Elastizitéts-
modul F), die im Punkt C reibungsfrei gelenkig miteinander verbunden sind. Am Ende des
waagerechten Stabes (Punkt B) wirkt geméss Abbildung 21.2 eine vertikale Kraft vom Betrag
F.

D

Abbildung 21.2: Gesamtes System und Stabquerschnitt

Welche Bedingung muss der innere Radius 7 bei einem gegebenen dusseren Radius R erfiillen,
so dass das mechanische System stabil bleibt (Eigengewicht vernachlissigbar klein)?

Gegeben: L, R, E, F, Geometrie.
Gesucht: r = f(L,R,E, F)
Lésung:

In einem ersten Schritt wird das System freigeschnitten und im Punkt C' getrennt. Der Stab
DC ist eine Pendelstiitze und ist demzufolge nur durch eine Normalkraft belastet. Die innere
Kraft im Punkt C kann in Richtung des Stabes DC' eingefiihrt werden (siehe Abb. 21.3).
Die Momentenbedingung wird im Punkt C aufgestellt:

> M¢: FL+A)L=0 = A,=-F
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F
A, 4 C l
" L L B *
S o
30
A, / <
C
2L

Abbildung 21.3: System wird freigeschnitten und in C getrennt

Kriftegleichgewicht am Stab AB:

ZF:C:Ax—§:0 = szg

2
4
ZFy:Ay—F—s\f:o = S:—‘fF

Normalkraft am Stab AB:
O<x<L

N+A, =0

S 23
N=-A4,=—="7"F
= 2~ 3
L <x<2L
N=0

Normalkraft am Stab CD:

N=§S= 4\3/§F

Der Stab C'D ist auf Druck belastet und kann somit kritisch beziiglich Knicken sein. Fiir die
Berechnung der kritischen Knicklast (21.1) muss der Faktor k£ anhand von Abbildung 21.1
bestimmt werden. Der Stab ist auf beiden Seiten gelenkig gelagert, was einem Faktor k£ = 1
entspricht.
Daraus folgt:
’EI
|S|<Fp=1.-""22
(2L)
43 P mEl
3 412
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Das Tragheitsmoment I, eines Kreisringquerschnitts lésst sich aus Substraktion zweier Kreis-
querschnitt vom Radius R bzw. r berechnen:

TR*
Izzi—iz

T rpd 4
1 =1 &=

Daraus folgt:

3ER4_4 3 4 4
4\3/§F<7r ( ) mER <1 7")

1612 T 1612 R4
64v/3F L2 _ rt
33 E R4 R4
r4 64+/3F L2

RS T 38ER
1
4/3FL%\*
I < (1 _ 6\/§> (+)

R 3m3ER*
1
64v/3FL? "
r<R|1- L
3m3ERA
Diskussion:
Ist die Einzelkraft F' = 0 (mechanisches System unbelastet), dann kann der unbelastete

Querschnitt ”unendlich diinn” werden:

r
—<1 = <R
R T

und im Grenzfall r» =R

Im Gegensatz dazu darf r nicht kleiner als Null werden (Kreisquerschnitt). Der rechte Term
in der Ungleichung (*) muss somit immer grosser Null sein. Damit kann die maximale Kraft
F bestimmt werden, die das mechanische System bei einem vollen Kreisquerschnitt (r = 0)
noch ertragen kann:

1
r <37FSER4 _ 64\/§FL2> i

— =0
R-°S 3L R
64V3FL? < 3n°ER*
SE 4
po V3TER
64 L2
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Aufgabe 2

Das dargestellte mechanische System besteht aus gewichtslosen elastischen Stdben mit un-
terschiedlicher Biegesteifigkeit. Alle Gelenke und Lagerungen sind reibungsfrei. Als einzige
Belastung wirkt im Punkt B eine vertikale Last vom Betrag F'.

;% El

Abbildung 21.4: Gesamtes System

Ermittle, welcher Stab bei Steigerung von F' zuerst ausknickt.

Gegeben: a, EI, F, Geometrie
Gesucht: Fyy. fur jeden Stab
Lésung:

Die Stabkréfte werden mit Hilfe des Knotengleichgewichts berechnet. Stibe AB und BC sind
Pendelstiitzen und kénnen dementsprechend nur durch Zug oder Druck belastet werden.

F
g Y
S1 /" B\
Cy
A Sl S2 S}x X
Ay—>T C
A S3y

X

Abbildung 21.5: Knotengleichgewicht in A, B und C

Gleichgewicht im Punkt B:

2 2
ZFI: —sl‘g+522:o = S =295

ZFy:F—i-Sl?—i-SQ?:O = S1=85=-F—

SjS
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Gleichgewicht im Punkt C":
ZFLU: S3$_SQ§:0 = ng:—g

Bei kritischer Knicklast sind Stabkraft und Eulersche Knicklast gleich. Stab AB und BC sind
gelenkig gelagert, was einem Koeffizienten k1 = ko = 1 entspricht. Stab C'D ist in C' gelenkig
gelagert und in D eingespannt: er weist einen Koeflizienten k£ = 2.04 auf.

Im kritischen Fall hat man:

V2 m2EI V2 m2ET
| Stkrit. | = 5 Ferie. =1 (V2 )2 = Pt = 53
a
V2 m22FE1 m2EI
| Sokrit. | = 5 Lokrie. =1 (V2 )2 = Foppir. = \/57
a
1 m2EI m2ET
| Sarit. | = 5 Fkrit. = 2.04. o) = Faprir, = 102
a

Fiirit. < Faprit. < Foprie. Damit ist die kritische Last Fyg... (Stab AB) fiir das Versagen des
Systems massgebend.

21.4 Verstindnisfragen

1. Was versteht man unter dem Begriff Knickung und was bedeutet die kritische Knicklast?

2. Wie lautet die Formel fiir die kritische Knicklast nach Euler und was versteht man unter Knick-
sicherheit?

3. Skizziere das Knicken eines Stabes fiir fiinf verschiedene Lagerungen und gib den entsprechenden
Faktor k an!

4. Was versteht man unter einem Verzweigungsproblem?

5. Warum ist die kritische Knicklast fiir einen eingespannt-eingespannten Balken grosser als fiir
einen gelenkig-gelenkig gelagerten Balken?

6. Wie dndert sich die kritische Knicklast, falls die Balkenlénge bei denselben Randbedingungen
verdoppelt wird?
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Anhang A

Einfiihrung in die Vektoralgebra im
RS

A.1 Skalare und Vektoren

Grossen, deren Werte reelle Zahlen sind, werden Skalare genannt. Beispiele sind Masse, Tem-
peratur usw.

Im Unterschied dazu werden Grossen, zu deren vollstdndiger Charakterisierung sowohl
eine Masszahl als auch eine Richtung erforderlich sind, Vektoren genannt. Beispiele sind Kraft,
Geschwindigkeit, Beschleunigung, Rotationsgeschwindigkeit usw.

Gebundene Vektoren haben einen Angriffspunkt an den sie gebunden sind. Linienflichtige
Vektoren haben eine Wirkungslinie, auf welcher sie frei verschiebbar sind. Freie Vektoren
sind parallel zu sich selbst frei verschiebbar. Einen Vektor a kann man mit den kartesischen

Abbildung A.1: Vektor und Einheitsvektoren im kartesischen Koordinatensystem

Koordinaten in folgender Weise bestimmen (Abb. A.1):
a=age, +aye, +a.e,, (A.1)

wobei e, e, und e, die Grundvektoren (Einheitsvektoren) des Koordinatensystems zyz, und

az,ay und a, die Komponenten des Vektors sind:
(A.2)

Uy = A - €y, ay =a- €., a; =a-€,.

)
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Die Lange oder Norm des Vektors ist mit der Gleichung definiert:
la| = \/m (A.3)

A.2 Skalarprodukt und Vektorprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b ist durch folgende Gleichung definiert:
a-b=ab=(a,b)=al|b|cos, (A.4)

wobei ¢ der zwischen a und b eingeschlossene Winkel ist (Abb.A.2). Das Skalarprodukt

Abbildung A.2: Vektoren a, b

ergibt einen Skalar. Das Skalarprodukt kann als Projektion verstanden werden: wihlt man den
Vektor a bzw. b als Einheitsvektor, entspricht das Skalarprodukt der Grosse der Komponente

des Vektors b (bzw. a) in die Richtung des Vektors a (bzw. b).
Die Eigenschaften des Skalarproduktes sind:

a-b=b-a, a-(b+c)=a-b+a-c,
(ca) -b=a(a-b), a-a=|a*=a’>0, (A.5)
‘b
la-b| < [al b, cosp = —r—_.
a2b?
Das Skalarprodukt der Einheitsvektoren e,, €, €, ergibt:

e, e, =¢,¢€ =€, e =1, e e =¢,e =¢e, € =0, (A.6)
(A7)

also ergibt das Skalarprodukt von a und b:
a-b=(a.e, +aye, +a.e,) - (boe, +bye, +b.e,) = azb, + ayby + a.b..
Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt zweier Vektoren a und b ergibt einen Vektor c:
(A.8)

c=axb=[ab]=ab],

der auf a und b senkrecht steht (Abb. A.3). a, b und c bilden ein Rechtssystem (sie haben
die gleiche Orientierung wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand). Die

(A.9)

Lénge des Vektors c ist:
lc| = |af [b|sin ¢,
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Abbildung A.3: Vektoren a, b und ¢

was zahlenméssig der graue Fliache in Abb.A.3 entspricht.
Die Eigenschaften des Vektorprodukts sind:

axb=-(bxa), a
a-(axb)=b-(axb)=0, (ca)
ax(bt+c)=axb+axc,

und das Vektorprodukt der Einheitsvektoren e

21 €y, €, ergibt:

e, xe, =¢e, xe, =¢, xe, =0,

29 Y

Das Vektorprodukt von a und b mit den kartesischen Koordinaten ausgedriickt ist:

e. ap b
~x x xT
a, b a, b a; b
axb=\e, a, byl=¢e,| " Yi+e, | Fl+e, | " =
Y Tla, b Ylas b o b
b z z €T x Yy Yy
e, a; 2

= e, (ayb, — aby) +e, (a:by — azb,) + e, (azby, — ayb;) =
ayb, — a.by

= |ayb; — azb,
azby — ayby

Das doppelte Vektorprodukt:
d=ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b),

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

ergibt einen neuen, zu b und ¢ komplanaren Vektor d. Fiir das gemischte Produkt gilt:

a-(bxc)=b-(cxa).

(A.14)

Das Resultat ist ein Skalar, der zahlenméssig gleich dem Volumen des von den drei Vektoren
gebildeten Parallelepipeds ist, und das Ergebnis ist positiv, wenn die Vektoren ein Rechtssy-

stem bilden, negativ im entgegengesetzten Falle.

A.3 Beispiele aus der Kinematik

In diesem Kapitel werden zwei Beispiele aus der Kinematik vorgelost um die Rechnung mit

Skalaren und Vektoren zu demonstrieren.
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A.3.1 Ebene Bewegung

Ein Rad rollt auf der xz-Ebene (Abb. A.4). Der Mittelpunkt des Rades hat die Geschwindig-
keit v;,.
Bestimme die Rotationsgeschwindigkeit des Rades und die Geschwindigkeit in A(—R/2; R/2;0)!

Die Aufgabe kann mit Vektoren oder mit Skalaren gel6st werden. Zuerst werden wir die
vektorielle Darstellung beniitzen. In diesem Fall muss man darauf achten, dass die Vektoren
mit drei Komponenten dargestellt werden miissen, obwohl es sich um ein ebenes Problem
handelt. Der Grund ist, dass der Rotationsgeschwindigkeitsvektor senkrecht zu der Ebene
steht.

Der Punkt M hat die Geschwindigkeit:

v
0
und die Rotationsgeschwindigkeit ist:
0
w=|[0]. (A.16)
w

Der Punkt C' ist der Beriihrungspunkt zwischen der Ebene und dem Rad und befindet sich

Abbildung A.4: Rad auf der xzz-Ebene

deshalb in Ruhe (Geschwindigkeit ist null!). Dieser Punkt ist also das Momentanzentrum der
Bewegung. Die Geschwindigkeit in M ist:

Vi =W X Eon, (A.17)
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wobei rq;, der Ortsvektor von C' nach M ist:

0
0
(A.15) und (A.16) in (A.17) einsetzen:
v 0 0 —wR
0l =1(0| x|R|=| 0 |, (A.19)
0 w 0 0
und daraus folgt, dass w = — 4, und:
0
w=1|0 (A.20)
-3
Der Ortsvektor rq, ist:
¢
=y
&
<,
AN IAN TN
Abbildung A.5: Rad auf der xzz-Ebene
_R
2
Toa = 2 | (A21)
0
also die Geschwindigkeit in A ist:
R R v
0 32 —wy 2
va=wxros= |0 x| | =|-wd|=|} (A.22)
w 0 0 0

Die Aufgabe kann auch mit Skalaren gelost werden. Die Lange des Geschwindigkeitsvektors
ist:
|Vl = v, (A.23)
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und der senkrechte Abstand zwischen C und M ist in diesem Fall die Linge des Ortsvektors
Tom:
lroum| = R, (A.24)

also ist die Rotationsgeschwindigkeit w = 5. Die Richtung der Rotationsgeschwindigkeit muss
man aus der Anschauung heraus bestimmen (Abb. A.5). Im verwendeten Koordinatensystem
(Rechtssystem) ist die Rotationsgeschwindigkeit negativ, da sie gegeniiber der z-Achse im
Uhrzeigersinn dreht. Die vektorielle Darstellung ist daher:

0
w=1|0]. (A.25)

v

R
Die Geschwindigkeit in A kann man bestimmen als Produkt von Rotationsgeschwindigkeit
und senkrechtem Abstand von C' zu der Wirkungslinie von v 4 (in diesem Fall [ro 4| = \/ig):
Rwv V2

vq = 22 -2 V. (A.26)
Die Richtung und das Vorzeichen muss man aus der Anschauung bestimmen (Abb. A.5).
Man kann die Geschwindigkeit in z und in y-Komponenten zerlegen (z.B. mit sin und cos
Funktionen) und vektoriell darstellen:

cos 45 v 4 3
vy = [sindbva| = |3 (A.27)
0 0
A.3.2 Bewegung im Raum
Der Bewegungszustand eines starren Wiirfels (Kantenlinge a) ist durch die Kinemate:
v 0
vo = |v|, w= |w|, (A.28)
v w

gegeben. Bestimme die Geschwindigkeit in A!

Diese Aufgabe ldsst sich skalar nur sehr schwer l6sen, weil die Zentralachse sowie die
senkrechten Abstédnde im Raum bestimmt werden miissen. Rdumliche Aufgaben sollten immer
mit Vektoren gelost werden!

Die gesuchte Geschwindigkeit kann mit der folgenden Formel bestimmt werden:
Vg=Vo+twXrpy, (A.29)

wobei rp 4 folgender Ortsvektor ist:

a
ros = |al, (A.30)
a
also:
0 a v+0
Vi=Vo+ |w| X |a| = |v+wal. (A.31)
w a v —wa
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Abbildung A.6: Wiirfel

A.4 Aufgaben

a) Bestimme «, wenn a und b senkrecht zueinander stehen!
a=[2 o 1", b=[4 -2 2"

b) Projiziere den Vektor a auf den Vektor b! Bestimme den Winkel zwischen a und b!
a=[1 -2 1", b=[4 -4 7"

c¢) Die Vektoren a und b sind von Null verschieden und a x b = 0. Zeige, dass a und b
parallel sind!

d) Finde a x b, b x a und (a+ b) x (a —b)!
a=[2 -3 -1]", b=t 4 -2]".

e) Finde (a x b) x cund a x (b x c)!
a=[3 -1 2], b=[21 -1

1", e=[ -2 2"

f) Bestimme einen Einheitsvektor senkrecht auf die Ebene von a und b!
a=[2 -6 3], b=[4 3 -1]".

g) Finde die Gleichung der Ebene, die durch drei Punkte gegeben ist!
p=[2 -1 1, mr=321" pm=[-1 3 2"

h) Beweise die Gleichungen (A.13) und (A.14)!

A.5 Resultate der Aufgaben

a) a=3
b) a-e, =, @zarccos%
c) ¢p =km
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d) axb=1[10 3 11]", bxa=[-10 -3 —11]", (a+b)x(a—b)=[-20 —6 —22|"

e) (axb)xec=1[24 7 -5, ax(xc)=[15 15 —15]"
f) e, = =[-8 14 30]"

g) 3r—y+132=20
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Anhang B

Geraden- und Ebenengleichungen

B.1 Darstellungsformen einer Funktion

B.1.1 Analytische Darstellung
Die analytische Darstellung einer Funktion ist eine:
e implizite Gleichung, wobei die Variablen gemischt sind, (f(x,y) = 0),

e caplizite Gleichung, wobei die Gleichung nach einer Variable aufgelost ist, (y = f(x)).
Beispiel

Die analytische Gleichung eines Kreises (mit Radius R um den Punkt (z¢, yo)) ist (impli-
zite Darstellung):

(z —20)” + (y — yo)* = R%, (B.1)

oder (explizite Darstellung):

Yy = :l:\/m-l- Yo. (B.2)

B.1.2 Parametrische Darstellung

Die Koordinaten einer Funktion kénnen auch voneinander getrennt, in Funktion eines Para-
meters dargestellt werden. Als Parameter kann z.B. die Zeit (¢) oder ein Winkel (¢) dienen.

Beispiel
Die parametrische Gleichung eines Kreises ist (Winkel ¢ als Parameter):

x () = xg + Rcos p, y (p) = yo + Rsinp. (B.3)

B.2 Gleichungen fiir die Gerade im Raum

Eine anschauliche Beschreibung der Geraden kann in folgender Weise gegeben werden: die
Gerade ist die Spur eines Punktes, der sich in einer Ebene ohne Richtungsdnderung bewegt,
also zwischen zwei Punkten auf dem kiirzesten Verbindungsweg lauft.
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Eine Gerade im Raum kann auf mehrfache Weise dargestellt werden. In diesem Kapitel
werden die folgenden Darstellungen behandelt :

e als Schnitt zweier Ebenen,
e durch einen Punkt, plus einen Richtungsvektor,

e durch zwei Punkte.

B.2.1 Allgemeiner Fall

Eine Gerade ist immer darstellbar als Schnitt zweier Ebenen, also analytisch als System mit
zwei linearen Gleichungen:

Az + Biy+ Ciz+ Dy =0, (B 4)
Asx + Boy + Coz + Dy = 0. )
B.2.2 Gleichung einer Geraden durch einen Punkt und parallel zum Rich-
tungsvektor

Eine Gerade kann eindeutig bestimmt werden durch einen Punkt und die Richtung der Gera-
den. Es sei der Punkt Py mit dem Ortsvektor rpp und ein Richtungsvektor k (mit k| = 1)
gegeben (Abb.B.1). Der Punkt P ist ein von P; unterschiedlicher beliebiger Punkt der Gera-~
den. Wir mochten den Ortsvektor rpp dieses Punktes bestimmen (wenn wir den Ortsvektor

Abbildung B.1: Gerade im kartesischen Koordinatensystem, P; ist ein gegebener Punkt der
Geraden, k ist der gegebene Richtungsvektor der Geraden und P ist ein allgemeiner Punkt
auf der Geraden.

eines allgemeinen Punktes kennen, ist die Gerade eindeutig bestimmt). Der Vektor von P
nach P ist Ak (Abb.B.1), wobei X ein reeller Parameter ist, dessen Absolutwert dem Abstand
zwischen der beiden Punkten entspricht. Der Ortsvektor des Punktes P ist die Summe von
rop, und Ak. Die Gleichung der Geraden ist also:

rop =rop, 1 Ak, (B.5)
oder in Komponentenschreibweise:
Tp Tp, Ky
yp| = |yp | + XA |y - (B.6)
zp zpy k.



Die Gleichungen (B.5) und (B.6) sind parametrische Darstellungen der Geraden, wobei der
Parameter |A| dem Abstand zwischen dem bekannten Punkt P; und einem beliebigen Punkt
P entspricht, falls |k| = 1.

B.2.3 Gleichung einer Geraden durch zwei Punkte

Abbildung B.2: Gerade im kartesischen Koordinatensystem, P; und P, sind gegebene Punkte
der Geraden.

Wenn zwei Punkte einer Geraden bekannt sind, kann man ein &hnliches Verfahren ver-
wenden (Abb.B.2). In diesem Fall wird der Richtungsvektor k aus rp p, durch Normierung
bestimmt:

'pp, =Xop, —Yop

k — mp, _ Yor, “Yop (B.7)
= lrppl lror, —rop|
eingesetzt in (B.5) ergibt:
Yor, — Lopr
Iop =Top, T A—-——— =TIop T Ak, (B.8)
Tp, Pyl

oder in Komponentenschreibweise:

Tp Tp A\ Tp, — TP,
yp| = |yp | + Tl yp, —Ypy | - (B.9)
zZp zZp =P P zZp, — Zp;

Die Gleichungen (B.5) und (B.8) sind parametrische Darstellungen der Geraden im Raum.

B.3 Gleichungen einer Ebene

Man betrachte die lineare Gleichung:
Az + By+Cz+ D =0. (B.10)

Diese Gleichung kann z.B. nach z aufgel6st werden:

Z:_(AaergvaD)’ (B.11)
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d.h. fiir alle zy-Koordinatenpaare (die der zy-Ebene entsprechen) ergibt sich eine z-Koordinate.
Die Beziehung ist linear, also handelt es sich bei Gl. (B.10) um eine Ebene (eine Ebene ist
analytisch darstellbar als eine lineare Gleichung).

Weitere Moglichkeiten der Ebenendarstellung (die wir in diesem Kapitel betrachten), sind:

e durch einen Punkt und parallel zu zwei Geraden,
e durch drei Punkte,

e durch einen Punkt und senkrecht zu einer Geraden.

O €

Abbildung B.3: Ebene im kartesischen Koordinatensystem, Pj; ist der gegebene Punkt der
Ebene, f und g sind gegebene Geraden parallel zur Ebene.

B.3.1 Gleichung einer Ebene durch einen Punkt und parallel zu zwei Ge-
raden

Die zwei Geraden f und g sind mit den Richtungsvektoren m und n gegeben (mit |m| = 1,
und |n| = 1). Der gegebene Punkt ist P; (Ortsvektor rpp ). Gesucht ist der Ortsvektor des
allgemeinen Punktes P (rpp).

Der Vektor von P nach P (rp p) ist (Abb. B.3):

I'pp=Am+ pn, (B.12)

wobei A und p reelle Parameter sind (deren Absolutwerte den projizierten Abstédnden der
beiden Punkte P; und P auf die Geraden f und g entsprechen (Abb.B.3), falls |m| = 1 und
In| = 1). Der gesuchte Ortsvektor ist:

rop =rop, +Ipp =1Trop +AM+ un, (B.13)

220



oder in Komponentenschreibweise:

rp rp; my Ny
yp| = |Yp, + A my +u Ny | - (B14)
zZp ZP; my Uz

Die GI.(B.13) und (B.14) sind parametrische Darstellungen der Ebene . Falls eine Gerade (f)
mit Richtungsvektor (m) und zwei Punkte (P;, P») der Ebene gegeben sind, konnte diese
Methode auch verwendet werden. Der zweite Richtungsvektor wird aus den Punkten P; und
P, bestimmt, wobei minsestens einer der zwei Punkte ((P;),(FP2)) nicht auf f liegen darf:

B:

mp, _ Yor, “Yopr (B.15)
|£P1P2| \£0P2 - £0P1|

B.3.2 Gleichung einer Ebene durch drei Punkte

Aus drei gegebenen Punkten (Py, P, P3), die nicht auf einer Geraden liegen, konnen die zwei
Richtungsvektoren bestimmt werden, so dass man wieder den ersten Fall erhélt (Abb.B.4):

m — 'pps  Yops —Lop
=2 T - )
tp, p,| ltop, — Lop, |
113 3 1 (Blﬁ)
_ Ipp  Iop, —Iop
n= = ,
’£P1P2\ \EOPQ - Eopl\
Yop, —Yop Yop, —Yop
rop =Top +Ipp="rop +A +u -
Irop, — rop,| *op, — Top, (B.17)
=rop +Am+ un.
In Komponentenschreibweise:
Trp B X py A Ipy —Tp M Ip, —Tp B1
yp| = |yp | + Tl yp, —yp | + o] yp, —Yp | - (B.18)
zZp Zp, =P1P3 Zp, — 2p; =P1Py Zp, — Zp;

Die Gleichungen (B.13) und (B.18) sind parametrische Darstellungen der Ebene.

B.3.3 Gleichung einer Ebene durch einen Punkt und senkrecht zu einer
Geraden

Ein Punkt (P;) der Ebene und eine Gerade mit dem Richtungsvektor (n) sind gegeben. Die
Ebene steht senkrecht zu dieser Gerade. Aus dieser Bedingung folgt, dass das Skalarprodukt
der Vektoren n und rp p (Abb.B.5) verschwindet:

H'Eplpzﬂ(iop—ﬁopl) =0, (B.19)
oder:
ng (€ —x1) +ny (y —y1) + 1z (2 — 21) = 0. (B.20)

Diese Gleichungen sind analytische Darstellungen der Ebene (vergleiche mit Gl.(B.10), wobei:
A=ny, B=mny, C=n,und D = —ngx1 — nyy1 — n.21).
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Abbildung B.4: Ebene im kartesischen Koordinatensystem, Py, P», P3 sind gegebene Punkte
der Ebene.

B.4 Beispiel aus der Mechanik

Die Geradengleichungen werden zur Darstellung der Zentral- und Rotationsachse verwendet,
welche in der Kinematik eine wichtige Rolle spielen.

B.4.1 Bestimmung der Zentralachse

Man betrachte die Aufgabe mit dem Wiirfel in Einfiihrung in die Vektoralgebra im R3. Die
Kinemate ist:

v 0
vo = |v|, w=|w (B.21)
v w

Bestimme die Zentralachse!

Der Bewegungszustand des Wiirfels ist eindeutig bestimmt. Zuerst muss die Geschwindig-
keit parallel zum Vektor der Rotationsgeschwindigkeit bestimmt werden. Man bestimmt den
Einheitsvektor:

(B.22)

und projiziert die Geschwindigkeit auf diese Richtung (das Skalarprodukt mit einem Einheits-
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Abbildung B.5: Ebene im kartesischen Koordinatensystem, P; ist ein gegebener Punkt der
Ebene und n steht senkrecht auf der Ebene.

vektor entspricht der Projektion):

2
Vy =€, Vo = 7% (B.23)
Fiir den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich:
0 0
2
Vo=t =3 |1 = |v (B.24)
1 v

Sei P ein Punkt der Zentralachse mit den Koordinaten (z,y,z). Die Geschwindigkeit des
Punktes ist v, (Definition der Zentralachse!). Man hat die folgende Bezichung:

vV, =Vptw Xrpp, (B.25)

wobei die Geschwindigkeiten und die Rotationsgeschwindigkeit bekannt sind. Gesucht sind
die Koordinaten (z,y, z) des Punktes. Fiir den Ortsvektor des Punktes gilt:

x 0 z
rop=rp—Io= |y| — |0| = |y|- (B.26)
z 0 z
Die Vektorgleichung lautet:
0 v 0 z v wz — wy
v| = |v| + |w| x |y| = |v|+ wx . (B.27)
v v w z v —wx
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Abbildung B.6: Wiirfel und Zentralachse

Diese Gleichungen kénnen nach x,y, z aufgelost werden:

v
xz =0.

(B.28)

Es existieren mehrere Losungen, welche alle zu Punkten auf der Zentralachse (Abb. B.6)
gehoren. Gl. (B.28) sind die analytischen Gleichungen der Zentralachse. Man kann einen
Punkt auf der Achse wihlen (d.h. eine Koordinate):

v v
y=0 = z=-, = Pl(0,0,—;>, (B.29)

und die Gleichung in parametrischer Form aufstellen (siche Unterabschnitt Gleichung einer
Geraden durch einen Punkt und parallel zum Richtungsvektor):

0 A\ 0
1

v
w
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Anhang C

Lineare Algebra

C.1 DMatrizen

C.1.1 Definition einer reellen Matrix

Unter einer reellen Matriz A vom Typ (m,n) versteht man m -n Zahlen, die in m Zeilen und

n Spalten angeordnet sind:

a1 a2 ... Q1 ... Qin < 1. Zeile
a1 @92 ... Qa9 ... Q2p — 2. Zeile
A= o .
= a1 i ... Qg ... Qip — i —te Zeile
Aml Gm2 - Gmk --- Gmn < m — te Zeile
T 1 1) T
1. 2. ... k—te ... n—teSpalte.

Gebrauchliche Schreibweisen fiir eine Matrix sind:

A A

=(m,n)’

(C.1)

Eine Matrix A vom Typ (m, n) heisst quadratisch, falls m = n, sonst ist die Matrix rechteckig.

C.1.2 Transponierte einer Matrix

Aus der Matrix A vom Typ (m,n) entsteht durch Vertauschen der Zeilen und Spalten die

transponierte Matrix éT vom Typ (n,m):

all a1 oo m
AT a2 a9 ... QAm2
alnp a2n ... Qmn

225



C.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

C.2.1 Addition und Subtraktion

Um zwei Matrizen A und B addieren oder subtrahieren zu kénnen, miissen sie vom gleichen

Typ (m,n) sein.
Die Summe von A und B ist:

a1p + bin
a2y, + bop

mn + bmn

a1p — bin
a2 — bay,

mn — bmn

C=A+B,
also:
air + b1 aiz +bia
ag1 +ba1  age + b
c=| ™ -
Am1 +bm1  am2 + by
Die Differenz ist:
D-A-B
mit:
ai1 —bir a2 — b2
ao1 — b1 azx — by
D- -
Am1 bml am2 — bm2
Rechengesetze:
Kommutativgesetz: A+B=B+A,
Assoziativgesetz: A+ (E +C) = (é + E) +C.

C.2.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Eine Matrix A wird mit einem Skalar (\) elementweise multipliziert:

Aair Aaqz
Aag1  Aag
A = Aag) =
Aam1 Aam2
Rechengesetze:
Assoziativgesetz: A(pA) = (M) A,
Distributivgesetze: A+ ) A=)IA+ A,
AMA+B)=)A+)B

/\aln
Aazn

A,

(C.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)



C.2.3 Multiplikation von Matrizen

Das Produkt zweier Matrizen A und B kann man nur bilden, wenn die Spaltenzahl der linken
Matrix A gleich der Zeilenzahl der rechten Matrix B ist. Wenn die Matrix A vom Typ (m,n)
ist, dann muss die Matrix B vom Typ (n,p) sein. Das Produkt ist eine Matrix C vom Typ

(m,p):

k — ter Spaltenvektor

d
b1 ... by ... by
) b21 .. bgk R bgp
Matriz B .
bpi o buk .. byp
aill ai19 oo Qln C11 e i - Cip
— a1l a2 ... Qip — Cik (CS)

1 — ter .

Zeilenvektor ’
aml1 Qm2 ... Amn Cml --- -eo Cmp

Matriz A Matriz C

Das Element c; ist gleich dem Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix A und der k-ten
Spalte der Matrix B:

Cik = Y _ aijbjk = aibig + aibor + ... + Ginbpk. (C.9)
j=1
Rechengesetze:
Assoziativgesetz: A (Eg) = (ég) C,
Distributivgesetze: A (E + g) =AB+AC,
(A+B)C=AC+BC,
Weitere Gesetze: (A E)T = ETéT

C.3 Inverse einer Matrix

C.3.1 Determinanten

Unter Determinanten versteht man reelle oder komplexe Zahlen, die eindeutig quadratischen
Matrizen zugeordnet werden.
Die Determinante einer 2-reihigen, quadratischen Matrix A ist:

ai;  a12
D= = a11a92 — A120921. (C.10)

a1 Q22
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Weitere Schreibweisen fiir die Determinante sind:

ail a2

D =detA =
= |a2z1 a2

. (C.11)

Gemiss Laplaceschem Entwicklungssatz lésst sich die Determinante fiir eine Matrix vom Typ
(n,n) wie folgt berechnen:

det A = agAir, (C.12)
k=1

wobei die Zeile i fest ist, es wird nach den Elementen der i-ten Zeile entwickelt. A;; (Ad-
junkte) bedeutet die mit dem Vorzeichenfaktor (—1)""* multiplizierte Unterdeterminante des
Elements a;; (man kann auch k festhalten und nach ¢ summieren, dann wird nach den Ele-
menten der k-ten Spalte entwickelt). Die Unterdeterminante ist die Determinante einer Matrix
vom Typ (n — 1,n — 1), die man durch Eliminierung der i-ten Zeile und k-ter Spalte erhélt.

Die Determinante einer Matrix A vom Typ (4,4), entwickelt nach den Elementen der 3.
Spalte ist:

ailz a2 a3 a4
D= |%21 G22 @23 ax
az1r azz2 asz as4
aq1 Q42 Q43 Q44

s asi ag a

+

=(—1)""ai3|as1 asx aza|+
aq1 Qg2 agq

ail aiz a4 ai; a2 a4 C13
1)2+3 1)3+3 (C.13)
+ (=) ags|as1 azz asa|+ (—1)"""as3lagr az ag|+
aq1 Qg2 aqq aq1  ag2  agq

s a1 412 a4
+

+ (—1)""agz lag1 aze ag|.
a3r az2 as4

Man muss vier Unterdeterminanten vom Typ (3,3) bestimmen. Die erste davon entwickelt
nach Elementen der ersten Zeile ist:

a1 Q22 Q24
az;p asz2 as4| = a1
a41 Q42 Q44

az2 as4
a42 Q44

as;  as2
a41 Q42

34
+ aoy
Q44

(C.14)
az1 (a32044 — a34042) — 22 (A31044 — A34a41) + a24 (a31042 — A32041) .

C.3.2 Rang einer Matrix

In einer Matrix A ist die grosste Anzahl r der linear unabhéngigen Spaltenvektoren stets
gleich der grossten Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren. Die Zahl r heisst Rang
der Matrix A:

Rg(A) =r. (C.15)
Wenn eine Matrix A rechteckig (vom Typ (m,n)) ist, gilt fiir ihren Rang:
Rg (A) =7 < min(m,n), (C.16)
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wenn eine Matrix A quadratisch (vom Typ (n,n)) ist und ihre Determinante von Null ver-
schieden ist, gilt fiir ihren Rang:

Rg(A) =r=n, (C.17)

und die Matrix heisst reguldr. Anderenfalls (r < n) ist die Matrix singuldr.

C.3.3 Inverse Matrix

Fiir eine regulire Matrix A existiert eine inverse Matrix A~!, so dass:

AAT'=AT"A=E. (C.18)

Das Produkt der Matrizen é und é_l ist die Einheitsmatrix E:

10 ...0
01 ...0

E=|. . e (C.19)
00 ... 1

Mit der Determinante und den algebraischen Komplementen einer Matrix A lésst sich die
inverse Matrix berechnen:

T
All A12 “ e Aln
1 A1 Az ... Ao
Al= 2

£ TdeAal| o : (C.20)

Apt Ape ... Apn

wobei A;i, das algebraische Komplement:

Air, = (—1)" Dy, (C.21)

und Dy die (n — 1)—reihige Unterdeterminante von det A ist (in der Determinante det A
wird die i—te Zeile und k—te Spalte gestrichen).
Die Inverse einer Matrix A vom Typ (2,2):

— (“11 ‘“2) : (C.22)

a21 Q22

1>

ist gegeben durch:

1 a —an\" 1 a —a
Al < 22 21) _ ( 22 12) . (C.23)
- det A \—a12 an a11a22 — a12a21 \—a21 411

C.4 Eigenwertproblem

Man betrachte das lineare Gleichungssystem:

ail a2 ... Qin I b1
a1 a9 ... QAa2n xI9 bQ

= . (C.24)
anl an2 ... Gnn Tn, by,
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oder kurz:

>

x=Db. (C.25)
Im Spezialfall ist der Vektor b eine lineare Kombination des unbekannten Vektors x:

b= )x, (C.26)
wobei A unbekannt ist, in (C.25) eingesetzt ergibt sich:

Ax = )x,

(A—XE)x =0. (C.27)

Diese Gleichung stellt ein Eigenwertproblem dar.
Das Eigenwertproblem besitzt dann eine nichttriviale Losung (die triviale Losung ist x =
0), wenn:

det (A — AE) = 0. (C.28)

Die Entwicklung der Determinante ergibt eine Gleichung, wobei A die Unbekannte ist (gesucht
sind Werte fiir A, fiir die Gl. (C.28) erfiillt ist).
Ein Beispiel mit einer Matrix A vom Typ (2,2) ist:

det (&~ AE) = alimz " @Z’li AT (C.29)

A% — X (a11 + age) + arasz — ajzas = 0.

Diese Gleichung ist die charakteristische Gleichung, auf der linken Seite steht ein Polynom,
dessen Ordnung gleich der Zahl n der quadratischen Matrix vom Typ (n,n) (in diesem Fall:
n = 2) ist. Das Polynom hat n Nullstellen ()\;, i=1,2,...,n), die die Figenwerte des
Eigenwertproblems darstellen.

Durch Einsetzen der Eigenwerte ); in Gl. (C.27), erhélt man zugehorige Vektoren x;, die
Figenvektoren genannt werden.

C.5 Beispiel aus der Elastizitat

Ein ebener Spannungszustand ist durch die folgenden Spannungen gegeben (k Konstante mit

Dimension —¥):
mm

oy = 4k, Tey = 2k,
oy =Tk, Ter = 0, (C.30)

o, =0, Tyz = 0.

Bestimme die Hauptspannungen und Hauptrichtungen!
Der Spannungstensor T ist:

(C.31)

=
Il
?A
SRS
IR
oo o
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Fiir eine beliebige Richtung (fiir ein Flichenelement), gegeben durch einen Normalenvektor
n, wird der Spannungsvektor s (n) aus dem Spannungstensor berechnet durch:

s(n)=Tn. (C.32)

Wir suchen die Richtung (ein Flidchenelement), in der die Schubspannungen verschwinden,
also der Spannungsvektor s parallel zum Normalenvektor n ist:

s(n) = on, (C.33)

womit wir folgende Gleichungen erhalten:

=
I

on,

N (C.34)

T
(L-0E)n

die einem Eigenwertproblem entsprechen. Bei den Eigenwerten (o;) handelt es sich um die
Hauptspannungen, bei den Eigenvektoren um die Hauptrichtungen.
Die Determinante ist:

dk—o 2k 0
det(T—0oE)=| 2k Tk—o 0 |=-0"+1lko® - 24k’0, (C.35)
0 0 0-o0

somit lautet die charakteristische Gleichung:
o (—o® + 11ko — 24k%) = 0. (C.36)
Die Losungen dieses Polynoms sind die Hauptspannungen:
o1 = 3k, oo = 8k, o3 =0. (C.37)
Um die Hauptrichtungen zu bestimmen, setzen wir die Hauptspannungen in (C.34) ein:
1 2 0\ [nl 0
o1 =3k : k{2 4 0] [ng| =10]. (C.38)
00 0/ |n! 0

Es ist ein ebenes Problem in der xy-Ebene, also ni = 0! Die zwei anderen Gleichungen sind
linear abhéingig, man kann daher eine Komponente beliebig wéhlen (wenn n ein Eigenvektor
ist, ist auch pn ein Eigenvektor, da die Lénge keine Rolle spielt). Wir wéhlen n; =1, daraus:

nl = 72n?14 = -2, (C.39)
und:
-2
n'=|1]. (C.40)
Mit o9:
—4 2 0\ [n2 0
oy = 8k k[ 2 -1 0 né = (0], (C.41)
0 0 0/ |n? 0



wie vorher, n? = 0. Jetzt withlen wir n2 = 1, und erhalten:

2
x y = 2, (042)

somit gilt fiir die zweite Hauptrichtung:

1
n’=(2]. (C.43)
0

Die dritte Richtung folgt daraus, dass die drei Eigenvektoren orthogonal sind, d.h. sie stehen
senkrecht aufeinander. n' und n? liegen in der zy-Ebene, somit handelt es sich bei n® um die
z-Richtung:

0
n’ = |0f. (C.44)
1
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