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PDE

DGL Allgemeine Losung

Y(x) = Ay(x) y(x) =AM

V'(x) = —0?y(x) y(x) = Asin(@x) + Bcos(wx)
y'(x) = @%y(x) y(x) = Asinh(®x) + Bcosh(wx)

y'(x) = 0?y(x) (alternative) | y(x) = Ae® + Be~®*
Diagonalisierung

A=TDT"!
A"=TD'T™!

Matrixexponential

eAt:T'eDt'T71

Skalarprodukt

{x,)
(x,0y+Bz) = alx,

o= [ reu

Reelle Fourier-Reihen

i 21 2
a—zo +,§6an cos <Tnt) + b, sin (Tnt>

2 To+T 2
a, = —/ f(t)cos <Ent> dt
T [z T

2 To+T

T Jg,

y) +Bx,2)

x)dx (fir Funktionen)

f(t) =

2
f(t)sin (nnt) dt

T
Komplexe Fourier-Reihen

f(t): Z Cneiz%m

n=—oo

Fourier Tricks

= (_1)}1’

Orthogonale Projektion

cos(nm) sin(nm) =0

N
x) = Zciei, mit: ¢; = (x, ;)
i=0

Sinus/Cosinus

sin(x) ist ungerade sin(x) = % (™ —e ™)
cos(x) ist gerade cos(x) = 1 (e’x+e*”‘)
Y
sin(x)
L 1 L L I/ L | | /Z'
-6 5 N\—4 -8 -2 -1 1 3 4 5
cos(x) b
oL
o |0l ¥ %%
Grad | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150°
sin(@) | 0] 3 | 2|21 | B L] ]
1
cos() | 1| 2| 2| 3| 0| 5 |-FH|%
tan(@) | 0 % 1 | V3| 4o | =3 | —1 —%
Grad | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315°
: 1 2 3 V3 1
i) [ o [ [ [ s[ s
3 2 1 1
1
tan(g) | 0 NG 1 V3 | Feo | =3 | —1
Determinante
Determinante einer 2x2 Matrix
a b
A:
c d

det(A) = ad —cb

Determinante einer 3x3 Matrix

Man addiert also einfach die roten Diagonalen und subtrahiert die
blauen.

><
><

\
//
Ak (A +0: MK«JM— M(A)=O:SMKJL?

det(A) = ay1axasz +apnaxpaz; +aazazn
—a13a22a31 — A11G23032 — 12021033

Wichtige Regeln
det(A-B) = det(A) - det(B)
1

detld™) = oy

Matrix Inverse 2x2

a b
A=
c d
. 1 d —b
ad — bc ¢ a
Ableitungen
Funktion | Ableitung
k 0
x" nx~1
e e
ek"x kekx
a* In(a)a*
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
tan(x) 1/cos?(x)
arcsin(x) | 1/v1—x2
arccos(x) | —1/v/1—x2
arctan(x) | 1/(1+x?))
log(|x[) | 1/x
Regeln
Name Ableitung
Linearitit: W (x) =af'(x)+Bg (x)
Produktregel: H(x)=f"(x)-gx)+ f(x) g (x)
Quotientenregel: | 7'(x) = (f'(x)-g(x) — f(x)-&'(x))/g*(x)
Kettenregel: W(x)=4g'(x)-f(g(x))

Integrale

Funktion f(x) | Stammfunktion F(x)
k kx+C

X" n+1x"+l+C n#—1
1/x In|x|+C

1/(x+k) In|x+k|+C

e e +C

e ek Jk+C

a* %a’%c

sin(kx) —cos(kx)/k+C
cos(kx) sin(kx) /k+C
1/V1-x2 arcsin(x) +C
—1/V1-x2 arccos(x) +C
1/(1+x?) arctan(x) +C

Regeln
Partielle Integration

Top Secret Substitutions-Trick

SO,

Gerade und Ungerade

—f(=x))

Fiir ungerade Funktionen (Punktsymmetrisch: f(x) =

A o ind) .
‘@i@b A

Fiir gerade Funktionen (Achsensymmetrisch: f(x)

@Af’%w/f dr=2- [ rwas

Verschiedene Funktionen

= f(=x))

Ungerade Funktionen

sin(x),x, x>, ..., x> !

Gerade Funktionen

cos(x), 1,x%,x*, ..., x*"

ODE
Wir wollen eine Losung fiir folgende Gleichungen finden:

y@)" +ay(x) +by(x) =0,  y(xo) =yo, ¥ (x0)=0a0

Dazu verwenden wir folgenden Ansatz:
1) Zuerst finden wir die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms:

Al +ad+b=0

Nun unterscheiden wir 3 Fille:
Fall 1: (a®> —4b > 0) = 4 # A, reell

yu(x) =C; MY et

Fall 2: (> —4b=0) = A = A, reell

yu(x) = (C1 +C2x)ellx

Fall 3: (a®> —4b < 0) => A1 = o+ Bi, Ao = & — Bi komplex
ya (x) = e (Cy cos(Pux) + Cysin(Bx))

2) Anfangsbedingungen einsetzen, Konstanten C; und C; finden.

y(x0) = yu(x0), ¥ (x0) =yg(xo)
Mittnachtsformel
—b+vVb2—4
al+bx+c — = Tac



Ein Eigenvektor einer Matrix ist ein Vektor, welcher vor und nach  Mathematische Modelle haben den Zweck, die Realitat mathema-

der Matrix-Multiplikation dieselbe Richtung hat. Mathematisch:

AV=AV

Rezept
Eigenwerte
Folgende Gleichung nach A auflésen:

|det(A—AE)=0 |

Eigenvektoren
Wir 16sen nach v; auf:

(A—LE); =0

Wir suchen jedoch nur Losungen fiir die gilt: v; 756

Tipp: Falls die Matrix (A —AJ) nach dem Gauss-Algorithmus

tisch wiederzugeben und potenzielle Entwicklungen eines Systems
zu formulieren.

Dabei zeichnet man die Compartments als Kéastchen und die
Anderung der Substanz als Pfeile zwischen den Kastchen. Man
schreibt zusatzlich noch wie viel Substanz durch diese Pfeile fliesst.

pIS vl

E— Infectious E— Recovered

S 1 R

Man schreibt fiir jedes Compartment die Ableitung hin und zwar
wird jeder ausgehende Pfeil subtrahiert und jeder eingehende Pfeil
addiert. In der Grafik oben ware das:

keine Nullzeile hat, hast du einen falschen Eigenwert oder beim

Gauss einen Fehler. (E = Einheitsmatrix)
Beispiel

Finde die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrix:

0 1
A:
3 -2
Eigenwert
0 1 1 0
det -1 =0

3 -2 0 1
=A2424-3=0

A=1,-3

Eigenvektor

Nun zum ersten Eigenvektor: A; =1

-2 1 —1 1
3 —2-1 3

(A — NI, =

Nun benutzen wir den Gauss-Algorithmus:

-1 1 0 -1 1 0
=
3 -3 0 0 0 0

xp = a konnen wir frei wahlen. Das heisst fiir x; folgt:

X1 +txn=0=xi=x=«

Der Eigenvektor ist also:

V) = -

§'(t) = —BI(1)S(1)

I'(t) = +BI(1)S(t) = ¥I()
R (1) =+7I(t)
Nachdem man dieses DGL-System aufgestellt hat, muss man es
nur noch losen.
Linear compartmental models

Oftmals verkiirzt man bei den linearen Modellen die Schreibweise
tiber den Pfeilen. Das heisst ein Pfeil, der von Compartment N
mit der Beschriftung k; ausgeht, meint tatsachlich: 1Ny (r).
Rezept

1) Schreibe alle die Variabeln der Compartments in einen Vektor.
2) Schreibe die DGL der einzelnen Compartments Uibereinander,

wobei du die Variablen in derselben Reihenfolge ordnest wie im

Vektor.

3) Nun kannst du die Koeffizienten der Matrix direkt ablesen.

Beispiel

— N,

Ne

In diesem Beispiel waren jetzt die Gleichungen:

=t
Il
o

N{ (t) = —kiN; (t) +k3N3<l‘)
Né(l‘) = klNl(t) —kzNz(l)
Né (l) = kzNz(t) — k3N3 (l)

Nun kann man die Koeffizienten direkt ablesen:

—k1 0 ks
N’(l) = ki —k 0 N(t)
0 k —k3

Rezept

. . . X1 Y1 X1)1
Um zu zeigen, dass etwas ein Vektorraum ist, muss man folgende + =
10 Eigenschaften iiberpriifen: (Dabei sind x,y Elemente von V X2 y2 x2y2
und 4,7 sind reelle oder komplexe Zahlen.) | _ Asn 2V evw

seellx Nellormasime | X yixi X1y1
1) Abgeschlossen: x—+y ist auch in V. -Oy 2 DM i + = =
2) Assoziativ: (x+y)+z=x+(y+z) Oy ey *&ij‘*"l"’k“"’ rm 2 *2 y2x2 r2y2
3) Neutrales Element: x+ 0y = x Ov ~ |!/5m 6) Abgeschlossen: Ax ist auch in V
4) Inverses Element: (—x)+x = Oy o Falls x; > 0, dann ist auch x* > 0 fiir alle A. Daher ist auch:
Kommutativ: x+y=y+x ox 2 pddkies boenes

Assoziativ: (A-y)-x=21-(y-x)

)
5)
6) Abgeschlossen: Ax ist auch in V
7)
8) Neutrales Element: 1-x=x

V eima
Slove Hulkigilokon: [LV—=Y

vw'«l ,Z,OMM\/: x| xil
Yx\V—=V

Pagmdal 2L 7 4

9) Distributiv: A(x+y) =Ax+ Ay

Beispiel
Der Vektorraum V besteht aus der Menge:

X1

X2

| x1,%0 >0

Lo :
10) Distributiv 2: (A +7)-x=Ax+yx %M\S?W‘uﬁ

X*?‘*‘}&X’[[)‘”‘ in der Menge V.

7) Assoziativ: (A-y)-x=A4-(y-x)

X1 xl()wr)
(A1) - O
X2 x, "

R AU O O

. - Y- =A- = =
Mit der Addition und Multiplikation: —~felhen W: % xg (x> e
A

X1 Y1 X1)Y1
+ = 5 A{ .

X2 y2 X2y2

1) Abgeschlossen: x+y ist auch in V

Falls x; > 0 und y; > 0, dann ist auch x;y; > 0 Deswegen ist auch

X1 V1
—+ =

X2 Y2

X1Y1

X2y2

in V drin. Damit ist diese Eigenschaft erfiillt.

2) Assoziativ: (x+y)+z=x+ (y+72)

X1 )1 21 X1y1
+ - = -
X2 y2 2 | | X2
X1 Vi 21 X1
- + =
i X2 2 22 L X2
3) Neutrales Element: x+ 0y =x
X1 1 1 - X1
X 1 I-x
4) Inverses Element: (—x) +x =0y
X1 1/x; 1/x1-x1
R
X 1/x, 1/xp-x2

X1

X2

<1

22

yizi

Y222

X1

x

8) Neutrales Element: 1-x=x

X1 x% X1

X2 xé X2

9) Distributiv: A(x+y) =Ax+ Ay

A A A
X1 b)) X1y X1y1 A1y
X2 y2 X2y2 (x2y1 ))L x%Y%
A A AyA
X1 Y1 X y X1y
A- A =7+ =]
X »2 x} % X y5
Xz 10) Distributiv 2: (A +7)-x = Ax+yx
X2Y222 Asr) X xglﬂ')
L i +y
- X xélﬂf)
X1Y121
| ¥2)222 | X1 X1 x% x! x%x%/ xglﬂl)
A +7v- = + = =| G
X2 X2 P x) Xl x5 T

Rezept

Da ein Unterraum immer eine Teilmenge eines Vektorraumes
ist, sind einige der 10 Eigenschaften des Vektorraumes bereits
gegeben. Daher muss man nur noch drei Dinge zeigen:

1) Es existiert ein Null-Element: x+0y = x
2) U ist abgeschlossen: Also x+y muss ebenfalls in U liegen
3) U ist abgeschlossen: Also Ay muss ebenfalls in U liegen

| Se Vo V. 0V bk (hudeaeldorsonn (OF)




Beispiel

Ist U ein Unterraum von V, dem Vektorraum R2?
U={ZcR?|x,=0}

R? ist eine 2D-Ebene. Der Unterraum besteht also aus allen
Punkte auf der x-Achse. Also ¥ = [x;,0]”

1) Es existiert ein Null-Element, namlich: 0y = [0,0]7, denn:
X1 0 X1
—+ =
0 0 0

2) Die Summe zweier Vektoren liegt wieder im Unterraum:

X1+y1 21
0 0 0 0

3) Ein Vektor multipliziert mit einer reellen Zahl liegt wieder im
Unterraum

X1 lxl

0 0

Jeder Vektorraum hat ein sogenanntes Erzeugendensystem. Ein
Erzeugendensystem ist eine Menge von Vektoren, wobei man mit
Linearkombinationen dieser Vektoren jedes Element im Vektor-
raum erreichen kann. Im Erzeugendensystem konnen Vektoren
auch linear abhangig sein! Das bedeutet also auch immer, dass
die Anzahl Vektoren im Erzeugendensystem grosser oder gleich
sein muss wie die Anzahl Dimensionen des Vektorraumes.

#Elemente > #Dimension

Beispiel

Im R? war zum Beispiel ein Erzeugnedensystem:

Im Vektorraum der Polynome von Grad 2 ware ein Erzeugenden-
system:

{1Lx—1,2—1}

Eine Basis ist einfach ein Erzeugendensystem bei dem alle Vekto-
ren linear unabhangig sind. Das bedeutet also auch immer, dass
die Anzahl Vektoren in der Basis genau gleich sein muss wie die
Anzahl Dimensionen des Vektorraumes.

#Elemente = #Dimension

Beispiel
Das heisst, dieses Beispiel ware keine Basis, da die Vektoren linear

Eine Basis des R? wire zum Beispiel:

1 0 1
, oder ,

0 1 1 1

Im Vektorraum der Polynome von Grad 2 ware dieses Erzeugen-

densystem auch eine Basis: rw 'wa WJJ_

{1,x lx—l} L Lo

Denn alle Elemente sind linear unabhangig.

Polynome kénnen auch Vektoren sein. Das ist vielleicht am Anfang
etwas irritierend, aber eigentlich ist es gar nicht so schwierig. Der
Trick ist das Polynom: ag+a1x+ ...a,x" in eines Spaltenvektor zu
schreiben. Das heisst, wir listen einfach die Koeffizienten auf.

Beispiele
Das Polynom: x> 4 2x+ 3 wire also:

Ist {1+x%,x—1,x+x>} eine Basis? Wandeln wirs doch einfach in
Spaltenvektoren um:

1 —1 0
01, 1,1
1 0 1

Nun konnen wir einfach diese drei Vektoren in eine Matrix ste-
cken und deren Rang berechnen und sehen sofort, dass nur zwei
Vektoren linear unabhangig sind. Es ist also keine Basis.

Um Studenten zu verwirren braucht es natiirlich noch eine unnétig
komplizierte Schreibweise, wie wir diese Losungen eines DGL-
Systems notieren. Also anstatt einfach zu schreiben, dass unsere

Bei der Diagonalisierung findet man zur Matrix A zwei Matrizen
D und T, so dass A = TDT~!. Dabei ist D eine Diagonalmatrix,
hat also nur Elemente auf der Diagonalen.

Rezept
Wir wollen:

A=TDT!

1) Berechne die Eigenwerte 4; und Eigenvektoren v; von A

2) Uberpriife, ob die Eigenvektoren linear unabgingig sind.

Falls nicht ist keine Diagonalisierung moglich. (Tipp: Falls die

Eigenwerte verschieden sind, sind die Eigenvektoren immer linear

unabhéngig.)

3) Schreibe die EW auf die Diagonale der D Matrix auf.

4) Schreibe die Eigenvektoren in derselben Reihenfolge spalten-
weise in die Matrix T

Bemerkung: Fiir T gibt es nicht nur eine richtige Matrix, da
es ja immer unendlich viele Eigenvektoren gibt.

Trick
Jede hermitesche Matrix ist diagonalisierbar!
Hermitesch

A=A Hermittransponieren ist dasselbe wie normales Transponie-
ren, einfach, dass alle Eintrage noch komplex-konjugiert werden.

A=

allgemeine Losung: MV . LES«W‘XM VAR y‘(X)=A‘\/(‘f) Mol e B 1

Clvlellx + C2V2elzx + ...

¥(x) =

lautet, schreiben wir stattdessen, das unser Losungsraum lautet:

Z,ll

Ly ={tvie" 1 e}

Das finden Mathematiker einfach geiler so.

—@Jfg Q(B’rf,kc%é(@}*( (>

oSl ) iy 0 i

abhangig sind:
1 &AX

MM Y\AMC So)&
ficaidid” Mﬂ\sﬁ

Endos. Kl 2 (uik €-=)
to b y)=( oy O == (1=0"

)

A=TQT

= y(o)=C7v ?O +C5 ('&é> Zf > =

Simpel gesagt, gibt dir 'e hoch eine Matrix' wieder eine Matrix
zuriick. Diese Matrix hat jedoch eine spezielle Eigenschaft, namlich
ist sie die Ableitung nach t:|(ef’)’ = Ae*’

So hat jedes DGL-System: ¥(r)" = Ay(t) die Losung:|¥(¢) = e** - ¥

Rezept
Bei der Berechnung des Matrixexponentials gibt es grundsatzlich

zwei ganz unterschiedliche FaIIe:__7 S‘J&_’ Y M

Die Matrix ist diagonalisierbar <56°{r
Fiir Rezept siehe: Matrixexponential -

Diagonalisierung

Die Matrix ist nicht diagonalisierbar
Fiir Rezept siehe: Matrixexponential - Jordanblocke oder Ver-
tauschbar

Rezept

Um das Matrixexponential ¢*’ einer diagonalisierbaren Matrix A
zu berechnen, gehe wie folgt vor:

1) Diagonalisiere die Matrix, also berechne T und D

Dt

2) Berechne ¢”", indem Du alle A; auf der Diagonalen mit

el ersetzt.

3) Berechne nun:

A=T.LT!

Beispiel
Wir wollen folgende Matrix diagonalisieren:

COEEST

4 =2i 4 =2i
A— 7 AH — A 0 1
2 2 2 2 3 _o
Tipp: Jede reelle und symmetrische Matrix ist auch hermitesch. 1. Diagonalisieren: (g«&«\b o . \
Beispiel & j)
Wir wollen folgende Matrix diagonalisieren: D 1 0 T 1 -1
0 -3 | 13
0 1 (_
A= 3 2 2) Diagonalelemente ersetzen: ~>K(ﬂ/§ -0
-=L4-A |
1) Berechne die Eigenwerte 4; und Eigenvektoren v; von A e 0
0 e—3t S\CL/%(;XLXK
-1
vi= e V2= 3 3) Berechne: e =T -l . T! Jnoone dox Madae
~—
2) Die Eigenvektoren sind linear unabhangig. (EW verschieden) 1 -1 o 0 1 -1 !
AN =
3) Die Diagonalmatrix D lautet also: (EW auf Diagonale) 3 0 e I3
b [ 1 0 i t_l ef3t+3et et_ef3t
1o =3 4 |2ef =373 e 4o
4D'T—Mt'|tt|: . . .
) Die artbeladtet aiso sin(x) ist ungerade sin(x) = —( —e ) A
Mcmﬁ—\ [, 1] |cos(x) ist gerade cos(x) = %(e’x—f—e x) A/ A
&{IUQUM'/‘F&/% T = T OY4\-A A



Rezept

Es gibt einen Trick, den man anwenden kann, wenn zwei Matrizen
vertauschbar sind. Also, wenn AB = BA gilt. Dann und nur dann
ist:

| & = e(A+B)t — A B |

1) Die Matrix muss dazu folgende Form haben:

: [« b 0 .. 0]
&AA{;,W@Q&&( 0 a b -

e o Lictonws C=1| . .. .. . 0
/ : . a b
0O .. .. 0 a

l) - -

2) Teile die Matrix auf:

[ @ 0 o] [o b 0 . 0]

0 a 00 b
—A+B= + 0
a 0 : - 0 b
(0 . . 0a] O . . 00]

3) Schreib’ pro forma die Begriindung auf: A und B sind ver-
tauschbar, da A im Grunde nur die Einheitsmatrix multipliziert
mit einer Konstanten ist. Es kommt nicht darauf an, ob wir eine
Einheitsmatrix von hinten oder von vorne multiplizieren. BA = AB

[N W/ 1A Vermerolek : cCt=c,k6oe,"°’é,wfo C=A+Q

4) Verwende nun: eB)f = A7 . ¢B! (E = Einheitsmatrix)

i (b1)? ()" !
Lobr 5= G5 .
0 1 bt /:\N’\ N S e!
A =" E PP (b1)? ) — :
=e¢E, ol - el B /9N -(%KZMM( S
1 bt
0 0 1
5) Das Resultat lautet also: e’ - B
r bt)? (br)*1 ]
1 bl % .. ﬁ et.]l
0 1 b “ et "
€
QABY _gat | o @ 0 etk
1 bt
1 0 . - 0 1] 2) Diese Blocke haben immer dieselbe Form, also auch ihr Expo-

Beispiel
1) Die Matrix hat die richtige Form:

320
0 3 2
0 0 3

C =

2) Wir teilen die Matrix auf:

300 020
=A+B 03 0|+(0 0 2
0 0 3 0 00

3) Abschreiben: A und B sind vertauschbar, da A im Grunde
nur die Einheitsmatrix multipliziert mit einer Konstanten ist. Es
kommt nicht darauf an, ob wir eine Einheitsmatrix von hinten
oder von vorne multiplizieren. BA = AB

4) Verwende nun: elA+B)t = At oBt

00 1o 2
eAt: 0 e3t 0 —e3t'E7 eBt— 0 1 2t
0 0 ¢ 0 O 1

L2 5| ool
=0 1 2| W) o b€
000 1) weliphiwn!

Rezept
Wir lassen die Berechnung der T-Matrix weg. Nun haben wir

nicht mehr A = TDT !, sondern D wird zur Jordanmatrix J:

A=T-J.T' = eAM=1."T""!

1) Diese Jordan-Matrix besteht aus vielen Jordanblécken auf der
Diagonalen. Weil diese Blocke eben nur auf der Diagonalen sind,
ist das Exponential der Matrix einfach das Exponential der Blocke.

nential, wir kennen diese Form bereits aus dem Vertauschungs-

trick.

10
A1

o|?.’

'
0

> - o

1 ﬁ tnfl
t3 (n=1)! Wenn man eine Matrix hat, die aus Blécken auf Diagonalen und
0O 1 ¢ sonst nur aus nullen besteht, darf man das Matrixexponential, die
St — e@ : ; Inverse und A" auch blockweise berechnen.
1 t i
0 .. .0 1| A A
3) Wie man diese Blocke wahlt, kommt auf die Vielfachheit des A - Ae At - A
Eigenwertes an und wie viele Eigenvektoren zu diesem Eigenwert
dazugehoren. Der Grundsatz ist simpel: Fiir jeden Eigenvektor gibt ~
es einen Jordanblock. Am klarsten wird das anhand von ein paar L A L A
Beispielen:
Beispiel
Sagen wir, wir haben zur Matrix A die Eigenwerte: A; =2 und
A2 =3 und zu diesen Eigenwerten haben wir die Eigenvektoren: v, -~ ~ )
zu A; und vo zu Ay. A = 2 sei ein 3-facher EW und A4, =3 ein 2- Al e+A4
facher EW. In diesem Fall miisste die J-Matrix wie folgt aussehen: " A
(Fiir jeden EV ein Jacobiblock) A - Ae Ao e
21 0 00 A A
02100 ) )
J=10 0 2 0 0
000 3 1 Beispiel
|00 0 0 3 | 2 1 0
Wenn man nun ¢’* berechnen will, kann man das blockweise tun. A=10 2 0
0 0 3
2 1 0 et 12 )2
n=1lo0 2 1 }eﬂl _ 0 2 o A besteht aus zwei Blocken:
2t 2
0 0 2 0 0 ¢ Aq 5 undAQ:[3]
0 2
J i I t]z e3t t€3t Sé /k /(.-é
2= - € = E i~
03/ o o |TE \OA R IRV Ry 1
A= o 1n | Ay =[1/3]
ot 122 0 0 /
2 2 2 2
0 e e’ 0 0 JA e te” et ]
el — 0 0 20 0 0 &
0 0 0 et e Um nun die Inverse oder das Matrixexponential zu berechnen, muss
0 0 0 0 o ] man nur noch die Blocke zusammensetzen.
12 —-1/4 0 e ot 0
Q{‘é = T @:é‘éT’A Al = 0 1/2 0|, €= 0 e 0
. 0 0 1/3 0 0 &%
S b
telsy Lin. DL Systeme - Matriexponential
ok ot
C;é af, A bt _ e [o'f,e, Rezept
e = A ot

Man hat ein DGL-System:
¥(x) = AF(x) und §(0) = 3

Dieses DGL-System hat einfach di

) =3




Beispiel
Wir wollen folgendes DGL-System |6sen:

V) = Y ¥(0)=
3

- 4
W : L_9,L\]T

yz
1) Das Matrixexponential lautet:
1 e 3t +3e! o — 3t

P
4 el — 33 33 Lo
—z
2) Nun berechnen wir ei@’ach y(©)
r ‘/\/R'

B 1 e 3 4 3¢t & —=F 0 ol — e 3t
y(x) = Z . =

el —3e 3 B 4t 4 3e 3t o

Mit der Variation der Konstanten kann man auch eine Losung
finden, falls ein sogenannter Storterm g(¢) zur DGL dazugehort:

y(t) = Ay(1) +&(t)

Das lasst sich dann ganz einfach mit einer Formel |6sen.

Rezept

Die Formel fiir die(C6sung)lautet:

50 =50+ [ 4 Mg(@ar

Dabei ist der erste Summand die 'homogene Losung' und der
zweite Summand die 'partikulare Losung'.

Bemerkung: Das Integral ist in jeder Koordinate einzeln.— Beispiel

Beispiel .
A gé@
, -3 0 1 1
y = y+ , Yo =
0 —4 e 0
I e 0
0 e—4t
dle t'swhb-T (
: w’« v-rw\&w \V
t / ¢ 673(I7T) 0 1
/ Mg (1)dT = dt
0 L 0 0 674(#1) eSr
66—3()?—1)(17

%(1 _e—3t) _|_e—3t

%(eSt o e—4t)

-y{é(x)—

g

Fir n,m € N:

T
cos(nz) =0, falls n ungerade;

T n
2= (-1,

cos(n falls n gerade

sin(ng) = (=1)"=1/2 " falls n ungerade;

T
sin(nz) =0, falls n gerade

Man schreibt:

Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, bei der alle Basisvektoren
zueinander orthonormal sind. Also es gilt fiir alle Vektorpaare:

@) =0, lxll=llyll=1

Wichtig

1) Jeder Vektorraum hat eine Orthonormalbasis

2) Falls eq,...,e, eine Orthonormalbasis ist, dann Idsst sich jedes
Element im Vektorraum ausdriicken durch:

n
V= Z Cci€é;
i=0

Trick

Diese ¢; kann man dann immer (nur bei Orthonormalbasis!) mit
dem Skalarprodukt berechnen:

ci = (vei)

= 2 2
%0 4F ’;an cos (Tnt) + by sin (Tnt>

Das heisst im Klartext: Wir addieren einfach Sin/Cos von verschie-
denen Frequenzen mit verschiedenen Amplituden:

fl) =

f) = 02_0 +aj cos(t) + by sin(r) + ay cos(2t) + by sin(2t) +

T ist die Periode und Tp der Start der Periode. Die a,, und b, kann
man dann einfach mit der Formel berechnen.

() Rezept
Im Vektorraum R”: (Normales Gymi Skalarprodukt) ot
2 [0 21
x,y) = inyi \r(; \<€> p(f n = T /To f£)os <7nt> i (A‘/‘bmzo
Im Vektorraum der Funktionen f: [a,b] — R: & b 2 T0+Tf(t) . (27: t) &
== sin | —n
" T TO T (b“)wz/{

b
£ = / F)e)dx

Das Skalarprodukt hat immer folgende Eigenschaft (bilinear):

(x, ay+ Bz) = alx,y) + B(x,2)

Man schreibt:
|| x|

Ixlh= /T2

P-Norm: Im Vektorraum RR":

lxll= (/X

Norm einer Funktion: Im VR der Funktionen f: [a,

&DWMQ

V\,O-’\'VV\LNb

LCQ x>
RGN, (<ol (

bl = R:

b
[Fa= / F(x)dx

'{‘/1. FX

Tipps
Eine ungerade Funktion = um (0,0) punkt-symmetrisch =

Alle a, =0 L»zg;. S
Eine gerade Funktion = um y-Achse achsen-symmetrisch =

Alle b, =0 (piﬁ, o™

Jede periodische Funktion lasst sich als Summe von Sinus- und
Cosinus-Termen schreiben. Diese Sin/Cos-Terme lassen sich wie-
derum als ¢ Terme ausdriicken.

& o
— Z cne’ 7 nt
Nn—=—o0
vaw;‘(. Vl.ié...
Das heisst im Klartext: Wir addieren einfach ¢ Terme von ver-
schiedenen Frequenzen mit verschiedenen Amplituden:

—i2t

f(t)=cot+c_1e " +cre" +c_se +cpe + ..

T ist die Periode und Ty der Start der Periode. Die ¢, kann man
dann einfach mit der Formel berechnen.

1 To+T .
Cp= —/ ft)e " T™dt
T Jg,

Fiir reelle Funktionen ist ¢, = (c_,)* (komplex konjugiert)

Umwandlung zu reellen Fourier-Reihen
Fiir die Umwandlung sollte man sich folgende Formeln auf die Zu-

f hreiben: '
sammenfassung schreiben C—w“k'j"”/’é‘" v G
an=cp+c_p, by=ilch—c_y), ao="2c
1 : 1 . 4o
Cp = E(an—lbn)a Cpn= E(an‘i'lbn), co = )

Wenn man ein Element x hat, welches nicht im Unterraum U liegt,
dann kann man eine Projektion z = P(x) machen. Dieses z ist im-
mer das Element in U mit der kleinsten Distanz zu x.

Abstand minimal

Lf
Unterraum U >

P(z)==z2

In diesem Fall wire jetzt x € R? und U = R2. Wie man dann die
Projektion z berechnet, sehen wir gleich.

Rezept

1) Falls ey, ...,e, eine Orthonormalbasis des Unterraumes U ist,
dann lasst sich jedes Element im Vektorraum ausdriicken durch:

N
= Zciei
i=0
2) Diese ¢; kann man dann mit dem Skalarprodukt berechnen:

ci = (x,e;)
Bemerkung: Dieses Verfahren funktioniert auch, wenn wir Funk-
tionen als Vektoren verwenden.
Beispiel
1) Wir haben analog zum Bild oben einen Vektor x € R?, den wir

auf den Unterraum R? projezieren. Berechnen wir die Projektion
z=P(x). Die Basis von U sei:

1 0
U= 01].]1
0 0

1) Wenn wir z (die Projektion) in dieser Basis ausdriicken:

1 0 C1l
z=c1-| O [+ | 1 [ =]
0 0 0

2) Sei nun x gegeben und wir wollen die Konstanten ¢; finden:



4
X = 6 B Ci = <V7 ei>/C,;=<X)C4'_>
8
_4_ _1_
ca={(l61|,0|)=41+6-0+8-0=4
_8_ _0_
_4_ _0_
ca=(6|.]1])=40+6-1+8-0=6
_8_ _O_

Die Projektion z ist nun der Punkt in U mit der kleinsten Distanz
zu x!

7= [4,6,0]".

Wenn man das skizziert, sieht man, dass z in der Tat der nachste
Punkt zu x ist.

Um etwas iiber das Verhalten der nicht-linearen DGL Systemen
nahe an einen Punkt y. zu sagen, kann man das DGL-System li-
nearisieren. Was man eigentlich macht, ist, man approximiert die
Funktion mit einer linearen Funktion in der Nadhe einer stationadren
Losung.

Rezept
Gegeben: Ein DGL-System: y = F(¥), das man linearisieren soll:

1) Berechne: ¥.; die stationaren Losungen: 0 = F(¥)

2) Berechne die Jacobi-Matrix:

AE) A w0 FZ=hA0)

0 —
A=DF(y) = P s
() ) 7= fa(5)

3) Die Linearisierung lautet dann:

¥ =AF-5-)

4) Die Linearisierung darf nur verwendet werden, falls das
Grobmann-Hartmann-Theorem erfiillt ist. Das heisst nur falls al-
le: Re(A;) #0 (A; = EW von A)

Stabilitat

Um damit nun die Stabilitdit von einem System y = F(¥) zu
beurteilen, muss man nur die Eigenwerte von A berechnen.

1) Falls alle Eigenwerte im Realteil negativ sind (Re(4;) < 0)
— stabil

2) Falls mind. ein Eigenwert im Realteil positiv ist (Re(4;) > 0)
— instabil

3) Falls mind. ein Eigenwert im Realteil Null ist (Re(4;) = 0)
—> keine Aussage

Bemerkung:

-Falls F(y) : R — R, dann ist A eine Konstante, also EW = A.
-Falls der eine EW positiv und der andere negativ ist, nennt man
das: Sattelpunkt.

Intuition

Eine Linearisierung kann man sich wie eine Annaherung der Funk-
tion mit einer Gerade vorstellen. Wenn man ganz nahe an einer
stationare Losung dran ist, dann kann man dies mit einer Gerade
annahern.

Y=F(@)=0+2)(-2)(y—5)

1) Die stationaren Loésungen sind: y. = —2,2,5. Wir betrachten
Voo = 2.

2) Berechne die Jacobi-Matrix: (Hier eine Konstante)

5 AL
A= a—yf(y) =3y’ —10y—4=—12 (denn: y. =2)

—= le()\)<0
—=ghapel )

3) Die Linearisierung lautet also:

Y =-12(y-2)

Spur einer Matrix
Die Spur einer Matrix A (geschrieben: Tr(A)) ist einfach die Sum-
me ihrer Diagonalelemente.

1 5 4
6 2 6
8 9 3

Hatte als Beispiel die Spur: Tr(A) =14+243=6

Trick

Meistens interessieren uns die konkreten Eigenwerte gar nicht. Es
ist lediglich interessant, ob die Eigenwerte positiv, negativ oder
null sind. Denn damit lasst sich bereits die Stabilitat beurteilen.
Qe (x) — ok

1. Berechne die Spur (Tr(A)) und Determinante (det(A)) der
Matrix.

2. Fallunterscheidung:

2.1) det(A) = 0 = keine Aussage. Mindestens ein EW st

Null.

2.2) det(A) < 0 = Sattelpunkt
(Vorzeichen der EW sind verschieden)

=
2.3) det(A) > 0 = Betrachte die Spur:

¥
3.1) Tr(A) > 0 = instabil (Beide EW positiv) ./\L=¢tLb &\Wr(
3:2) Tr(4) <0 stabil (Beide EW negativ) ., _ ) f,..c} sl

3.3) Tr(A) = 0 = keine Aussage maglich

Auch falls man eine Funktion F(¥) : R? — R? hat, kann man sie
dennoch optisch abschatzen. Man muss sie nur als Vektorfeld plot-
ten und sich dann wieder eine Ameise vorstellen, die den Pfeilen
folgt. Die rote Strecke ware in diesem Fall der Pfad der Ameise.

Phasenportraet mit Vektorfeld

K JO— ]

1 ' - 1

1

. {

0.5 .
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05
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1| 1
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sl e o D P e Dl

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15

Amplitude

Bei normalen Diffentialgleichungen wird ja immer nach einer
Funktion gesucht, die von einer einzigen unabhangigen Variablen
(meistens t=Zeit) abhdngt. Von dieser unabhangigen Variablen
hangen dann eine oder mehrere veranderliche Grossen ab. Zum
Beispiel die Konzentration C(z) eines Medikaments in einem Or-
gan oder die Grosse einer Rauber- und einer Beutepopulation.

Die Funktionen, die man in PDEs sucht, koénnen jedoch von
mehreren unabhabgigen Variabeln abhangen. Fir PDEs gibt es
keine allgemeine Losungsmethode, deswegen werden wir spater
noch fiir die wichtigsten Arten von PDEs Losungsmethoden
lernen.

Beispiel ODE

Y(t) =—4y(t), ¥(0)=1

Das y(t) ist nur von einer Variabel t abhéngig, also ist es ein ODE
(= Ordinary Differential Equation). Die Losung ware in diesem
Fall: (nur von t abhangig)

)=
Beispiel PDE
0 d
ay(x,t)—l—o@y(x,t)zo, y(x,O)zf(x)

Das y(t) ist nun von zwei Variabeln t und x abhangig, also ist es
ein PDE. Die Loésung wére in diesem Fall: (von t und x abhangig)

Y1) = flx—ct)

Ware jetzt z.B. f(x) = e, dann kénnte man y(x,t), wie folgt
zeichnen:

a>0 -> hos &\\LLW'.L{-WO ,M 40 == £ 2,
<bséo_,> ﬁf@ﬁt ) e ==(5

¥ ) = e e

0DG(,.)
(5 ) O AMA-SE)

=\ = %(ﬁﬂgT)
M &>0 == (570 =7o454l

DGL
Y (x) = Ay(x)
Y'(x) = —@?y(x)

Y'(x) = 0%y(x)
Sinh, Cosh

Der Sinus-Hyperbolicus und Cosinus-Hyperbolicus sind wie folgt
definiert:

Allgemeine L6sung

y(x) = At

y(x) = Asin(wx) + Bcos(wx)

y(x) = Asinh(wx) + Bcosh(wx)

i) = %(a —e )

cosh(x) := %(e”Y +e )

Daraus folgen ein paar wichtige Eigenschaften, die man kennen
sollte:

— sinh(x) = cosh(x)

dx
d .
g cosh(x) = sinh(x)
Aber noch wichtiger:
sinh(0) =0
cosh(0) =1

Wieso dieser Ansatz
Wieso schreibt man denn nun die dritte Gleichung aus der Tabelle
mit cosh und sinh, anstatt mit e®* und e~ ®*?

Der Grund dafiir ist, dass es einfacher ist, wenn man die An-
fansbedingungen einsetzt.

Sollte die Anfangsbedingung gegeben sein: y(0) = 0, setzt man
das ein:
¥(0) = Asinh(0) + Bcosh(0) =B =0

y(x) = Asinh(x)

Das ist wesentlich einfacher, als mit e®* und e~ ®* die Konstanten
zu berechnen!

Gradient
Alle partiellen Ableitungen in allen Variabeln in einem Vektor

2 f(x,y)
VIey) = | & f(xy)

Divergenz
o d d
div(F(x,y)) = 5-fi+ a—yfz (+--)

Laplace Operator
Die Summe aller zweiten Ableitungen in allen Variabeln

(+..)

Au(x,y) = tex + Uty



Mit dieser Methode kann man viele PDE's I6sen. Diese Metho-
de wird auch oft als 'Separation der Variablen' bezeichnet. Eine
solche Aufgabe kommt fast garantiert an der Prifung.

Rezept (Beispiel 1)

Machen wir es anhand von einem Beispiel:

S

und: u(x,0) = sin(2x),u(0,2) = u(w,7) =0

Uy = — Uy,

1) Separation der Variabeln:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x,1) = f(x)-g(r)
1.2) Setze u(x,t) in die DGL ein

(f(x)8(1))xxe = = (f(x)8(2))r
f'(x)g(t) = —f(x)g'(1)

1.3) Umformen und —w? definieren (immer):

];/((xx)) = _i:((tt)) = konstant := —@?
1.4)0 osen:
4) ODE nach ”f(x) I6sen 7Vm<bx/g %
J‘;(Ecx)) _ _w2 :>f”(x) — _w2f(x>
f(x) = Acos(wx) + Bsin(wx) &

1.5) Randbedingungen einsetzen und Satzchen abschreiben:
Da u(0,t) = u(m,¢) fiir alle t gilt, macht nur eine Lésung Sinn, wo:

f@):fM):.—>&m“AmG£)%®G&=@1X%KMMM0

MM m»%‘wlﬁ/\W‘- =ty —7M 20 omonirh. Towddo

2) Superposition/ Fourier-Reihe Beispiel 2

Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Losungen fiir f(x) und Noch ein Beispiel:
g(t). Namlich fir jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles

nochmals auf: Uyy = Uy

2.1) Zusammenfassen:

— f(x) = By sin(@yx) RB: u(0,1) = u(m,1) =0

—rg(t) = C,,e‘”nz’
—w,=n=0,1,2,...

rsetzt ) /ﬁb MJNLAWG,@ Svodk. M)MJL‘L

AB: u(x,0) = sin(2x) + 2sin(4x), u; (x,0) = 3sin(3x) + sin(5x)

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Losungen: (Die Konstanten: B,C, werden durch

e bl

1) Separation der Variablen:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x,1) = f(x)-g()

1.2) Setze u(x,t) in die DGL ein
» In unserem Fall:

FI80) = B.C, sm(nx)

up(x,1) = = by sin(nx)e™ !

2.3) Loésung:
Die vollstandige Losung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Losungen:

1) =Y bysin(nx)e"”

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Lésung zu finden, setzen wir die Anfangsbe-

f'(x)g(t) = £(x)g" (1)

1.3) Umformen und —w? definieren (immer):

dingungen ein: " "
9und LG =8 (t) = konstant := —®?>
" " fx) o gl)
Z sin(nx)e Z sin(mx 1.4) ODE nach f(x) losen:
2.5) Fourierreihe, um b, zu finden: £"(x) 5 Y 5
Im allerletzten Schritt gilt es, die b, zu finden. Diese sind meistens f(x) =-0" = f'(x) = -0 f(x) awa das
einfach die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedinung. In unserem TM
f(x) =Acos(wx) + Bsin(wx)

Fall ist u(x, ())(‘_/ggZx) Es sind also alle Fourierkoeffizienten null,

ausser: by = 1.fDamit ware die Losung der PDE:

£(0) =0 =Acos(0) + Bsin(0) =>:A=0 ¥

Mw-' |—(§(7<> NN |

1.5) Randbedingungen einsetzen und Satzchen abschreiben:
Da u(0,t) = u(m,z) fir alle t gilt, macht nur eine Lésung Sinn,

l>V‘-" &‘0 Awm«

Damit die zweite Randbedingung,f(m) = 0, immer erfillt ist,
missen wir unsere Wahl von @ einschranken. Wiirde man B =0
setzen, gabe das f(x) =

f(x) =0=Bsin(or) =|w, =n=0,1,2,3,..]

Die Frage ist nun, fiir welche o ist sin(en) =
ligen natdrlich.

1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch fiir g(t) mit den
gefundenen o,

0. Fir alle ganzzah-

..
7 bl

2
= C,e”"

g'(1) = w7 g(t) ={g(t)

0, also keine niitzliche Losung.—= N w‘!kw
{0~ seine

=Y bysin( gzx) - sin(2x)e¥
Goesa ‘ZM%DJF

- “zﬁ +;anc0s (?nt) +bysin (%”m)
A oo 2k dine. KSwus !
alle o =0 apsses l’A ﬁifk&

= 0(,0) = S0, Uind dl dox
Voo i Swud kuj‘ ‘-‘B’

‘/.))V’A

wo: f(0) = f(x) = 0. Daher suchen wir ein f(x), welches diese

Eigenschaft erfiillt. _ ) R(x), (‘59.“,(@0 |
0=Acos(0)+Bsin(0) =:A=0

f0) =

Damit die zweite Randbedingung, f(m) =0, immer erfiillt ist,
missen wir unsere Wahl von @ einschranken. Wiirde man B =0
setzen, gabe das f(x) =0, also keine niitzliche Lésung.

1)

f(m) =

Die Frage ist nun, fiir welche @ ist sin(w)
ligen natiirlich.

1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch fiir g(t) mit den
gefundenen w,

0 =Bsin(wr) ={®, =n=0,1,2,3,... |

=0. Fiir alle ganzzah-

v% Y = Pyl =y D=ATE

MM?AMLLS&J%AJQ—

\@vﬁ (/L(xpé>= g[é S\V\«(VLK> E’/

(AS): lx,0) = 1 (p( OAxAVb
=2 Al wd, Wooall Srx T s
%U«AMW» 2 IW MM

ne@ by -

Al ou(xzoj =ZA l(,,; s () 'co=§ V»;\s‘\vx(m« = f\@ =31

G- {3
U = %CPJSO uM-g\xwLL A Foouces— KJ»L Z"Ol(, 3\""@'*\) WW

A8 A&
—> (o= Té vy

g'(t) = —wy8(r) =|g(1) =

h o gus dux Tabell

Ccos(wt) + Dsin(wt)

4 Xx<O _DWNKer(L '&M«%

04X &

1 /:r sin(kz) f(z)dx =|= /Oﬂ sin(kz) f

T ™

A?Vf 2, (LAM D é\w(@w&ﬂ)&)

f=0

2, eltwdn)< it
AlY

b)) g o]

falls k£ ungerade,
falls k& gerade.

Q\W@M ) K>

V_%&w(mb %GO

o 1 148
% ./0 sin(kz)dz = %(1 — cos(km)) = { %’f

oc(x)é>=

—= A Texne Vo C((X,'@JGO:

SWL<K>€/

2) Superposition/ Fourier-Reihe

Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Losungen fiir f(x) und
g(t). Namlich fir jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

2.1) Zusammenfassen:

— f(x) = By sin(@yx)
— g(t) = Ccos(yt) + Dy sin( @yt)
— 0w, =n=0,1,2,...

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Losungen: (Die Konstanten: B,C, und B,D,
werden durch a, bzw. b, ersetzt.)

uy(x,1) = f(x)g(t) = ay sin(nx) cos(nt) + by, sin(nx) sin(nr)

2.3) Losung:
Die vollstandige Losung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Losungen:

u(x,t) = Zan sin(nx) cos(nt) + by, sin(nx) sin(nt)

n

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Losung zu finden, setzen wir die Anfangsbe-
dingungen ein:

u(x,0) Zan sin(nx) cos(n0) + b, sin(nx) sin(rn0)

n

Z ay sin(nx)

u (x,0) = Z —nay, sin(nx) sin(n0) 4 nb,, sin(nx) cos(n0)

n

an sin(nx)

2.5) Fourierreihe, um a,, b, zu finden:

Im allerletzten Schritt gilt es, die a, und b, zu finden. Diese
sind meistens einfach die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedi-
nung. In unserem Fall bestehen die Anfangsbedinungen aus Sinus-
Funktionen, also machen wir einfach einen Koeffizientenvergleich:

u(x,0) =Y aysin(nx) = sin(2x) + 2sin(4x)

n

= a, = 0,ausser: ap = 1,a4 =

) = %sin(3x) —&—“sin(Sx)
5A 5 Hs

~1/5

Bemerkung: Da in der Summe: nb, sin(nx) steht, miissen wir dieses
n miteinbeziehen. Also fiir n = 3:

= Z nby, sin(nx
n

= b, =0,ausser: b3 =1,bs

3b3sin(3x) = 3sin(3x) = b3 =1

Setzen wir die Koeffizienten in die Losung ein, gibt uns das:

u(x,t) = Zan sin(nx) cos(nt) + by, sin(nx) sin(nt) =

n

sin(2x) cos(2t) + 2 sin(4x) cos(4t) 4 sin(3x) sin(3¢) + % sin(5x) sin(5¢)




Beispiel 3
Noch ein Beispiel:

AG AN
und: u(x,0) = x,u(0,7) = u(1,1) =0

1) Separation der Variablen:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

Uy =d - uy,

u(x,1) = f(x)-8(1)

1.2) Setze u(x,t) in die DGL ein
: In unserem Fall:

(f(x)g(t))xx =d - (f(x)8(t)):

f1(x)g(t) =d- f(x)g'(¢)

1.3) Umformen und —w? definieren (immer):

J;/((xx)) =d- ‘g;((:)) = konstant := —?
1.4) ODE nach f(x) losen:
")

f(x)

f(x) = Acos(wx) + Bsin(wx)

A

1.5) Randbedingungen einsetzen und Satzchen abschreiben:
Da u(0,7) = u(1,z) fir alle t gilt, macht nur eine Losung Sinn,
wo: f(0) = f(1) = 0. Daher suchen wir ein f(x), welches diese

Eigenschaft erfiillt. .
J > e %&>= 1S stwdiox)
f(0) =0=Acos(0)+Bsin(0) =:A=0

Damit die zweite Randbedingung,f(1) = 0, immer erfiillt ist,
missen wir unsere Wahl von @ einschranken. Wiirde man B =0
setzen, gabe das f(x) =0, also keine niitzliche Losung.

f(1) =0 =Bsin(0) =|@, = ©n = 0,7,27,37, .. |

Die Frage ist nun, fiir welche @ ist sin(w) = 0. Fiir alle ganzzahli-
gen Vielfachen von 7.

1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch fiir g(t) mit den
gefundenen o,

(1) =|g(t) = Coe™ &

g =2

2) Superposition/Fourier-Reihe

Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Losungen fiir f(x) und
g(t). Namlich fir jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

2.1) Zusammenfassen:

— f(x) = By sin(@,x)

[0}
—g(t)=Cpe 4"
—rw, =7n=0,7m,27m,...

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Lésungen: (Die Konstanten: B,C, werden durch
b, ersetzt.)

=0 = ') =~ F()N L0 Jox

2
P
2.2

up(x,1) = f(x)g(t) = B,C, sin(mtx)e* = b,sin(nnx)e” d '

2.3) Loésung:
Die vollstandige Losung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Losungen:

2,2

u(x,t) =Y by sin(nmx)e”"d *
n

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Losung zu finden, setzen wir die Anfangsbe-
dingungen ein:

7[2712
u(x,0) = Zb,, sin(nmx)e” @ 0= an sin(nmx)
n n

2.5) Fourierreihe, um b, zu finden:

Im allerletzten Schritt gilt es, die b, zu finden. Diese sind meistens
einfach die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedinung. Man macht
immer die ungerade stetige Fortsetzung. Das heisst, wenn man
etwas auf dem Intervall [0,a] hat, dann berechnet man die Fou-
rierreihe auf [-a,a] der ungeraden Fortsetzung. In unserem Fall:

/70Lo~eA dos s ik & Souwzj«.««lm.

f(x) =x auf dem Intervall [-1,1]

Da die Funktion ungerade ist, sind alle a, =0 und es bleiben nur

noch die b, 1= O(NE’L)/{]

2 To+T 1
f(x)sin(n2x/Tx)dx = / xsin(nmx)dx
T Jg, —1

_ 2/1£7W.W=M!

xsin(nzx)dx (da der Inhalt des Integrals gerade ist)

b teally ek [ =27
=2 ([x- —cos(nmx) /nmly — /01 1- —cos(nnx)/nndx)

nmw n

:2<_COS(}’!7C)+ 1

o /01 cos(nﬁx)dx)

- % (—cos(mt) + [sin(nﬂx)/””}(l))

_ % (— cos(n) + sin(n7) /)

sin(nm) =0 und cos(nm) = (—1)" fiir alle ganzzahligen n.

72 71 n
, — —2D)
nmw

Damit wadre die Losung der PDE:

2,2

u(x,t) = Y bysin(nx)e” @ 1 =)~

n

Beispiel 4
Noch ein Beispiel, diesmal mit anderen Variablen: u(x,y)

AN ATS

Au=0, und: u(x,0)=u(0,y) =u(l,y) =0,u(x,1)=x-(1—x)

1) Separation der Variablen:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x,y) = f(x)-g(y)

1.2) Setze u(x,y) in die DGL ein
» In unserem Fall:

7L¢P\<}<_L; Opva»(

£ 020)) = 0 = (FE0))sx+ (FR)g0) )y = 0

F'(x)g(y) = —f(x)g" ()

1.3) Umformen und —w? definieren (immer):

1" (x) g"(y)

f(x) T g(y) = konstant := —@?
1.4) ODE nach f(x) losen:

f//(x) - ) . o

f(x) =—-0 :>f (X)f ) f(x) ﬁ{MM

whelli_

1.5) Randbedingungen einsetzen und Satzchen abschreiben:
Da u(0,y) = u(l,y) fiir alle y gilt, macht nur eine Losung Sinn,
wo: f(0) = f(1) = 0. Daher suchen wir ein f(x), welches diese

f(x) =Acos(wx)+ Bsin(wx)

2.1) Zusammenfassen:

— f(x) = By sin(@yx)
— g(y) = Cysinh(w,y)
—w,=an=0,7,27,37,...

Eigenschaft erfiillt. Ko %(x>=- rbs\»x[osx)

f(0) =0=Acos(0)+Bsin(0) =:A=0

Damit die zweite Randbedingung,f(1) = 0, immer erfiillt ist,
missen wir unsere Wahl von @ einschranken. Wiirde man B =0
setzen, gabe das f(x) =0, also keine niitzliche Losung.

f(l) =0 :BSIH((J)) :>|(1)n =n= 07][’27[’371"._. |

Die Frage ist nun, fiir welche @ ist sin(@) = 0. Fiir alle ganzzahli-
gen Vielfachen von 7.

1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch fiir g(y) mit den
gefundenen w,

_ g"(y) — _ 2
e g(y) "
— >
g"(y) = w7 g(y) = g(v) = Cysinh(@,y) + D, cosh(w,y)

Da wir nun noch eine vierte Randbedingung haben, miissen wir

diese an dieser Stelle beriicksichtigen. - _
7W -'-64' 0-(7()0\) (@)

_ |
u(r.0) = 0= g(0yZ0 &< M XS

2(0) = C,sinh(0) + D, cosh(0) =D, =0

e

| g(y) = Cysinh(w,y) |

2) Superposition/Fourier-Reihe

Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Losungen fiir f(x) und
g(y). Néamlich fiir jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

Also kriegen wir fiir g(y):

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Losungen: (Die Konstanten: B,C, werden durch
b, ersetzt.)

—~

n

un(x,y) = f(x)g(y) = ByCy sin(nzmx) sinh(nmy) = b, sin(nmx) sinh\(_(:)_)ny)

2.3) Loésung:
Die vollstandige Losung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Losungen:

u(x,y) = an sin(nmx) sinh(nmy)

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Losung zu finden, setzen wir die letzte Rand-
bedingung ein:

u(x,1) = Y bysinh(nr) sin(nx)
n
2.5) Fourierreihe, um b, zu finden:
Im allerletzten Schritt gilt es, die b, zu finden. Diese sind meis-
tens einfach die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedinung. Man
macht immer die ungerade stetige Fortsetzung. Das heisst, wenn
man etwas auf dem Intervall [0,a] hat, dann berechnet man die
Fourierreihe auf [-a,a] der ungeraden Fortsetzung. In unserem Fall:

F(x) =x(1=x) auf dem Intervall [0,1] und f(x) =x(x+1) auf dem
Intervall [-1,0]

Da die Funktion ungerade ist, sind alle a, = 0 und es bleiben
nur noch die b,:
’\’V\/= IQVL/' %\Wk("b?-)
—
%Vi& 2

To+T 1
T /To f(x)sin(n2m/Tx)dx = [1 f(x)sin(nmx)dx

1
= 2/ xsin(nzx)dx (da der Inhalt des Integrals gerade ist)
0

4
= (1= (1))
Jetzt fehlt nur noch ein Koeffizientenvergleich:
T
//ﬁ

<4(x, 1) =Y bysinh(n7)sin(nmx) =) n3tr3 (1—(=1)")sin(nmx)
LP[OV\_SJ/*U:‘J‘ O-ANL—

b - T R T o b ()
sl T R,

AN

Damit ware die Losung der PDE:

u(x,y) = an sin(nzx) sinh(nmy)

_Z 4 1—(—1)"
~ 313 sinh(nm)

sin(nzx) sinh(nmy)




Meistens wird an der Prifung ein Ansatz gegeben sein. Sollte
man keinen haben und falls man inhomogene Randbedingungen
hat, so kann man das PDE in ein homogenes PDE umwandeln, in
dem man:

1) Man hat die RB: u(0,7) = up und u(L,t) = u;, mit AB:

)

u(®,0)

2) I\/Ianzgxn)lert v(x,1) = u(x,r) —uo+ 7

) (><%> s

3) Man passt die Anfangsbedingungen an (AB) V

v(x,0) :@— up + %(uo —up) :=F(x)

4) Man lést die selbe PDE fiir v(x,r) mit homogenen(RBY)
v(0,¢) =0 und v(L,t) =0
5) Man berechnet das Endresultat u(x,t) aus v(x,?):

u(x,t) = v(x,t) +ug — E(uo —ur)

L
Beispiel
Upy = —uy, und: u(®0) :u(O,t) =u(m,t) =10
V(1) = u(x,r) — 10+ %(10— 10) = u(x,r) — 10

Homogene PDE:
A

und: va ) = sin(2x),

)\0
= S\vu x

v(x,1) = sin(2x)e¥

Ot— (m,1)

Vix = — Vi,

Hat die Losung:

Losm
()3&& O'QJ‘QA/\«

v(x,1) +10 — %(10 ~10) = sin(2x)¢* + 10

Somit ist das Endresultat:

u(x,t) =

BT .
Harmonische Funktionen sind ganz einfach Funktionen, die')m“"Ju'—Q"’\« ,,Jr IO W, ‘f’ww/u"o“"- S'SN
WM)M aﬁm FW

Au(x,y) = 0 erfiillen. Jedoch haben harmonische Funktionen Ei-
genschaften, welche man unbedingt fiir die Priifung kennen sollte.
Mittelwerteigenschaft

Der Funktionswert in der Mitte eines Kreises entspricht dem Mit—
telwert der Funktionswerte auf dem Rand dieses Kreises. Mathe-

matisch ausgedriickt:
Putxy)as
Y

Wobei y einen Kreis mit Radius R um den Punkt (xo,y0) parame-
trisiert.

Maximumsprinzip

Das Maximum einer harmonischen Funktion wird immer nur
auf dem Rand des Definitionsbereiches angenommen. Sollte
trotzdem im Inneren ein Maximum angenommen werden, so geht
das nur, falls u(x,y) konstant ist.

Minimumsprinzip

Das Minimum einer harmonischen Funktion wird immer nur
auf dem Rand des Definitionsbereiches angenommen. Sollte
trotzdem im Inneren ein Minimum angenommen werden, so geht
das nur, falls u(x,y) konstant ist.

1

u(xo,y0) = 2R

Beispiel
Wir sollen hier das Maximum und das Minimum finden.

y

C| D
Au = 0 in Q,
u =0 auf AB, BC, AD, Q
= z(1—2z) auf CD.
'O O\KX £> B A :
Das Maximumsprinzip/Minimumsprinzip sagt uns, dass das

Max./Min. auf dem Rand angenommen wird. Wir suchen al-
so zuerst nach dem Maximum auf dem Rand.

1) Alle Rander sind 0 ausser CD, untersuchen wir also CD.

2) Die Werte auf dem Rand CD folgen der Parabel x(1 —x),
welche ihr Maximum bei x = % annimmt.

3) Daher ist klar, dass das Maximum an diesem Punkt angenom-
men wird: (1/2, 1)

Nun suchen wir nach dem Minimum.

1) Alle Rander sind 0 ausser CD, untersuchen wir also CD.

2) Die Werte auf dem Rand CD folgen der Parabel x(1 —x),
werden also nie kleiner als 0, da x € [0,1] _lerciusunm.

3) Daher ist klar, dass das Maximum an allen Punkten angenom-
men wird, wo u = 0 ist. Also auf allen Randern ausser CD.

o o en andk o (O Kein Gk g wkes O

Y

A
u(z,m) =0
.
Au(z,y) =0 auf Q
u(0,y) =0 fir0<y<mw
u(z,0) =0 fir0<ez<mw
u(z,m) =0 fir0<z<mw u(0,y) =0 Q u(m,y) = sin(4y)
u(m,y) =sin(dy) fir0<y<m

u(z,0) =0

%\]%QO?)* \\ ‘

MAWOD
&%\,,«l& M,g el Tk o6 =S\W(4>
e ‘L] / ((SCJ-LY/@ (,}’) Yy

® WM M SOJMN» My("«;‘/}

Uy=0 —> bhen(ly)-0-- ye{

= W o m(\t,)’):

sin(g) = sin(%r) =1 und sin(%r) = sin

o Mol e A enech bsc: (2,78) & (&, 574)
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Begriff

Bedeutung oder Kapitel

Basis — siehe Basis

Determinante det(A) = Produkt der Eigenwerte

gerade — siehe Basics und Formeln

Harmonisch Au =0, — siehe Harmonische Funkt.

Induzierte Norm (x,y)

Jacobi-Matrix — siehe Linearisierung

Jordan-Matrix J Matrix, — siehe Jordanblocke

Maximumsprinzip — siehe Harmonische Funkt.

Minimumsprinzip — siehe Harmonische Funkt.

Mittelwerteigenschaft | — siehe Harmonische Funkt.

Norm — siehe Norm

ODE Ordinary-Differential-Equation
Orthogonal Skalarprodukt = (x,y) =0
Orthonormal Orthogonal + Normiert (|| x ||=1)

Orthonormalbasis — siehe Orthonormalbasis

PDE

Partial-Differential-Equation

Seperation der Var. — siehe Fourier-Methode (1.)

Skalarprodukt — siehe Skalarprodukt

Tr(A) =

Spur Y Diagonalelemente

Superposition — siehe Fourier-Methode (2.)

ungerade — siehe Basics und Formeln
Nicolas Adam, 8. Januar 2021
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Fiir e = 0 ist die Losung u(z,y) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass dann auf Q
die Ungleichung u(z,y) < £ gilt.

Hinweis. Die rechte Seite der Ungleichung ist ebenfalls harmonisch.

Der Laplace Operator ist ein Linearoperator. Da u(z,y) und £ harmonisch sind, ist auch deren
Differenz wieder harmonisch. Wir definieren deshalb

g(@,y) = u(z,y) - 7.
Diese Funktion nimmt, da sie harmonisch ist, ihr Maximum auf den Rand an. Einsetzen ergibt
T
max(g(z,y)) = max(u(z,y) — ;) =0

auf dem Rand. Das heisst, die Funktion ist kleiner auf @ als auf dem Rand, wo deshalb

g(z,y) <0

und somit
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wobei 1 = ¢cNy—w und K = Ny— %, falls ¢No—w # 0 (falls cNog—w = 0, ist I'(t) = —cl?(t)).
Die Fixpunkte erhalten wir durch Nullsetzen der linken Scite der DGL, also I’ = 0, was
genau fiir o) = 0 und I« 2 = K erfiillt ist. Dies sind insbesondere konstante / stationire
Losungsfunktionen.

Im folgenden betrachten wir die nicht-trivialen Fille, wo Iy ¢ {0, K} gilt und erinnern uns,
dass I(t) > 0 fiir alle t > 0 gelten muss.

Wir erinnern uns, dass r = ¢Ny — w, also ist Ry = % > 1 genau dann, wenn r > 0 und
Ro < 1 genau dann, wenn 7 < 0. Man beachte, dass im Fall Ry < 1 gilt K = Ny — % <0,
und falls Rg > 1, so auch K > 0.

Es folgt nun:

i) Falls Ro > 1 gilt K > 0 und r > 0. Wir unterscheiden die folgenden zwei Fiille.

e Falls Iy > K > 0, so folgt aus @D unter Beriicksichtigung der zusitzlichen Be-
dingungen fiir I, dass I'(t) < 0 fiir alle ¢ gilt. Also ist I(t) monoton fallend und
konvergiert somit zum Fixpunkt K.

e Falls 0 < Iy < K, so folgt aus 41_D, dass I’(t) > 0 fiir alle ¢ gilt. Also ist /(¢) monoton
wachsend und konvergiert somit zum Fixpunkt K.

In beiden Fillen haben wir also lim;_,o I(t) = K.

ii) Falls Ro < 1 gilt K < 0 < Iy und r < 0. Unter Beriicksichtigung der zusiitzlichen
Bedingungen fiir 7, kénnen wir aus (1) schliessen, dass I'(t) < 0 fiir alle ¢ gilt. Ins-

besondere ist I(t) monoton fallend und konvergiert somit zum (einzigen) Fixpunkt 0,
limy_, 0 I(t) = 0.

Im Fall Ry < 1 stirbt die Krankheit also auf lange Sicht immer aus, im Fall Ry > 1 erhalten
wir ein endemisches Equilibrium, was bedeutet, dass auf lange Sicht eine konstante Zahl K
der Ny Individuen infiziert sein wird.
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Sagen wir, wir haben zur Matrix die ElgenwerteA Ay = 2und 4, = 3 und zu diesen
Eigenwerten haben wir die Eigenvektoren: vy, und vy, zu 4, und v, zu 4,. 4; = 2 sei

ein 3-facher EW und 4, = 3 ein 2-facher EW. Jetzt haben wir 3 EV anstatt zwei. In
diesem Fall miisste die J-Matrix wie folgt aussehen: (Fiir jeden EV ein Jacobiblock, die

einzelne 2 zihlt auch als Block)

21000 7%[5\
02000]|
J=1002 00 S\\A-CLJJJV
00 0 31 \
(Y
0000 3 A
Wenn man nun e’ berechnen will, kann man das blockweise tun. J, = 2, e”2' = ¢*

2 1] [ e 3 ] [ e
Jl‘[o 2]}e"[ o @ |5=o 3 o e

einfach berechnen, indem man alle die Blocke zusammensetzt:

Nun kann man ¢”’’

o 0 0 0
0 ¢ 0 0 0
et 0 0 e 0 0
0 0 0 & 1
0 0 0 0 e
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Ist U ein Unterraum von V, dem Vektorraum R2?

U={ZeR?|x, =1}

Da RR2 eine 2D-Ebene ist, besteht dieser Unterraum aus allen Punkten auf der Geraden

= T
parallel zur x-Achse. Also X = [x,1] - f\)u’%’ M;A
S \1

s

e
OMM e J.z& Swde

1) Es existiert KEIN Null-Element, denn: 0y, = [0, 17

[xl

Damit ist klar, U ist kein Unterraum
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Bestimmen Sie diejenige Losung z(¢) des Systems (x), fiir welche 2(10) = &
gilt. (Z ist der Eigenvektor aus Teilaufgabe (b).)
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Die Summe z1(t) + z2(t) + z3(t) von Losungen von (x) ist...

- Sowmms dax 8""'&”" (Xk+xk+xl§>l=0=f7 )(A’\'X;L"’X:)’W[

(71 4+ 22 + 73) = —a171 + a3®3 — aewa + 4171 — a3T3 + agwa = 0.

Sei eine DGL 1. Ordnung (also mit 1. Ableitung als h

¥ =g

‘Wenn man nun abschitzen will, wie sich y(t) im laufe d

dchste Ableitung) gegeben:

er Zeit dndert, geht das wie folgt:

1) Zeichne den Graph g(y)

2) Zeichne auf der horizontalen Achse Pfeile:
Pfeil nach rechts, wo g(y) positiv ist.
Pfeil nach links, wo g(y) negativ ist.
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3) Stell dir vor, es befindet sich eine Ameise auf dieser horizontalen Achse, die den
Pfeilen folgt. Wohin wird sich diese Ameise im Laufe der Zeit bewegen? Wo landet

sie, wenn sehr viel Zeit verstrichen ist?
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1) Die stationdre Losung ist:

2) Berechne die Jacobi-Matrix:

2,3

oy

afz(i;)

3) Die Linearisierung lautet also:
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Die Eigenwerte lassen sich gleich ablesen: -2, -1. Es sind alle negativ, also ist das
System in der Nihe von dieser stationédren Losung stabil.
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Wir betrachten fiir F': R?2 — R? und z(t) = <528D das nichtlineare Differentialgleichungssy-
stem 2’ (t) = F(z(t)):
.z:’l(t) = —m()e” W + e ma(t) = Fi(w(t), 72(t)),
5(t) (1) — 'rz(f) = Fo(z1(t), m2(t)).
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Sei xop = (xxz) der Fixpunkt mit o1 > 0 und 252 > 0.
oo,

"€3<K+€_,>
X
= 3%

Sei weiter f : [0,0c) — R? eine Losungskurve, welche fiir # = 0 in der Niihe von z, startet.

Beschreiben Sie den Verlauf der Kurve fiir wachsendes .
Hinweis: Das bedeutet: Untersuchen Sie die Stabilitit des Fixpunktes ..
—ette
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1) Wir haben die Orthonormalbasis auf [—1, 1]:

B= {%,Cos(Zﬂx),cos(élirx), sinQax), sin(4ﬂx)}

L . — - folx) '
Yo S\M" é& (M'- ég/lngfzv\, !/wo«wa/(‘ﬂ' / | \ A A /
lernee s ! (OUMA - / h A\ J\ / 2) Wenn wir v in dieser Basis ausdriicken:
[ e —_ e : - N Pt v=ocp- 5 + ¢y - cos(2mx) + ¢3 - cos(4xx) + ¢4 - Sin(27x) + ¢5 - sin(4xx)

,/ r/ /
M@i J’V ‘ : / ‘ / 3) Sei nun v gegeben und wir wollen die Konstanten ¢; finden:
: ; .? !2 !- - - - \l - ~ / / |
[ Q ZE ! LF y — | /U- v(x) = sin’(2xx), ¢ ={(v,e)= / v(x)e;(x)dx
__C“El ﬂ'l/‘ o i MS\ «J/&,erl{m%w%»ﬂsm& . -

S ekl o Lo, ol ik & e s T | g RV O o

an R ) ) I ® I O (’6,)( n= 04 ) -1 = (v ey = [1 sin®(2zx) - sinax)dx = 0
etk e el ok b Bl @ 4 T s ey
owdires hdexvoll Lax T & oles ) Y - 05=(v,es)=/ sin2(2x) - sin(4zx)dx = 0
-1

ﬁu U I = Tl J' g({) S\VL(—'{T Wx)ﬂb( = —}f_j &&(X) &vn.(rl.x)db( &= (0.e3) :/_:sin2(2/rx)-cm(4/rx)dx=—%

/,\— e ke K+ &JNU/\- s @ : %m(xj &M&Q L o) = S Qax) = 1+ 240+ cosQ2x) + =3 - cos(4mx) +0 - 5in2x) + 0 - sin(d4x)
2
= i K sinrn) dix

Die Funktion f, gegeben auf dem Intervall [—1, 1] durch /.,«VL 4. ( IS u(x) = cos(4zx)

1 1
272

fir —1<z<0

f(;r)—e’”—{zw;’ fr0<aot [ N m(wxﬂ j %(M)(,Lx M Promt%w

werde 2-periodisch nach R fortgesetzt. O\ (\
. . " - . . 1) Berechnen wir die Projektion z = P(v). Die Basis von U sei auf [—1, 1]:
. Bcrcchncri Sie die komplexen Fouucr;KoofHaontcn (cn)nez (101 Funkt@n 7. m(wx) R |: > S\W(V\-Xﬂ J = S.VL(V\)Z) b( l
(. = L [-x —’u'rul);(x A 1 (A-Thd) X U A J -UaTa)-x o(X ( /Q U= {5,cos(2nx),cos(4nx), sin(2rx), sin(4nx)}
= - e/ . — = =
15 2—/ < 2—/ N + X o n i ( ) L(( L) l{ 2) Wenn wir z (die Projektion) in dieser Basis ausdriicken:
~ 2 (A -
U=t Mu,) (,(+ rwu;)x = 2’“’ + T ’, 2 Con (nx)] ' T2 ]
)v(/(' VL‘-/) < 1_,(/(-\- YLVL‘-/) Pvy=z=cy- 3 + ¢y - €o8(27x) + 3 - cos(4mx) + ¢4 - sin(2rx) + ¢5 - sin(47wx)

3) Sei nun v gegeben und wir wollen die Konstanten ¢; und damit die Projektion finden:

A A ¥ nm) L A (-,{—n,vu, > - . 2 g0k
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LU+ D) T AT 2 xE 3 L{( )1( " = (e = /l <2 - sin(dzx)dx = 0
+ Ermitteln Sie zudem dic recllen Fourier-Koeffizienten (a,)n>0 und (b, )p>1 der Funk- % (W) = W :S Z, t (,o-(x(& W> ey =(v,e3) = ‘/1 2. cos(drx)dx = 1 -
tion f. k “(/Qk' 1 472
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Betrachten Sie nun den euklidischen Vektorraum C°([—1,1]) mit dem Skalarprodukt

(u,v)2 =

1
/ u(z)v(z)dz
Jo1

und den endlichdimensionalen Untervektorraum

={C1, O k1) C CO([*LH)-

" Sheleroradud]- 0

> Begriinden Sie, warum k orthogonal zu Cy und Cy ist.

® Seboprodilbe <L & <Gk aumedbinsn
@ ckc&c,ﬂw‘a\ sid XWJL w@cr}c b b

 Die Vektoren € und Cy sind orthonormal. Zusammen mit einem Vektor % bilden diese

f/b> eine Orthonormalbasis von U. Bestimmen Sie k.
=2l yommiarern: Z( _ O x> L
X/= “!i@“u _’(S:(Xs)lt}@*/a. T —,'L_

) Die orthogonale Projektion Py (f) der zu Beginn der Aufgabe definierten Funktion f
ist ein Vektor in U und damit eine Linearkombination

Py(f)=

wobei Cy,(z) = cos(nrz), n = 1,2 und k(z) =

‘X

Ly
a1C) + asCy +ag k.

Berechnen Sie die Koeffizienten a, ap und o V\NJL &(’O _‘lX\
(,C = {CA)C)_V) Z/g z OM@WQA \IG\/\.(L
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Betrachten Sie V = C° ([~7, 7]), den Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Inter-

vall [—7, 7]. Auf V haben wir das Skalarprodukt (g, h) = / g(z)h(z)dx und die beziiglich

J—m

dieses orthonormalen Funktionen ¢, ¢1, $1, €2, S2, ..., mit
1 1 1 .
co(z) = Word cn(z) =4 7 cos(nx), sn(z) = ﬁsm(nx).
Sei Py die orthogonale Projektion von V' auf den Unterraum U = ({cg, ¢1, 81, ..., CN, SN })-

(i) Begriinden Sie, warum fiir die Projektion der geraden Fortsetzung f, aus Teil (b)

folgendes gilt:
N

= Z<C”’ fo)en.

n=0

PN(.fy)

(ii) Fiir die gerade Fortsetzung f, aus Teil (b) gibt es reelle Zahlen A, B mit

(S(x) =x*

Bestimmen Sie diese Zahlen A und B.

5 U= {(,N)sﬁ 2= P, (59= Zcbab

n=0 "
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0,6 - Dy + P ysrs,
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oo ke,
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)Bestimmen Sie eine partikulire Losung y, von (ODE) mit Hilfe des An-

satzes
E A cos(nzx)

indem Sie die Funktion |z| auf dem Intervall [—, 7] in eine 27-periodische
Fourier-Reihe entwickeln.

4y (z) + y(z) = |z| fir z € [-m, 7]

Yp(z

)

0\> First write the Fourier series for the function |z| (as in Vorlesung 7):

Bestimmen Sie diejenige Losung von (ODE), fiir welche y(—%) =
gilt.

y(3)=0

o Note that |z| is even, so all b), are zero.

9
ap == zdr = 7.
™ Jo

e For n # 0 we use integration by parts:

e For n =0,

™

, 2 T 2
a, = — |z| cos(nz)dz = - x cos(nz)dx
)

™ Jo C

” -
sm(nxr
,/ ﬂd,,)
0 0 n

= E(cox(nﬂ') -1)=

_2 (T sin(nx)
™ n
=0

2 cos(nx) |™

T n?

if n > 0 even O

if n odd O

0
—4

Then write both sides of (ODE) as Fourrier series:
0

oo (o<}
4 Z —n%A, cos(nzx) + Z A, cos(nz) = —0 Z a,, cos(nx)
n=1 n=0 =1
Identify the Fourrier coefficients of both sides by paying special attention
to the n = 0 term:
A, =al, /(1 —4n?) for n # 0
Ap=ay/2=m7/2.

oo
. r ,
[Cb y(z) = yu(z) + yp(z) = Asin 5 + Bcos 5 + /5 + E Agpy1cos((2n+ 1)x).

n=0
Note that cos ((2n+ 1)%) = 0 for all n. Therefore condition y(—%) =
y(5) = 0 implies that

. 21 A B T

s\wé"“/u - tr\—fft—/{m AR
A B 7

m(’t%):_',g_\?-‘__&k ﬁ‘%ﬁ-ﬁ—i:o

Solve the linear system and get A =0 and B = —7/v/2.
To conclude, y(z) = —7/v2cos(x/2) + yp(x).




PDE's
u(x L) = $\W(CX>6(f> ek O w(0f>—a(w,€> O & ay=yy

S (co) @) —aMowM

SW\_(C M) =0 —=C=\t &V
—= S\n((,x) o\'(’f> = —C,Z S\M(Cﬂ) 3(0
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oo Au:u,,+;u,+r—12uwzo in B
u(ro, p) = &() auf OB

2 B—r?
dt
/ é()r —2rrycos(t — ) + 13

d*/l/ PWMAJQJ’\' —7Aﬂu>m\— C &@ ﬂu—at\-()lbw
—= x= ccon() ) Y=< av»(@) ‘o(( 6) @((m(@ < sw\/(@))
POE:

_M

1
Au—urr—k—ur—l—r—zuw—o

=Ao+ Z (A, cos(ng) + B, sin(ny))

o= ye ><1+ déj
O ={lxy)e L X* +;/ )68
(POE) Aulxy)=0 (xy) e R0
(%) w(x,y) =J0-Gxy +x* (xy)€ o)
== UMM&M PW
(P0E) 20 = UL s Yo U l50) + K2l () = O

re(o 4) L) Sreddina ‘Qé(o)w)

Cﬁ@ : U\(‘{ L() =40 -k con(w) i)+ L\’”C«f(@

@ S u(r, ) = Ag + Z r"(A, cos(ng) + B, sin(n'p))>

'006\&'-47"" n=1

UL(‘{)@ = Jo- ¢4 m(@ Sw»(to +/(ég§f@
Wl (LAA)

S VLS\W(Z,@
ﬁ(}@ﬁ; A8 - 3L snli) *+deos(Ze)

2 A A8 5 A WA, =3 5 B 0= -3
AL=A/7-» C)z,=~2/

e OL((‘) L(>= A& + Mt 2003(1@ - < ls}\v\,&%)
.\,M_,LMW W ] x=curs(LQ)- y= rs\w(tzj
(MW”MM——"’(L(M )=K&+x—;——%~4xy

)

@&W

dIt

%.(\I(X]}D

>0)

/172 sin(az)ds = (2~ a%a?) cos (03)+Z @ sin(uz) +cceER,
(az) — ax cos(aw)

. sin(ax ax cos(ax
a sin(az)ds = — 5 t¢c
a

Superpositionsansatz

Hinweis: Folg niitzlich s

e R

Wir machen den

% v(z,y) = Z Fu(z;% (P UHLZW?/MG)Q' - 67% (]H/m)y) sin (nTWT)
n>1 )
Dieser erfiillt automatisch (PDE’) und (RB’), - (RB’),. Wir fordern:
QA‘Q ZF 1 1+n /10) (1 \/1+n272 /16)>Sm (n4ﬂ'1) oz, 1) = (X)z _ %
b
—c Vi
Fom

(=)

Auf der linken Seite erkennen wir in den b, die Fouuer Koeffizienten einer ungemden und 8-
periodischen Funktion, die auf [0, 4] die Form z — ( ) — ¢ hat. Also rechnen wir

4 P
4 z\? wx\ . (nmx . .
8/0 <(Z) - 4) m( )dJL [1 Punkt] Subst.: z = %
= 2/ (7 z) sin(nwz)dz '\\-\O\NOJM

0

by =

® & yﬂ& wltyy), des E G USA-L4

w(x)y)) n PRE ARrsA -2y »
VC)‘P» = m)Y)“L("l}’)
@ (PDE') Vg + dvy + dvgy = 0, fiir () €]0,4] x ]0, 1]

(RB'); v(0,y) =0

(R B)z v(4,y) =0

®B), o0 =0 V) L

(RB), o, 1) = (2) - 2.

® WAA&L& \(Cx,\/) X(x) Y(y)
— = (DGL)« X" (z) +w’X(z) =0
(DGL)y —4Y"(y) — 4Y'(y) + WY (y) = 0.

@ Lo doc DGLs wik O

A, —>X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz), A, B € R.
X0)=0 =2A=0 [ X(¥)=0 == (2= % 1T, A

= Xn(z)=Bn §1n<74 ) B, € R.

2.

AR
o Y(y) = G H VTS
MOEE —QC -

,L(e‘f(l—\/my

—> Yay) =C 7€—%(1+ 1+n27r2/16>y).

s (2 = n°n*2%) cos(nmz) + 2 Nz sit (mu) 9 sin(nmz) — nwz cos(nmz) !
= n3a3 . n2n? .
_4(=n" 2(—1)”’ 4 2(=1)" _ (=" -1 _ [o, n gerade,
T ndgpd n3m3 nw n3m3 —=5, n ungetade

—‘7%\/ Mu}»ww_ &Wm* W\

o (- \/m) _ot 3 (14y/TT R 2716 ) y
L v sm<<2kf; )
(*-<><)\/>— VCXW’)‘(—U«(X ) MM R

4 (-VITEEEE)

L
_et
(z,y) = 1 g
v) - 2k+1 6)—%(1— 1+(2k+1)272/16

v(z,y) =

@&ym ), des POE Mm CELAAR W
iLry)= &—xmaoc(nx)c d%ﬂ PQE CISALIRL

\/(XN) 0~(X; \/> ‘L()ﬂ \/>

(PDE) vy = Jyug fiir (z,t) €10,1[ x Ry
(RB), v(0,t) =0, fiir £ >0

(RB'), v(1,t) =0, fiir t >0

(AB") v(z,0) =2z — 1 — acos(rz), fir z € ]0,1]

® Ww& (Gyy) =X ) V)

(bcL), X' (z) +w?X(z) =0
(DGL),  T'(t) + % T(t) = 0.




O o b ashoohihein LGSuARso | JmflioctiiBglid i
A . —= X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz), A, B € R. L.Bs\\: Q , m 16 et Rcon —> ¢
K(0)= 0 =2A=0| X(N) =0 == =1, n 24 Fo; - —>Q<As-v<n == Luiaane MMM
== X,(x) = Bysin(nnx), B, € R. g (o) - Hobe
P et G R (rxn)- [6S /@M%ﬁ | —> dek(A) #0 —mewv’ww

! —2dh (A =0 ==«>M )
@® WN M%x ) (ﬁﬁw <m-|s§i§m o Qebowun Sk /zmw &m e (ﬁww

dex Modnds_ oos dea
g | |
cos(mw) = ; Z 4k2—k_1 sin(2kmx) fir 0 < < 1. *;N}(m = V‘&(T)‘W o(.L)k (A\ 74 O <t— %
k=1 & l ML;Q..\ M(P\B =0«g—> (Av'én/

Wir setzen F), := B,,C, und machen den Superpositionsansatz e deviule o0 \,KL_ Lsx rr\. r:|-n- M \\
L;w.»! X=0 w)\éx O-% ) . A -\_
-3{ v(z,t) = Z F, sin(mr:z:)e_”zt. frxey e i J";—“&_ﬂh {‘( S g

e
Dieser erfiillt automatisch (PDE), (RB’), und (RB’),. Wir fordern nun: (ﬂi_‘&};& ) dea Sy&\é)\/% ((é) A y(é) s e Vo A)a-d,

o .
o | ik by MWWMgvﬁu@mw%%-
F,sin(nmz) = v(0,2) = 2z — 1 + cos(wx). (m)w>' Sys\e (YL)V\:)"S 1 %o
% %e/\/\.&uv
Auf der linken Seite sehen wir, dass die F), die Fourier-Koeffizienten einer ungeraden, 2-periodischen |

W (e rmanc M
Funktion sind, die auf [0, 1] die Form z ~ 2z — 1 + cos(nz) =: h(z) 4 cos(mz) hat.

Aus dem Hinweis kennen wir die Fourier-Koeffizienten der ungeraden, 2-periodischen Fortsetzung | | | L \ (A\ O
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