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Wichtiger als Gold
PDE

DGL Allgemeine Lösung

y
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y
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Fourier Tricks

cos(np) = (�1)n, sin(np) = 0

Orthogonale Projektion
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Â
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Basics und Formeln
Sinus/Cosinus
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Determinante

Determinante einer 2x2 Matrix

A =

2

4 a b

c d

3

5

det(A) = ad � cb

Determinante einer 3x3 Matrix

Man addiert also einfach die roten Diagonalen und subtrahiert die
blauen.

det(A) = a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32

�a13a22a31 �a11a23a32 �a12a21a33

Wichtige Regeln

det(A ·B) = det(A) ·det(B)
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Matrix Inverse 2x2
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Ableitungen

Funktion Ableitung

k 0

x
n

nx
n�1

e
x

e
x

e
kx
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kx

a
x ln(a)ax

sin(x) cos(x)

cos(x) �sin(x)

tan(x) 1/cos2(x)

arcsin(x) 1/
p

1� x2

arccos(x) �1/
p

1� x2

arctan(x) 1/(1+ x
2))

log(| x |) 1/x

Regeln

Name Ableitung

Linearität: h
0(x) = a f

0(x)+bg
0(x)

Produktregel: h
0(x) = f

0(x) ·g(x)+ f (x) ·g0(x)

Quotientenregel: h
0(x) = ( f

0(x) ·g(x)� f (x) ·g0(x))/g
2(x)

Kettenregel: h
0(x) = g

0(x) · f
0(g(x))

Integrale

Funktion f(x) Stammfunktion F(x)

k kx+C

x
n 1

n+1 x
n+1 +C, n 6=�1

1/x ln | x |+C

1/(x+ k) ln | x+ k |+C

e
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e
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e
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e
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a
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ln(a)a
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sin(kx) �cos(kx)/k+C
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�1/
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1� x2 arccos(x)+C
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Regeln

Partielle Integration
ˆ
( f

0(x) ·g(x))dx = ( f (x) ·g(x))�
ˆ

( f (x) ·g0(x))dx

Top Secret Substitutions-Trick

ˆ
f
0(x)

f (x)
dx = ln | f (x) |+C

Gerade und Ungerade

Für ungerade Funktionen (Punktsymmetrisch: f (x) =� f (�x))

ˆ
a

�a

f (x)dx = 0

Für gerade Funktionen (Achsensymmetrisch: f (x) = f (�x))

ˆ
a

�a

f (x)dx = 2 ·
ˆ

a

0
f (x)dx

Verschiedene Funktionen

Ungerade Funktionen

sin(x),x,x3, ...,x2n�1

Gerade Funktionen

cos(x),1,x2,x4, ...,x2n

ODE

Wir wollen eine Lösung für folgende Gleichungen finden:

y(x)00+ay(x)0+by(x) = 0, y(x0) = y0, y
0(x0) = yd0

Dazu verwenden wir folgenden Ansatz:
1) Zuerst finden wir die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms:

l 2 +al +b = 0

Nun unterscheiden wir 3 Fälle:

Fall 1: (a2 �4b > 0) =) l1 6= l2 reell

yH(x) =C1e
l1x +C2e

l2x

Fall 2: (a2 �4b = 0) =) l1 = l2 reell

yH(x) = (C1 +C2x)el1x

Fall 3: (a2 �4b < 0) =) l1 = a +b i,l2 = a �b i komplex

yH(x) = e
ax(C1 cos(bx)+C2 sin(bx))

2) Anfangsbedingungen einsetzen, Konstanten C1 und C2 finden.

y(x0) = yH(x0), y
0(x0) = y

0
H
(x0)

Mittnachtsformel
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det (A)*0: regular def (A) =0: singator



Eigenwerte und Eigenvektoren
Ein Eigenvektor einer Matrix ist ein Vektor, welcher vor und nach
der Matrix-Multiplikation dieselbe Richtung hat. Mathematisch:

A~v = l~v

Rezept

Eigenwerte

Folgende Gleichung nach l auflösen:

det(A�lE) = 0

Eigenvektoren

Wir lösen nach ~vi auf:

(A�liE)~vi =~0

Wir suchen jedoch nur Lösungen für die gilt: ~vi 6=~0

Tipp: Falls die Matrix (A � liI) nach dem Gauss-Algorithmus
keine Nullzeile hat, hast du einen falschen Eigenwert oder beim
Gauss einen Fehler. (E = Einheitsmatrix)

Beispiel

Finde die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrix:
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= l 2 +2l �3 = 0

l = 1,�3

Eigenvektor

Nun zum ersten Eigenvektor: l1 = 1

(A�liI)~v1 =
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Nun benutzen wir den Gauss-Algorithmus:
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x2 = a können wir frei wählen. Das heisst für x1 folgt:

�x1 + x2 = 0 =) x1 = x2 = a

Der Eigenvektor ist also:
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Mathematische Modelle
Mathematische Modelle haben den Zweck, die Realität mathema-
tisch wiederzugeben und potenzielle Entwicklungen eines Systems
zu formulieren.

Compartmental models
Dabei zeichnet man die Compartments als Kästchen und die
Änderung der Substanz als Pfeile zwischen den Kästchen. Man
schreibt zusätzlich noch wie viel Substanz durch diese Pfeile fliesst.

Man schreibt für jedes Compartment die Ableitung hin und zwar
wird jeder ausgehende Pfeil subtrahiert und jeder eingehende Pfeil
addiert. In der Grafik oben wäre das:

S
0(t) =�b I(t)S(t)

I
0(t) = +b I(t)S(t)� gI(t)

R
0(t) = +gI(t)

Nachdem man dieses DGL-System aufgestellt hat, muss man es
nur noch lösen.

Linear compartmental models

Oftmals verkürzt man bei den linearen Modellen die Schreibweise
über den Pfeilen. Das heisst ein Pfeil, der von Compartment N1
mit der Beschriftung k1 ausgeht, meint tatsächlich: k1N1(t).

Rezept

1) Schreibe alle die Variabeln der Compartments in einen Vektor.
2) Schreibe die DGL der einzelnen Compartments übereinander,
wobei du die Variablen in derselben Reihenfolge ordnest wie im
Vektor.
3) Nun kannst du die Koe�zienten der Matrix direkt ablesen.

Beispiel

In diesem Beispiel wären jetzt die Gleichungen:

N
0
1(t) =�k1N1(t)+ k3N3(t)

N
0
2(t) = k1N1(t)� k2N2(t)

N
0
3(t) = k2N2(t)� k3N3(t)

Nun kann man die Koe�zienten direkt ablesen:

~N0(t) =

2

6664

�k1 0 k3

k1 �k2 0

0 k2 �k3

3

7775
·~N(t)

Vektorräume
Rezept

Um zu zeigen, dass etwas ein Vektorraum ist, muss man folgende
10 Eigenschaften überprüfen: (Dabei sind x,y Elemente von V
und l ,g sind reelle oder komplexe Zahlen.)

1) Abgeschlossen: x+ y ist auch in V
2) Assoziativ: (x+ y)+ z = x+(y+ z)
3) Neutrales Element: x+0V = x

4) Inverses Element: (�x)+ x = 0V

5) Kommutativ: x+ y = y+ x

6) Abgeschlossen: lx ist auch in V
7) Assoziativ: (l · g) · x = l · (g · x)
8) Neutrales Element: 1 · x = x

9) Distributiv: l (x+ y) = lx+ly

10) Distributiv 2: (l + g) · x = lx+ gx

Beispiel

Der Vektorraum V besteht aus der Menge:
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Mit der Addition und Multiplikation:
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1) Abgeschlossen: x+ y ist auch in V
Falls x1 > 0 und y1 > 0, dann ist auch x1y1 > 0 Deswegen ist auch

2

4 x1

x2

3

5+

2

4 y1

y2

3

5=

2

4 x1y1

x2y2

3

5

in V drin. Damit ist diese Eigenschaft erfüllt.

2) Assoziativ: (x+ y)+ z = x+(y+ z)
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3) Neutrales Element: x+0V = x
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4) Inverses Element: (�x)+ x = 0V
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5) Kommutativ: x+ y = y+ x
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6) Abgeschlossen: lx ist auch in V
Falls x1 > 0, dann ist auch x

l
1 > 0 für alle l . Daher ist auch:
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in der Menge V.

7) Assoziativ: (l · g) · x = l · (g · x)
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8) Neutrales Element: 1 · x = x
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9) Distributiv: l (x+ y) = lx+ly
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10) Distributiv 2: (l + g) · x = lx+ gx
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Unterraum
Rezept

Da ein Unterraum immer eine Teilmenge eines Vektorraumes
ist, sind einige der 10 Eigenschaften des Vektorraumes bereits
gegeben. Daher muss man nur noch drei Dinge zeigen:

1) Es existiert ein Null-Element: x+0V = x

2) U ist abgeschlossen: Also x+ y muss ebenfalls in U liegen
3) U ist abgeschlossen: Also ly muss ebenfalls in U liegen

↳ dawn ist V ein
roller Vekforraeun

• Or I Nullelemenf
Over

→Kjeldwww.wf
Ov muss nicht o sein

•
- x £ additives Inverses

V eine Mange mit 2Operation:
Webberaddition : VXV
" swore Multiplication : III.v } hiTdgwfYI
↳ falls mitts gesogf getten
normale Operational !

→behibigdefime.hr :

hier ist o

or =

• Sei Vein VR
. UCV heissfllukrvektorraum.GR

°

VonV falls definite Vehtoraddihoindskolare
Multiplication getten !



Beispiel

Ist U ein Unterraum von V, dem Vektorraum R2?

U = {~x 2R2 | x2 = 0}

R2 ist eine 2D-Ebene. Der Unterraum besteht also aus allen
Punkte auf der x-Achse. Also ~x = [x1,0]T

1) Es existiert ein Null-Element, nämlich: 0V = [0,0]T , denn:
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2) Die Summe zweier Vektoren liegt wieder im Unterraum:
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3) Ein Vektor multipliziert mit einer reellen Zahl liegt wieder im
Unterraum
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Erzeugendensystem
Jeder Vektorraum hat ein sogenanntes Erzeugendensystem. Ein
Erzeugendensystem ist eine Menge von Vektoren, wobei man mit
Linearkombinationen dieser Vektoren jedes Element im Vektor-
raum erreichen kann. Im Erzeugendensystem können Vektoren
auch linear abhängig sein! Das bedeutet also auch immer, dass
die Anzahl Vektoren im Erzeugendensystem grösser oder gleich
sein muss wie die Anzahl Dimensionen des Vektorraumes.

#Elemente � #Dimension

Beispiel

Im R2 wär zum Beispiel ein Erzeugnedensystem:

8
<

:
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4 1

0

3

5 ,

2

4 0

1

3

5 ,

2

4 1

1

3

5

9
=

;

Im Vektorraum der Polynome von Grad 2 wäre ein Erzeugenden-
system:

{1,x�1,x2 �1}

Basis
Eine Basis ist einfach ein Erzeugendensystem bei dem alle Vekto-
ren linear unabhängig sind. Das bedeutet also auch immer, dass
die Anzahl Vektoren in der Basis genau gleich sein muss wie die
Anzahl Dimensionen des Vektorraumes.

#Elemente = #Dimension

Beispiel

Das heisst, dieses Beispiel wäre keine Basis, da die Vektoren linear
abhängig sind:

8
<

:
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4 1

0

3

5 ,

2

4 0

1

3

5 ,

2

4 1

1

3

5

9
=

;

Eine Basis des R2 wäre zum Beispiel:

8
<

:

2

4 1

0

3

5 ,

2

4 0

1

3

5

9
=
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8
<

:

2

4 1

1

3

5 ,

2

4 �1

1

3

5

9
=

;

Im Vektorraum der Polynome von Grad 2 wäre dieses Erzeugen-
densystem auch eine Basis:

{1,x�1,x2 �1}

Denn alle Elemente sind linear unabhängig.

Polynome als Vektorraum
Polynome können auch Vektoren sein. Das ist vielleicht am Anfang
etwas irritierend, aber eigentlich ist es gar nicht so schwierig. Der
Trick ist das Polynom: a0 +a1x+ ...anx

n in eines Spaltenvektor zu
schreiben. Das heisst, wir listen einfach die Koe�zienten auf.

2

6666664

a0

a1

:

an

3

7777775

Beispiele

Das Polynom: x
2 +2x+3 wäre also:

2

6664

3

2

1

3

7775

Ist {1+ x
2,x�1,x+ x

2} eine Basis? Wandeln wirs doch einfach in
Spaltenvektoren um:

8
>>><

>>>:

2

6664

1

0

1

3

7775
,

2

6664

�1

1

0

3

7775
,

2

6664

0

1

1

3

7775

9
>>>=

>>>;

Nun können wir einfach diese drei Vektoren in eine Matrix ste-
cken und deren Rang berechnen und sehen sofort, dass nur zwei
Vektoren linear unabhängig sind. Es ist also keine Basis.

LA Lösungsraum
Um Studenten zu verwirren braucht es natürlich noch eine unnötig
komplizierte Schreibweise, wie wir diese Lösungen eines DGL-
Systems notieren. Also anstatt einfach zu schreiben, dass unsere
allgemeine Lösung:

~y(x) =C1v1e
l1x +C2v2e

l2x + ...

lautet, schreiben wir stattdessen, das unser Lösungsraum lautet:

LA = {t 7! v1e
l1t , t 7! v2e

l2t , ...}

Das finden Mathematiker einfach geiler so.

Diagonalisierung
Bei der Diagonalisierung findet man zur Matrix A zwei Matrizen
D und T , so dass A = T DT

�1. Dabei ist D eine Diagonalmatrix,
hat also nur Elemente auf der Diagonalen.

Rezept

Wir wollen:
A = T DT

�1

1) Berechne die Eigenwerte li und Eigenvektoren ~vi von A

2) Überprüfe, ob die Eigenvektoren linear unabgängig sind.
Falls nicht ist keine Diagonalisierung möglich. (Tipp: Falls die
Eigenwerte verschieden sind, sind die Eigenvektoren immer linear
unabhängig.)

3) Schreibe die EW auf die Diagonale der D Matrix auf.

4) Schreibe die Eigenvektoren in derselben Reihenfolge spalten-
weise in die Matrix T

Bemerkung: Für T gibt es nicht nur eine richtige Matrix, da
es ja immer unendlich viele Eigenvektoren gibt.

Trick

Jede hermitesche Matrix ist diagonalisierbar!

Hermitesch

A=A
H Hermittransponieren ist dasselbe wie normales Transponie-

ren, einfach, dass alle Einträge noch komplex-konjugiert werden.

A =

2

4 1 0

i 2

3

5 , A
H =

2

4 1 �i

0 2

3

5

Eine hermitesche Matrix wäre also:

A =

2

4 4 �2i

2i 2

3

5 , A
H =

2

4 4 �2i

2i 2

3

5

Tipp: Jede reelle und symmetrische Matrix ist auch hermitesch.

Beispiel

Wir wollen folgende Matrix diagonalisieren:

A =

2

4 0 1

3 �2

3

5

1) Berechne die Eigenwerte li und Eigenvektoren ~vi von A

l1 = 1, l2 =�3, v1 =

2

4 1

1

3

5 , v2 =

2

4 �1

3

3

5

2) Die Eigenvektoren sind linear unabhängig. (EW verschieden)

3) Die Diagonalmatrix D lautet also: (EW auf Diagonale)

D =

2

4 1 0

0 �3

3

5

4) Die T-Matrix lautet also:

T =

2

4 1 �1

1 3

3

5

Matrixexponential
Simpel gesagt, gibt dir ’e hoch eine Matrix’ wieder eine Matrix
zurück. Diese Matrix hat jedoch eine spezielle Eigenschaft, nämlich
ist sie die Ableitung nach t: (eAt)0 = Ae

At

So hat jedes DGL-System: ~y(t)0 = A~y(t) die Lösung: ~y(t) = e
At ·~y0

Rezept

Bei der Berechnung des Matrixexponentials gibt es grundsätzlich
zwei ganz unterschiedliche Fälle:

Die Matrix ist diagonalisierbar
Für Rezept siehe: Matrixexponential - Diagonalisierung

Die Matrix ist nicht diagonalisierbar
Für Rezept siehe: Matrixexponential - Jordanblöcke oder Ver-
tauschbar

Matrixexponential - Diagonalisierung
Rezept

Um das Matrixexponential e
At einer diagonalisierbaren Matrix A

zu berechnen, gehe wie folgt vor:

1) Diagonalisiere die Matrix, also berechne T und D

2) Berechne e
Dt , indem Du alle li auf der Diagonalen mit

e
lit ersetzt.

3) Berechne nun:

e
At = T · eDt ·T�1

Beispiel

Wir wollen folgende Matrix diagonalisieren:

A =

2

4 0 1

3 �2

3

5

1. Diagonalisieren:

D =

2

4 1 0

0 �3

3

5 , T =

2

4 1 �1

1 3

3

5

2) Diagonalelemente ersetzen:

2

4 e
t 0

0 e
�3t

3

5

3) Berechne: e
At = T · eDt ·T�1

e
At =

2

4 1 �1

1 3

3

5 ·

2

4 e
t 0

0 e
�3t

3

5 ·

2

4 1 �1

1 3

3

5
�1

e
At =

1
4

2

4 e
�3t +3e

t
e

t � e
�3t

e
t �3e

�3t 3e
�3t + e

t

3

5
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Matrixexponential - Vertauschbar
Rezept

Es gibt einen Trick, den man anwenden kann, wenn zwei Matrizen
vertauschbar sind. Also, wenn AB = BA gilt. Dann und nur dann
ist:

e
Ct = e

(A+B)t = e
At · eBt

1) Die Matrix muss dazu folgende Form haben:

C =

2

6666666664

a b 0 .. 0

0 a b ·. :

: ·. ·. ·. 0

: ·. a b

0 .. .. 0 a

3

7777777775

2) Teile die Matrix auf:

= A+B =

2

6666666664

a 0 .. .. 0

0 a ·. :

: ·. ·. ·. :

: ·. a 0

0 .. .. 0 a

3

7777777775

+

2

6666666664

0 b 0 .. 0

0 0 b ·. :

: ·. ·. ·. 0

: ·. 0 b

0 .. .. 0 0

3

7777777775

3) Schreib’ pro forma die Begründung auf: A und B sind ver-
tauschbar, da A im Grunde nur die Einheitsmatrix multipliziert
mit einer Konstanten ist. Es kommt nicht darauf an, ob wir eine
Einheitsmatrix von hinten oder von vorne multiplizieren. BA = AB

4) Verwende nun: e
(A+B)t = e

At · eBt (E = Einheitsmatrix)

e
At = e

at ·E, e
Bt =

2

6666666664

1 bt
(bt)2

2 .. (bt)n�1

(n�1)!

0 1 bt ·. :

: ·. ·. ·. (bt)2

2

: ·. 1 bt

0 .. .. 0 1

3

7777777775

5) Das Resultat lautet also: e
At · eBt

e
(A+B)t = e

at

2

6666666664

1 bt
(bt)2

2 .. (bt)n�1

(n�1)!

0 1 bt ·. :

: ·. ·. ·. (bt)2

2

: ·. 1 bt

0 .. .. 0 1

3

7777777775

Beispiel

1) Die Matrix hat die richtige Form:

C =

2

6664

3 2 0

0 3 2

0 0 3

3

7775

2) Wir teilen die Matrix auf:

= A+B =

2

6664

3 0 0

0 3 0

0 0 3

3

7775
+

2

6664

0 2 0

0 0 2

0 0 0

3

7775

3) Abschreiben: A und B sind vertauschbar, da A im Grunde
nur die Einheitsmatrix multipliziert mit einer Konstanten ist. Es
kommt nicht darauf an, ob wir eine Einheitsmatrix von hinten
oder von vorne multiplizieren. BA = AB

4) Verwende nun: e
(A+B)t = e

At · eBt

e
At =

2

6664

e
3t 0 0

0 e
3t 0

0 0 e
3t

3

7775
= e

3t ·E, e
Bt =

2

6664

1 2t
(2t)2

2

0 1 2t

0 0 1

3

7775

5) Das Resultat lautet also: e
At · eBt

e
Ct = e

3t

2

6664

1 2t
(2t)2

2

0 1 2t

0 0 1

3

7775

Matrixexponential - Jordanblöcke
Rezept

Wir lassen die Berechnung der T-Matrix weg. Nun haben wir
nicht mehr A = T DT

�1, sondern D wird zur Jordanmatrix J:

A = T · J ·T�1 =) e
At = T · eJt ·T�1

1) Diese Jordan-Matrix besteht aus vielen Jordanblöcken auf der
Diagonalen. Weil diese Blöcke eben nur auf der Diagonalen sind,
ist das Exponential der Matrix einfach das Exponential der Blöcke.

2) Diese Blöcke haben immer dieselbe Form, also auch ihr Expo-
nential, wir kennen diese Form bereits aus dem Vertauschungs-
trick.

Ji =

2

6666666664

li 1 0 .. 0

0 li 1 ·. :

: ·. ·. ·. 0

: ·. li 1

0 .. .. 0 li

3

7777777775

e
Jit = e

lit

2

6666666664

1 t
t
2

2 .. t
n�1

(n�1)!

0 1 t ·. :

: ·. ·. ·. t
2

2

: ·. 1 t

0 .. .. 0 1

3

7777777775

3) Wie man diese Blöcke wählt, kommt auf die Vielfachheit des
Eigenwertes an und wie viele Eigenvektoren zu diesem Eigenwert
dazugehören. Der Grundsatz ist simpel: Für jeden Eigenvektor gibt
es einen Jordanblock. Am klarsten wird das anhand von ein paar
Beispielen:

Beispiel

Sagen wir, wir haben zur Matrix A die Eigenwerte: l1 = 2 und
l2 = 3 und zu diesen Eigenwerten haben wir die Eigenvektoren: v1
zu l1 und v2 zu l2. l1 = 2 sei ein 3-facher EW und l2 = 3 ein 2-
facher EW. In diesem Fall müsste die J-Matrix wie folgt aussehen:
(Für jeden EV ein Jacobiblock)

J =

2

6666666664

2 1 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 3

3

7777777775

Wenn man nun e
Jt berechnen will, kann man das blockweise tun.

J1 =

2

6664

2 1 0

0 2 1

0 0 2

3

7775
e

tJ1 =

2

6664

e
2t

te
2t

t
2
e

2t/2

0 e
2t

te
2t

0 0 e
2t

3

7775

J2 =

2

4 3 1

0 3

3

5e
tJ2 =

2

4 e
3t

te
3t

0 e
3t

3

5

e
Jt =

2

6666666664

e
2t

te
2t

t
2
e

2t/2 0 0

0 e
2t

te
2t 0 0

0 0 e
2t 0 0

0 0 0 e
3t

te
3t

0 0 0 0 e
3t

3

7777777775

Tricks für Blockmatrizen
Wenn man eine Matrix hat, die aus Blöcken auf Diagonalen und
sonst nur aus nullen besteht, darf man das Matrixexponential, die
Inverse und A

n auch blockweise berechnen.

Beispiel

A =

2

6664

2 1 0

0 2 0

0 0 3

3

7775

A besteht aus zwei Blöcken:

A1 =

2

4 2 1

0 2

3

5 , und A2 = [3]

A
�1
1 =

2

4 1/2 �1/4

0 1/2

3

5 , A
�1
2 = [1/3]

e
tA1 =

2

4 e
2t

te
2t

0 e
2t

3

5 , e
tA2 =

⇥
e

3t
⇤

Um nun die Inverse oder das Matrixexponential zu berechnen, muss
man nur noch die Blöcke zusammensetzen.

A
�1 =

2

6664

1/2 �1/4 0

0 1/2 0

0 0 1/3

3

7775
, e

tA =

2

6664

e
2t

te
2t 0

0 e
2t 0

0 0 e
3t

3

7775

Lin. DGL-Systeme - Matrixexponential
Rezept

Man hat ein DGL-System:

~̇y(x) = A~y(x) und ~y(0) =~y0

Dieses DGL-System hat einfach die Lösung:

~y(x) = e
At ·~y0
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Beispiel

Wir wollen folgendes DGL-System lösen:

~̇y(x) =

2

4 0 1

3 �2

3

5 ·~y(x) ~y(0) =

2

4 0

4

3

5

1) Das Matrixexponential lautet:

e
At =

1
4

2

4 e
�3t +3e

t
e

t � e
�3t

e
t �3e

�3t 3e
�3t + e

t

3

5

2) Nun berechnen wir einfach

~y(x) =
1
4

2

4 e
�3t +3e

t
e

t � e
�3t

e
t �3e

�3t 3e
�3t + e

t

3

5 ·

2

4 0

4

3

5=

2

4 e
t � e

�3t

3e
�3t + e

t

3

5

Variation der Konstanten (Advanced)
Mit der Variation der Konstanten kann man auch eine Lösung
finden, falls ein sogenannter Störterm ~g(t) zur DGL dazugehört:

~y0(t) = A~y(t)+~g(t)

Das lässt sich dann ganz einfach mit einer Formel lösen.

Rezept

Die Formel für die Lösung lautet:

~y(t) = e
At~y0 +

ˆ
t

0
e
(t�t)A

g(t)dt

Dabei ist der erste Summand die ’homogene Lösung’ und der
zweite Summand die ’partikuläre Lösung’.

Bemerkung: Das Integral ist in jeder Koordinate einzeln.! Beispiel
Beispiel

y
0 =

2

4 �3 0

0 �4

3

5y+

2

4 1

e
5t

3

5 , y0 =

2

4 1

0

3

5

e
At =

2

4 e
�3t 0

0 e
�4t

3

5

ˆ
t

0
e
(t�t)A

g(t)dt =

ˆ
t

0

2

4 e
�3(t�t) 0

0 e
�4(t�t)

3

5

2

4 1

e
5t

3

5dt

=

2

4
´

t

0 e
�3(t�t)

dt´
t

0 e
�4(t�t)

e
5t

dt

3

5=

2

4
1
3 (1� e

�3t)

1
9 (e

5t � e
�4t)

3

5

e
At~y0 =

2

4 e
�3t 0

0 e
�4t

3

5

2

4 1

0

3

5=

2

4 e
�3t

0

3

5

~y(t) =

2

4 e
�3t

0

3

5+

2

4
1
3 (1� e

�3t)

1
9 (e

5t � e
�4t)

3

5=

2

4
1
3 (1� e

�3t)+ e
�3t

1
9 (e

5t � e
�4t)

3

5

Integral-Tricks
Für n,m 2 N:

ˆ
T0+T

T0

cos
✓

2p
T

nt

◆
cos

✓
2p
T

mt

◆
dt = 0, falls: m 6= n

ˆ
T0+T

T0

cos
✓

2p
T

nt

◆
cos

✓
2p
T

mt

◆
dt =

T

2
, falls: m = n

ˆ
T0+T

T0

sin
✓

2p
T

nt

◆
sin

✓
2p
T

mt

◆
dt = 0, falls: m 6= n

ˆ
T0+T

T0

sin
✓

2p
T

nt

◆
sin

✓
2p
T

mt

◆
dt =

T

2
, falls: m = n

ˆ
T0+T

T0

cos
✓

2p
T

nt

◆
sin

✓
2p
T

mt

◆
dt = 0, immer!

cos(np) = (�1)n, sin(np) = 0

cos(n
p
2
) = 0, falls n ungerade;

cos(n
p
2
) = (�1)n/2, falls n gerade

sin(n
p
2
) = (�1)(n�1)/2, falls n ungerade;

sin(n
p
2
) = 0, falls n gerade

Skalarprodukt
Man schreibt:

hx,yi

Im Vektorraum Rn: (Normales Gymi Skalarprodukt)

hx,yi= Âxiyi

Im Vektorraum der Funktionen f : [a,b]!R:

h f ,gi=
ˆ

b

a

f (x)g(x)dx

Das Skalarprodukt hat immer folgende Eigenschaft (bilinear):

hx,ay+b zi= ahx,yi+b hx,zi

Norm
Man schreibt:

|| x ||

Euklidische Norm: Im Vektorraum Rn: (Normale Gymi-Norm)

|| x ||2=
q

Âx
2
i

P-Norm: Im Vektorraum Rn:

|| x ||p= p

q
Âx

p

i

Norm einer Funktion: Im VR der Funktionen f : [a,b]!R:

|| f ||2=

sˆ
b

a

f 2(x)dx

Orthonormalbasis
Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, bei der alle Basisvektoren
zueinander orthonormal sind. Also es gilt für alle Vektorpaare:

hx,yi= 0, || x ||=|| y ||= 1

Wichtig

1) Jeder Vektorraum hat eine Orthonormalbasis

2) Falls e1, ...,en eine Orthonormalbasis ist, dann lässt sich jedes
Element im Vektorraum ausdrücken durch:

v =
n

Â
i=0

ciei

Trick

Diese ci kann man dann immer (nur bei Orthonormalbasis!) mit
dem Skalarprodukt berechnen:

ci = hv,eii

Reelle Fourier-Reihen

f (t) =
a0

2
+

•

Â
n=0

an cos
✓

2p
T

nt

◆
+bn sin

✓
2p
T

nt

◆

Das heisst im Klartext: Wir addieren einfach Sin/Cos von verschie-
denen Frequenzen mit verschiedenen Amplituden:

f (t) =
a0

2
+a1 cos(t)+b1 sin(t)+a2 cos(2t)+b2 sin(2t)+ ...

T ist die Periode und T0 der Start der Periode. Die an und bn kann
man dann einfach mit der Formel berechnen.
Rezept

an =
2
T

ˆ
T0+T

T0

f (t)cos
✓

2p
T

nt

◆
dt

bn =
2
T

ˆ
T0+T

T0

f (t)sin
✓

2p
T

nt

◆
dt

Tipps

Eine ungerade Funktion =) um (0,0) punkt-symmetrisch =)
Alle an = 0
Eine gerade Funktion =) um y-Achse achsen-symmetrisch =)
Alle bn = 0

Komplexe Fourier-Reihen
Jede periodische Funktion lässt sich als Summe von Sinus- und
Cosinus-Termen schreiben. Diese Sin/Cos-Terme lassen sich wie-
derum als e

ix Terme ausdrücken.

f (t) =
•

Â
n=�•

cne
i

2p
T

nt

Das heisst im Klartext: Wir addieren einfach e
ix Terme von ver-

schiedenen Frequenzen mit verschiedenen Amplituden:

f (t) = c0 + c�1e
�it + c1e

it + c�2e
�i2t + c2e

i2t + ...

T ist die Periode und T0 der Start der Periode. Die cn kann man
dann einfach mit der Formel berechnen.

Rezept

cn =
1
T

ˆ
T0+T

T0

f (t)e�i
2p
T

nt
dt

Für reelle Funktionen ist cn = (c�n)⇤ (komplex konjugiert)

Umwandlung zu reellen Fourier-Reihen

Für die Umwandlung sollte man sich folgende Formeln auf die Zu-
sammenfassung schreiben:

an = cn + c�n, bn = i(cn � c�n), a0 = 2c0

cn =
1
2
(an � ibn), c�n =

1
2
(an + ibn), c0 =

a0

2

Orthogonale Projektion
Wenn man ein Element x hat, welches nicht im Unterraum U liegt,
dann kann man eine Projektion z = P(x) machen. Dieses z ist im-
mer das Element in U mit der kleinsten Distanz zu x.

In diesem Fall wäre jetzt x 2 R3 und U = R2. Wie man dann die
Projektion z berechnet, sehen wir gleich.

Rezept

1) Falls e1, ...,en eine Orthonormalbasis des Unterraumes U ist,
dann lässt sich jedes Element im Vektorraum ausdrücken durch:

z = P(x) =
N

Â
i=0

ciei

2) Diese ci kann man dann mit dem Skalarprodukt berechnen:

ci = hx,eii

Bemerkung: Dieses Verfahren funktioniert auch, wenn wir Funk-
tionen als Vektoren verwenden.

Beispiel

1) Wir haben analog zum Bild oben einen Vektor x 2R3, den wir
auf den Unterraum R2 projezieren. Berechnen wir die Projektion
z = P(x). Die Basis von U sei:

U =

8
>>><

>>>:

2

6664

1

0

0

3

7775
,

2

6664

0

1

0

3

7775

9
>>>=

>>>;

1) Wenn wir z (die Projektion) in dieser Basis ausdrücken:

z = c1 ·

2

6664

1

0

0

3

7775
+ c2 ·

2

6664

0

1

0

3

7775
=

2

6664

c1

c2

0

3

7775

2) Sei nun x gegeben und wir wollen die Konstanten ci finden:

a-
A

anfoupwerf :[0,45

C.nistkonpbsekayigiutvoncn
3

%)
7Th

3

µ
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x =

2

6664

4

6

8

3

7775
, ci = hv,eii

c1 = h

2

6664

4

6

8

3

7775
,

2

6664

1

0

0

3

7775
i= 4 ·1+6 ·0+8 ·0 = 4

c2 = h

2

6664

4

6

8

3

7775
,

2

6664

0

1

0

3

7775
i= 4 ·0+6 ·1+8 ·0 = 6

Die Projektion z ist nun der Punkt in U mit der kleinsten Distanz
zu x!
z = [4,6,0]T .
Wenn man das skizziert, sieht man, dass z in der Tat der nächste
Punkt zu x ist.

Linearisierung
Um etwas über das Verhalten der nicht-linearen DGL Systemen
nahe an einen Punkt y• zu sagen, kann man das DGL-System li-
nearisieren. Was man eigentlich macht, ist, man approximiert die
Funktion mit einer linearen Funktion in der Nähe einer stationären
Lösung.

Rezept

Gegeben: Ein DGL-System: ~y0 = F(~y), das man linearisieren soll:

1) Berechne: ~y•; die stationären Lösungen: 0 = F(~y•)

2) Berechne die Jacobi-Matrix:

A = DF(~y•) =

2

6666664

∂
∂y1

f1(~y)
∂

∂y2
f1(~y) ... ∂

∂ym
f1(~y)

∂
∂y1

f2(~y)
∂

∂y2
f2(~y) ... ∂

∂ym
f2(~y)

: :
∂

∂y1
fn(~y)

∂
∂y2

fn(~y) ... ∂
∂ym

fn(~y)

3

7777775
(~y =~y•)

3) Die Linearisierung lautet dann:

~y0 = A(~y�~y•)

4) Die Linearisierung darf nur verwendet werden, falls das
Grobmann-Hartmann-Theorem erfüllt ist. Das heisst nur falls al-
le: Re(li) 6= 0 (li = EW von A)
Stabilität
Um damit nun die Stabilität von einem System ~y0 = F(~y) zu
beurteilen, muss man nur die Eigenwerte von A berechnen.

1) Falls alle Eigenwerte im Realteil negativ sind (Re(li)< 0)
=) stabil

2) Falls mind. ein Eigenwert im Realteil positiv ist (Re(li)> 0)
=) instabil

3) Falls mind. ein Eigenwert im Realteil Null ist (Re(li) = 0)
=) keine Aussage

Bemerkung:

-Falls F(y) :R!R, dann ist A eine Konstante, also EW = A.
-Falls der eine EW positiv und der andere negativ ist, nennt man
das: Sattelpunkt.
Intuition
Eine Linearisierung kann man sich wie eine Annäherung der Funk-
tion mit einer Gerade vorstellen. Wenn man ganz nahe an einer
stationäre Lösung dran ist, dann kann man dies mit einer Gerade
annähern.

y
0 = F(y) = (y+2)(y�2)(y�5)

1) Die stationären Lösungen sind: y• = �2,2,5. Wir betrachten
y• = 2.

2) Berechne die Jacobi-Matrix: (Hier eine Konstante)

A =
∂
∂y

f (y) = 3y
2 �10y�4 =�12 (denn: y• = 2)

3) Die Linearisierung lautet also:

y
0 =�12(y�2)

Spur und Determinanten Trick (wichtig)
Spur einer Matrix
Die Spur einer Matrix A (geschrieben: Tr(A)) ist einfach die Sum-
me ihrer Diagonalelemente.

2
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1 5 4

6 2 6

8 9 3
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Hätte als Beispiel die Spur: Tr(A) = 1+2+3 = 6
Trick
Meistens interessieren uns die konkreten Eigenwerte gar nicht. Es
ist lediglich interessant, ob die Eigenwerte positiv, negativ oder
null sind. Denn damit lässt sich bereits die Stabilität beurteilen.

1. Berechne die Spur (Tr(A)) und Determinante (det(A)) der
Matrix.

2. Fallunterscheidung:

2.1) det(A) = 0 =) keine Aussage. Mindestens ein EW ist
Null.

2.2) det(A)< 0 =) Sattelpunkt
(Vorzeichen der EW sind verschieden)

2.3) det(A)> 0 =) Betrachte die Spur:

3.1) Tr(A)> 0 =) instabil (Beide EW positiv)
3.2) Tr(A)< 0 =) stabil (Beide EW negativ)
3.3) Tr(A) = 0 =) keine Aussage möglich

Stabilität optisch Abschätzen

Auch falls man eine Funktion F(~y) : R2 ! R2 hat, kann man sie
dennoch optisch abschätzen. Man muss sie nur als Vektorfeld plot-
ten und sich dann wieder eine Ameise vorstellen, die den Pfeilen
folgt. Die rote Strecke wäre in diesem Fall der Pfad der Ameise.

Einführung PDE
Bei normalen Di↵entialgleichungen wird ja immer nach einer
Funktion gesucht, die von einer einzigen unabhängigen Variablen
(meistens t=Zeit) abhängt. Von dieser unabhängigen Variablen
hängen dann eine oder mehrere veränderliche Grössen ab. Zum
Beispiel die Konzentration C(t) eines Medikaments in einem Or-
gan oder die Grösse einer Räuber- und einer Beutepopulation.

Die Funktionen, die man in PDEs sucht, können jedoch von
mehreren unabhäbgigen Variabeln abhängen. Für PDEs gibt es
keine allgemeine Lösungsmethode, deswegen werden wir später
noch für die wichtigsten Arten von PDEs Lösungsmethoden
lernen.
Beispiel ODE

y
0(t) =�4y(t), y(0) = 1

Das y(t) ist nur von einer Variabel t abhängig, also ist es ein ODE
(= Ordinary Di↵erential Equation). Die Lösung wäre in diesem
Fall: (nur von t abhängig)

y(t) = e
�4t

Beispiel PDE

∂
∂x

y(x, t)+ c · ∂
∂ t

y(x, t) = 0, y(x,0) = f (x)

Das y(t) ist nun von zwei Variabeln t und x abhängig, also ist es
ein PDE. Die Lösung wäre in diesem Fall: (von t und x abhängig)

y(x, t) = f (x� ct)

Wäre jetzt z.B. f (x) = e
�x

2
, dann könnte man y(x, t), wie folgt

zeichnen:

y(x, t) = e
�(x�ct)2

Wichtige Ansätze

DGL Allgemeine Lösung

y
0(x) = ly(x) y(x) = Ae

lx

y
00(x) =�w2

y(x) y(x) = Asin(wx)+Bcos(wx)

y
00(x) = w2

y(x) y(x) = Asinh(wx)+Bcosh(wx)

Sinh, Cosh
Der Sinus-Hyperbolicus und Cosinus-Hyperbolicus sind wie folgt
definiert:

sinh(x) :=
1
2
(ex � e

�x)

cosh(x) :=
1
2
(ex + e

�x)

Daraus folgen ein paar wichtige Eigenschaften, die man kennen
sollte:

d

dx
sinh(x) = cosh(x)

d

dx
cosh(x) = sinh(x)

Aber noch wichtiger:
sinh(0) = 0

cosh(0) = 1

Wieso dieser Ansatz
Wieso schreibt man denn nun die dritte Gleichung aus der Tabelle
mit cosh und sinh, anstatt mit e

wx und e
�wx?

Der Grund dafür ist, dass es einfacher ist, wenn man die An-
fansbedingungen einsetzt.

Sollte die Anfangsbedingung gegeben sein: y(0) = 0, setzt man
das ein:

y(0) = Asinh(0)+Bcosh(0) = B = 0

y(x) = Asinh(x)

Das ist wesentlich einfacher, als mit e
wx und e

�wx die Konstanten
zu berechnen!

Operatoren
Gradient

Alle partiellen Ableitungen in allen Variabeln in einem Vektor

— f (x,y) =

2
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∂
∂x

f (x,y)

∂
∂y

f (x,y)

...

3
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Divergenz

div(~F(x,y)) =
∂
∂x

f1 +
∂
∂y

f2 (+...)

Laplace Operator

Die Summe aller zweiten Ableitungen in allen Variabeln

Du(x,y) = uxx +uyy (+...)
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Fourier-Methode
Mit dieser Methode kann man viele PDE’s lösen. Diese Metho-
de wird auch oft als ’Separation der Variablen’ bezeichnet. Eine
solche Aufgabe kommt fast garantiert an der Prüfung.
Rezept (Beispiel 1)
Machen wir es anhand von einem Beispiel:

uxx =�ut , und: u(x,0) = sin(2x),u(0, t) = u(p, t) = 0

1) Separation der Variabeln:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x, t) = f (x) ·g(t)

1.2) Setze u(x,t) in die DGL ein
:

( f (x)g(t))xx =�( f (x)g(t))t

f
00(x)g(t) =� f (x)g0(t)

1.3) Umformen und �w2 definieren (immer):

f
00(x)

f (x)
=�g

0(t)

g(t)
= konstant :=�w2

1.4) ODE nach f(x) lösen:

f
00(x)

f (x)
=�w2 =) f

00(x) =�w2
f (x)

f (x) = Acos(wx)+Bsin(wx)

1.5) Randbedingungen einsetzen und Sätzchen abschreiben:
Da u(0, t) = u(p, t) für alle t gilt, macht nur eine Lösung Sinn, wo:
f (0) = f (p) = 0.

f (0) = 0 = Acos(0)+Bsin(0) =): A = 0

Damit die zweite Randbedingung, f (p) = 0, immer erfüllt ist,
müssen wir unsere Wahl von w einschränken. Würde man B = 0
setzen, gäbe das f (x) = 0, also keine nützliche Lösung.

f (p) = 0 = Bsin(wp) =) wn = n = 0,1,2,3, ...

Die Frage ist nun, für welche w ist sin(wp) = 0. Für alle ganzzah-
ligen natürlich.
1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch für g(t) mit den
gefundenen wn

�g
0(t)

g(t)
=�w2

n

g
0(t) = w2

n
g(t) =) g(t) =Cne

w2
n t

2) Superposition/ Fourier-Reihe
Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Lösungen für f(x) und
g(t). Nämlich für jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

2.1) Zusammenfassen:
�! f (x) = Bn sin(wnx)

�! g(t) =Cne
w2

n t

�! wn = n = 0,1,2, ...

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Lösungen: (Die Konstanten: BnCn werden durch
bn ersetzt.)

un(x, t) = f (x)g(t) = BnCn sin(nx)en
2
t = bn sin(nx)en

2
t

2.3) Lösung:
Die vollständige Lösung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Lösungen:

u(x, t) = Â
n

bn sin(nx)en
2
t

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Lösung zu finden, setzen wir die Anfangsbe-
dingungen ein:

u(x,0) = Â
n

bn sin(nx)en
20 = Â

n

bn sin(nx)

2.5) Fourierreihe, um bn zu finden:
Im allerletzten Schritt gilt es, die bn zu finden. Diese sind meistens
einfach die Fourierkoe�zienten der Anfangsbedinung. In unserem
Fall ist u(x,0) = sin(2x). Es sind also alle Fourierkoe�zienten null,
ausser: b2 = 1. Damit wäre die Lösung der PDE:

u(x, t) = Â
n

bn sin(nx)en
2
t = sin(2x)e4t

Beispiel 2
Noch ein Beispiel:

uxx = utt

RB: u(0, t) = u(p, t) = 0

AB: u(x,0) = sin(2x)+2sin(4x),ut(x,0) = 3sin(3x)+ sin(5x)

1) Separation der Variablen:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x, t) = f (x) ·g(t)

1.2) Setze u(x,t) in die DGL ein
: In unserem Fall:

( f (x)g(t))xx = ( f (x)g(t))tt

f
00(x)g(t) = f (x)g00(t)

1.3) Umformen und �w2 definieren (immer):

f
00(x)

f (x)
=

g
00(t)

g(t)
= konstant :=�w2

1.4) ODE nach f(x) lösen:

f
00(x)

f (x)
=�w2 =) f

00(x) =�w2
f (x)

f (x) = Acos(wx)+Bsin(wx)

1.5) Randbedingungen einsetzen und Sätzchen abschreiben:
Da u(0, t) = u(p, t) für alle t gilt, macht nur eine Lösung Sinn,
wo: f (0) = f (p) = 0. Daher suchen wir ein f (x), welches diese
Eigenschaft erfüllt.

f (0) = 0 = Acos(0)+Bsin(0) =): A = 0

Damit die zweite Randbedingung, f (p) = 0, immer erfüllt ist,
müssen wir unsere Wahl von w einschränken. Würde man B = 0
setzen, gäbe das f (x) = 0, also keine nützliche Lösung.

f (p) = 0 = Bsin(wp) =) wn = n = 0,1,2,3, ...

Die Frage ist nun, für welche w ist sin(wp) = 0. Für alle ganzzah-
ligen natürlich.
1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch für g(t) mit den
gefundenen wn

g
00(t)

g(t)
=�w2

n

g
00(t) =�w2

n
g(t) =) g(t) =C cos(wt)+Dsin(wt)

2) Superposition/ Fourier-Reihe
Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Lösungen für f(x) und
g(t). Nämlich für jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

2.1) Zusammenfassen:
�! f (x) = Bn sin(wnx)
�! g(t) =Cn cos(wnt)+Dn sin(wnt)
�! wn = n = 0,1,2, ...

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Lösungen: (Die Konstanten: BnCn und BnDn

werden durch an bzw. bn ersetzt.)

un(x, t) = f (x)g(t) = an sin(nx)cos(nt)+bn sin(nx)sin(nt)

2.3) Lösung:
Die vollständige Lösung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Lösungen:

u(x, t) = Â
n

an sin(nx)cos(nt)+bn sin(nx)sin(nt)

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Lösung zu finden, setzen wir die Anfangsbe-
dingungen ein:

u(x,0) = Â
n

an sin(nx)cos(n0)+bn sin(nx)sin(n0) = Â
n

an sin(nx)

ut(x,0)=Â
n

�nan sin(nx)sin(n0)+nbn sin(nx)cos(n0)=Â
n

nbn sin(nx)

2.5) Fourierreihe, um an, bn zu finden:
Im allerletzten Schritt gilt es, die an und bn zu finden. Diese
sind meistens einfach die Fourierkoe�zienten der Anfangsbedi-
nung. In unserem Fall bestehen die Anfangsbedinungen aus Sinus-
Funktionen, also machen wir einfach einen Koe�zientenvergleich:

u(x,0) = Â
n

an sin(nx) = sin(2x)+2sin(4x)

=) an = 0,ausser: a2 = 1,a4 = 2

ut(x,0) = Â
n

nbn sin(nx) = 3sin(3x)+ sin(5x)

=) bn = 0,ausser: b3 = 1,b5 = 1/5

Bemerkung: Da in der Summe: nbn sin(nx) steht, müssen wir dieses
n miteinbeziehen. Also für n = 3:

3b3 sin(3x) = 3sin(3x) =) b3 = 1

Setzen wir die Koe�zienten in die Lösung ein, gibt uns das:

u(x, t) = Â
n

an sin(nx)cos(nt)+bn sin(nx)sin(nt) =

sin(2x)cos(2t)+2sin(4x)cos(4t)+sin(3x)sin(3t)+
1
5

sin(5x)sin(5t)
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Beispiel 3
Noch ein Beispiel:

uxx = d ·ut , und: u(x,0) = x,u(0, t) = u(1, t) = 0

1) Separation der Variablen:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x, t) = f (x) ·g(t)

1.2) Setze u(x,t) in die DGL ein
: In unserem Fall:

( f (x)g(t))xx = d · ( f (x)g(t))t

f
00(x)g(t) = d · f (x)g0(t)

1.3) Umformen und �w2 definieren (immer):

f
00(x)

f (x)
= d · g

0(t)

g(t)
= konstant :=�w2

1.4) ODE nach f(x) lösen:

f
00(x)

f (x)
=�w2 =) f

00(x) =�w2
f (x)

f (x) = Acos(wx)+Bsin(wx)

1.5) Randbedingungen einsetzen und Sätzchen abschreiben:
Da u(0, t) = u(1, t) für alle t gilt, macht nur eine Lösung Sinn,
wo: f (0) = f (1) = 0. Daher suchen wir ein f (x), welches diese
Eigenschaft erfüllt.

f (0) = 0 = Acos(0)+Bsin(0) =): A = 0

Damit die zweite Randbedingung, f (1) = 0, immer erfüllt ist,
müssen wir unsere Wahl von w einschränken. Würde man B = 0
setzen, gäbe das f (x) = 0, also keine nützliche Lösung.

f (1) = 0 = Bsin(w) =) wn = pn = 0,p,2p,3p, ...

Die Frage ist nun, für welche w ist sin(w) = 0. Für alle ganzzahli-
gen Vielfachen von p.
1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch für g(t) mit den
gefundenen wn

d · g
0(t)

g(t)
=�w2

n

g
0(t) =�w2

n

d
g(t) =) g(t) =Cne

�w2
n

d
t

2) Superposition/Fourier-Reihe
Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Lösungen für f(x) und
g(t). Nämlich für jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

2.1) Zusammenfassen:
�! f (x) = Bn sin(wnx)

�! g(t) =Cne
�w2

n

d
t

�! wn = pn = 0,p,2p, ...

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Lösungen: (Die Konstanten: BnCn werden durch
bn ersetzt.)

un(x, t) = f (x)g(t) = BnCn sin(npx)e�
p2

n
2

d
t = bn sin(npx)e�

p2
n

2
d

t

2.3) Lösung:
Die vollständige Lösung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Lösungen:

u(x, t) = Â
n

bn sin(npx)e�
p2

n
2

d
t

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Lösung zu finden, setzen wir die Anfangsbe-
dingungen ein:

u(x,0) = Â
n

bn sin(npx)e�
p2

n
2

d
0 = Â

n

bn sin(npx)

2.5) Fourierreihe, um bn zu finden:
Im allerletzten Schritt gilt es, die bn zu finden. Diese sind meistens
einfach die Fourierkoe�zienten der Anfangsbedinung. Man macht
immer die ungerade stetige Fortsetzung. Das heisst, wenn man
etwas auf dem Intervall [0,a] hat, dann berechnet man die Fou-
rierreihe auf [-a,a] der ungeraden Fortsetzung. In unserem Fall:

f (x) = x auf dem Intervall [-1,1]

Da die Funktion ungerade ist, sind alle an = 0 und es bleiben nur
noch die bn

bn =
2
T

ˆ
T0+T

T0

f (x)sin(n2p/T x)dx =

ˆ 1

�1
xsin(npx)dx

= 2
ˆ 1

0
xsin(npx)dx (da der Inhalt des Integrals gerade ist)

= 2
✓
[x ·�cos(npx)/np]10 �

ˆ 1

0
1 ·�cos(npx)/npdx

◆

= 2
✓
�cos(np)

np
+

1
np

ˆ 1

0
cos(npx)dx

◆

=
2

np

⇣
�cos(np)+ [sin(npx)/np]10

⌘

=
2

np
(�cos(np)+ sin(np)/np)

sin(np) = 0 und cos(np) = (�1)n für alle ganzzahligen n.

bn =
�2(�1)n

np
Damit wäre die Lösung der PDE:

u(x, t) = Â
n

bn sin(nx)e�
p2

n
2

d
t = Â

n

�2(�1)n

np
sin(nx)e�

p2
n
2

d
t

Beispiel 4
Noch ein Beispiel, diesmal mit anderen Variablen: u(x,y)

Du = 0, und: u(x,0) = u(0,y) = u(1,y) = 0,u(x,1) = x · (1� x)

1) Separation der Variablen:
1.1) Schreibe die Gleichung auf:

u(x,y) = f (x) ·g(y)

1.2) Setze u(x,y) in die DGL ein
: In unserem Fall:

D( f (x)g(y)) = 0 =) ( f (x)g(y))xx +( f (x)g(y))yy = 0

f
00(x)g(y) =� f (x)g00(y)

1.3) Umformen und �w2 definieren (immer):

f
00(x)

f (x)
=�g

00(y)

g(y)
= konstant :=�w2

1.4) ODE nach f(x) lösen:

f
00(x)

f (x)
=�w2 =) f

00(x) =�w2
f (x)

f (x) = Acos(wx)+Bsin(wx)

1.5) Randbedingungen einsetzen und Sätzchen abschreiben:
Da u(0,y) = u(1,y) für alle y gilt, macht nur eine Lösung Sinn,
wo: f (0) = f (1) = 0. Daher suchen wir ein f (x), welches diese
Eigenschaft erfüllt.

f (0) = 0 = Acos(0)+Bsin(0) =): A = 0

Damit die zweite Randbedingung, f (1) = 0, immer erfüllt ist,
müssen wir unsere Wahl von w einschränken. Würde man B = 0
setzen, gäbe das f (x) = 0, also keine nützliche Lösung.

f (1) = 0 = Bsin(w) =) wn = pn = 0,p,2p,3p, ...

Die Frage ist nun, für welche w ist sin(w) = 0. Für alle ganzzahli-
gen Vielfachen von p.
1.6) Nun machen wir denselben Chabis noch für g(y) mit den
gefundenen wn

�g
00(y)

g(y)
=�w2

n

g
00(y) = w2

n
g(y) =) g(y) =Cn sinh(wny)+Dn cosh(wny)

Da wir nun noch eine vierte Randbedingung haben, müssen wir
diese an dieser Stelle berücksichtigen.

u(x,0) = 0 =) g(0) = 0

g(0) =Cn sinh(0)+Dn cosh(0) = Dn = 0

Also kriegen wir für g(y):

g(y) =Cn sinh(wny)

2) Superposition/Fourier-Reihe
Wie wir gesehen haben, gibt es sehr viele Lösungen für f(x) und
g(y). Nämlich für jedes n eine. Deswegen schreiben wir alles
nochmals auf:

2.1) Zusammenfassen:
�! f (x) = Bn sin(wnx)
�! g(y) =Cn sinh(wny)
�! wn = pn = 0,p,2p,3p, ...

2.2) Zusammensetzen:
Es gibt also diese Lösungen: (Die Konstanten: BnCn werden durch
bn ersetzt.)

un(x,y)= f (x)g(y)=BnCn sin(npx)sinh(npy)= bn sin(npx)sinh(wny)

2.3) Lösung:
Die vollständige Lösung besteht aus der Zusammensetzung aller
dieser Lösungen:

u(x,y) = Â
n

bn sin(npx)sinh(npy)

2.4) Anfangsbedingung:
Um die spezifische Lösung zu finden, setzen wir die letzte Rand-
bedingung ein:

u(x,1) = Â
n

bn sinh(np)sin(npx)

2.5) Fourierreihe, um bn zu finden:
Im allerletzten Schritt gilt es, die bn zu finden. Diese sind meis-
tens einfach die Fourierkoe�zienten der Anfangsbedinung. Man
macht immer die ungerade stetige Fortsetzung. Das heisst, wenn
man etwas auf dem Intervall [0,a] hat, dann berechnet man die
Fourierreihe auf [-a,a] der ungeraden Fortsetzung. In unserem Fall:

f (x) = x(1�x) auf dem Intervall [0,1] und f (x) = x(x+1) auf dem
Intervall [-1,0]

Da die Funktion ungerade ist, sind alle an = 0 und es bleiben
nur noch die bn:

bn =
2
T

ˆ
T0+T

T0

f (x)sin(n2p/T x)dx =

ˆ 1

�1
f (x)sin(npx)dx

= 2
ˆ 1

0
xsin(npx)dx (da der Inhalt des Integrals gerade ist)

=
4

n3p3 (1� (�1)n)

Jetzt fehlt nur noch ein Koe�zientenvergleich:

u(x,1) = Â
n

bn sinh(np)sin(npx) = Â
n

4
n3p3 (1� (�1)n)sin(npx)

=) bn =
4

n3p3
1� (�1)n

sinh(np)
Damit wäre die Lösung der PDE:

u(x,y) = Â
n

bn sin(npx)sinh(npy)

= Â
n

4
n3p3

1� (�1)n

sinh(np)
sin(npx)sinh(npy)
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Inhomogene Randbedingungen
Meistens wird an der Prüfung ein Ansatz gegeben sein. Sollte
man keinen haben und falls man inhomogene Randbedingungen
hat, so kann man das PDE in ein homogenes PDE umwandeln, in
dem man:

1) Man hat die RB: u(0, t) = u0 und u(L, t) = uL mit AB:
u(x,0) = f (x)
2) Man definiert: v(x, t) = u(x, t)�u0 +

x

L
(u0 �uL)

3) Man passt die Anfangsbedingungen an. AB:

v(x,0) = f (x)�u0 +
x

L
(u0 �uL) := F(x)

4) Man löst die selbe PDE für v(x, t) mit homogenen RB:
v(0, t) = 0 und v(L, t) = 0
5) Man berechnet das Endresultat u(x, t) aus v(x, t):

u(x, t) = v(x, t)+u0 �
x

L
(u0 �uL)

Beispiel

uxx =�ut , und: u(x,0) = sin(2x)+10,u(0, t) = u(p, t) = 10

v(x, t) = u(x, t)�10+
x

p
(10�10) = u(x, t)�10

Homogene PDE:

vxx =�vt , und: v(x,0) = sin(2x),v(0, t) = v(p, t) = 0

Hat die Lösung:

v(x, t) = sin(2x)e4t

Somit ist das Endresultat:

u(x, t) = v(x, t)+10� x

p
(10�10) = sin(2x)e4t +10

Harmonische Funktionen
Harmonische Funktionen sind ganz einfach Funktionen, die
Du(x,y) = 0 erfüllen. Jedoch haben harmonische Funktionen Ei-
genschaften, welche man unbedingt für die Prüfung kennen sollte.
Mittelwerteigenschaft
Der Funktionswert in der Mitte eines Kreises entspricht dem Mit-
telwert der Funktionswerte auf dem Rand dieses Kreises. Mathe-
matisch ausgedrückt:

u(x0,y0) =
1

2pR

˛
g

u(x,y)ds

Wobei g einen Kreis mit Radius R um den Punkt (x0,y0) parame-
trisiert.
Maximumsprinzip
Das Maximum einer harmonischen Funktion wird immer nur
auf dem Rand des Definitionsbereiches angenommen. Sollte
trotzdem im Inneren ein Maximum angenommen werden, so geht
das nur, falls u(x,y) konstant ist.
Minimumsprinzip
Das Minimum einer harmonischen Funktion wird immer nur
auf dem Rand des Definitionsbereiches angenommen. Sollte
trotzdem im Inneren ein Minimum angenommen werden, so geht
das nur, falls u(x,y) konstant ist.

Beispiel
Wir sollen hier das Maximum und das Minimum finden.

Das Maximumsprinzip/Minimumsprinzip sagt uns, dass das
Max./Min. auf dem Rand angenommen wird. Wir suchen al-
so zuerst nach dem Maximum auf dem Rand.

1) Alle Ränder sind 0 ausser CD, untersuchen wir also CD.
2) Die Werte auf dem Rand CD folgen der Parabel x(1 � x),
welche ihr Maximum bei x = 1

2 annimmt.
3) Daher ist klar, dass das Maximum an diesem Punkt angenom-
men wird: (1/2, 1)

Nun suchen wir nach dem Minimum.
1) Alle Ränder sind 0 ausser CD, untersuchen wir also CD.
2) Die Werte auf dem Rand CD folgen der Parabel x(1 � x),
werden also nie kleiner als 0, da x 2 [0,1]
3) Daher ist klar, dass das Maximum an allen Punkten angenom-
men wird, wo u = 0 ist. Also auf allen Rändern ausser CD.
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sepaoationssalyvlxiyt-XHYlyltsgiltulmyfdas.ME dRB4RB2dADefiH 4
→ Losing: ⇒

ielxiykl-xtacositxk-terfihfPDERBHRB22hosenderDGhism.itRB's vlx,y)=alx,y) -uYx,y)

Bsp : DL0)=Kx,y)eR!x2ty2al6} e. → 2

21310)=ffx,y)eR2:x2ty2=l6} NO)=0⇒A=O N4) ⇒ wnifnn ,nzt
(PDE) OU4 ,y)=0 Cx ,y)eB④ ⇒

(RB) at ,y)=l0-4xytx2(×,y)e2B(o) 2.
'

sepaoakimssafvlxiyt-Xklycyl-oumsehreiben.inPolarhooodinaten →

IPDEIOU-Urrlrietttrdrlr.ie/tYr2dqqlr,q)=OYld--O=oCn=-Dn
=D

relqfprodius.ee/o,2iT)



2 Loser der DGL's mit RB's pangdho-sfarheifeinesLGSw.hr Bsp knkiumfbimmbhigighT ragged nose. #linear
• (mxn)- Matrix: walk

. Spoltenveklorenan.
d.→

-

Lisboeheit eines LGS → bfA=r=n linear walking'ghit
XCO)=0⇒A=0 X(d)⇒⇒WENT, nah ;jhomyn ⇒⇒ 0

→

rgttt-ranbn-eareabhoigighit-J.cn/n)-Mohise-
2. ⇒ lmmthhs-yhgI.GE, Yffh¥oo himeunothigighit

immerse ! inhomogenes lineareabhimgigkeit
3 Superposition -ohosugfeirvlxiylhEIffsyf.hn 'mit stem

⇒µ : %fbggms.ihdhigdehhoigigehl.IE?h?minak
=
I

r=RgH=n RgtN=RgAH=r Right)fRglAk
)-

⇒weekend
" B'"" det(A) to← RGCA)=n

Fourier- koeffip.int 1 I # mementos
,

della)=Oo→RgLA)aneine trivial • videhsg.tn ran

↳sung ×=o
milk- r) -#

*
Parameter oaks. o.ms!¥¥§:* Bsp : MattieAEMsxsgegebenddieftoge.hnwebhenfihheneaisk.ateinmihttriiakrsfatiouaier

(nxn)-h→ fastened, des systems yktt-A-yttfalsoe.me round
inhomgenes hermogenes www.hosunpfvhtionft-oyotttbdieniehfoo-ntalha-na .(nm) -system ( nm)- system

\ →

qtfesgenaudamywenndashomogene.ITIT LGSeinewihthivialehosunghatsdel.CA)-0
dekAHO della)=0 deHH¥o delta) -0 •Werfeeinsefen ddefltt) 'sausreehnenp2.LIr¥ odernoehptifenobtfsingubirist-owennfee.twsummer -- 0

n.ge?gI;sinm.sBEhgEn
"

¥¥¥,
i¥I¥ E!I;¥E boom spdknlgibnnidtlinearunahhimg.gl.

⇐ me ! Bsp : qegeben:ykt)=AyH)tgH)
• videhsg. Hume

↳ miser# hsg. → warmbehihegviehestationaiehosungen.tt#mekmmbfA)=nddet¥o←AiwuhIT O=y4t) I gtP§=OAxtC=0⇒A.EC genaulhsgmitx-A-l.cn 1-2
-

→ inhomogeneous (n×n) →mitttennxn

www.vrmahise-thglA-r →bdidigvideslalhoswgen, falls www.hviekhoswgew !
↳
← 2h : I IT

Def. . # film, webhenidtosindnahgaossoerfahrenl.io ditch lsohongegeben)& Rafa)=RgtAk)
the birth in * einselgen ! mit ran !

→afhge.tlinarmathittrkthw.foyea.ua ⇒mfz.nalaauss.GE/I-II)IIs)tfpEE+r* Gauss-Mohan ⇒ RgLA)=Rg(AHnurgegebenfaksptQTR-d.unoeooue.hr!
① el.EU→ Z5T -

4 ulx ,y)=Kx,y)tuYx,y) ② Rang # mihtnulkfibn
- RgH⇒ has :A×=c⇒f÷÷÷÷÷:[1 .

=

* stinker
⇒wenn del (Anxn) # 0

,
damn Rg(Anxn)=n n± # lhbekamle

Bsp A-({{ { Ig) RGCA)=3jdef(A) =O Falls man
,
weilran-omkdesh.mn⇒ Parameter

Ao× Homogenous system→ CECE . . .=Cn=0
↳dfreier Parameter A.×- Inhomogeneous system→ CX0



EigensdafknvonfwRuhenregelnfirtdekrminontenpbinearealh-agigheitbiversesguhinearerdlgchoa.UA,
wenn : → ftp.alkalshinearkomlrandererdorskllbarist-oo ✗ ein EW von Agum EV T

'

⇒their EW von Ad gum EV

Malaise (m×n) m:# Seiler - alle Clemente einer file / Spoke -0
- fwiefeilenod.spoltensindgkiehoderdurehfahforwws.ch .

• Falls allenf-wversch.sind-oeoeistierennunkosd.EU
,n :# Spotter welche linear unabhéngig sind .are Gaz . . . . Ann

A-⑨ am.- -
- - - aan ) dik: Mahidebmhtder ten •defa-ndufvoyeiehengallsgf.ba Gauss go.hn/spaefenwuf.aaseffoT-allseinEWk-faehauftritt

⇒ mind
. einhoihokusk linear

me ma . . . .

mn

file &k-ten spatter abh-ong.ge EV
• Multiplied man jeilenutfahll, so indent side Determinate and- fade

• Falls tk-xtiyeinkompekseeo.EU ist,soisfjk-x-iy.Dreieehsmabioe-lnxn-Matn.se) ↳
f. Spock / gate⇒ ✗ • def (A) ebhfolls ein EW

•F-ureinehermetischeodersymmetrisohen-reih.ge Matrix• aeleclemenkobuhaltkmkoe.hr-motive) %É÷?§d • def ( f. A) = I.def(A) with:#feilenlspolknod.anheohalblobeve.to- Mohinder Haupt - Sind alle n EW well desgiltgenaunlinearuuebh.EU
diagonal sind =O !

• def(A- B) =def(B. A) =det(A) • def (b)
• I-FWCAtb-del.CA) + def(B)

• Falls vein F-✓ vonAHmEwt=> a. vein F-Vvon A gun
EW1

⇒ falls ltouptduigonole-qdonnsbihhelechko-matw.se
' del (E)=L

• Tronspouieotetlobrioe CAT)
• det (A) =# |

. But EW4 ;ÑmtEw¥• def (A) - del CAT) Suoeosetfafise -F-wreiueregula-reldeka.to)• A=(mxn) → Ñ=(nxm); feilendspalknueetous.tt damn

dff-defj-synmebois.deMatrix :A=AT (§tE§)=({ § ?) Malaise Alnxn) existent genuine inverse Matrix At, sodass gilt :
- orthogonal Malaise : A-1- AT} meissen defineradiation in bexehmuyder~genwerfelnxnl-Matm.se AAE÷Vn=Ah•Vnt
ltwmetisehetlahsioe-A.hn/nK)mitA--AT

• dharahfesistiselespohpoui.pn.lt)=def(A-✗En) RuhenvglnfLbwure
• Matrix isfsyumekisehlggl.ltouptdiogouahy.coobie aber . (Ars)

-1
__ • A

" (b.A)" =L" . A-t.k-skalarc.IREW Sind dieNSdaoono-isdefCA-XF-n-ffiralleclemateg.lt: aik-akilhonpksehoyinge.at)
• End -- En (AT)

"
= (A-IT

• Hoapfdiogoualenuroeelle Ellen Bsp:_ A=(I 8)
⇒wennallecinha-gereelt.si/mmekrieh

"P "
. (A-e)
"
=A

⇒desk'S) - ✗ to :))- dell %)bemerhuyei-lguhermek.nl/symn.Hakise)
•

alkaiboageaaf Diagonaknsindoeell
• Determinate ist teeth ⇒ (f-f) (3- f) -2.0=1.0

ya, [
"
"" D
" (d)"" • Dan . . .tt

"
.rs
,

- > mit (n -d)reihgen
• AllenEwsindoeell ' Es gibt genaunlin.unahh.EU ⇒ (d-f) (3-11)=0 → Xe=±-3- A-D= d- t"

"

? Den tat" .nu ten" .⇒ lluterdetermiuoufen

a

"Ñ⇐ Bet Bei Doeieehsmatiyen sind die Elemente der
te)
"" Dent"" - ☐

an

" . c-e)
"" Dm

RuhenregehnMakj= Equate dieEginwerI
addikionlsabhahkinlrmlkptihakimnitskelar B¥V: (nxn)- Matrix Aus n- reihigen regulator Halogen A&E wird CA1E )gekibkt :
go.w.am.,µ§add.at/saltrahiat Eigenvehtorvigumtigenwuttiistderhosungs- (A1E)=[÷.EE?i..;.i:iif ! !;÷:o)skolarmifjedemckmutmultiplip.eduektor dieses homogenous live.am Systems :

And Anz . . .

!
Ann 00 . .

.

. I

(A-XiEn)Vi (i-1,2, . . . . ,n)
Reehemegelntlotvjen gaus-E-anfommgullisCEIA-yeubkhfb.se#A=(25) Ifl ✗

<=3
~ >keimleauehalleshieraisefen

"" ""

[
""" """

• Atb - ☐ + A B÷É& .r=± A.u=*v, ⇐> (15×1)=1. (E) FomdfirA"wumA(2 A=({ 1)• AI-1BK)=(AtB)=C
• ✗ ( A- B) ⇒A + ✗☐ ftp.AK-APtar 15--4413 muss (I %)- (⇒← {É.IE?su=va--va---u

A⇐=¥fq-ab)=# (1-1)•⇐+ µ)A=XA+mA mitten : vet• A. En=EwA=A MEMY da
↳⇒ }EV vn=ftt)=t

• G.µ)A=Hm . A) • A°=En Ñ=(¥ %) •EV A.k=Hn⇐> (19×1)=1};)T-ormelfu-r-A-dwennAtsxs.A.rs. ( =/ B.A. C
( Rihenfolge) • (Atb)T=ATtÑ and weight ! ☐⇒

E. into.vn - 3h A=µ be §II. 2.vets .y⇒,}→Y=0
• (c. A)T= C. AT • Ñ inoeofieofaor

→ vnbehihiglwiodweggehiyf) gh;)A-D=# • f-g-di ai - good-af• ALBC)=(ABK mit ser -- vis, vi.
o ⇒ k=(°s)=s [↳[g

'

[g÷[b¥⇒• HAD)=HA)B=A(✗B) • CAT)T=A
• Alrstc) - ABI-AC.CA")T=(AT)

"
⇒ (A-✗E) v=O \: ! :/ %)



Differentially hineareDGL20rdnuny_ ② yW=Gi"tCa

agondlogem § konstoute
Claim ylot-o-c.ee?otCze-0--oCe=-Cz-

inkgreannidtvagessen y"(x)tayY×)tby(x)=glx) a,beR
-

•Ordinary : hoihstoafbrekndeabhiteuy -
• stationed hosing: yYN=0; keinehosung⇒Yo ! YYX)= -2452×-62

.

• linear : gesuehtefuukfiomdaofmihtalspokyvodiegeno-olsl.in linear
Form

•⑤=O : homogenise -
Loser einer DGL

,
dude :

• gk)# 0 : inhomogen yYo)=l= -24520 -CaE°⇒ -24-4=1
-

-

•eifaehehkgoak.cm Chomogenehosugvon) LEsungeinerhomogen.tn . DGL 2. Ordinary 24TH⇒ laid
•Tremungdervoriabbnlsepaatiousmethoden⇒ DGL d. Ordinary
-

•Variation der Konstantin ⇒ inhomogeneh.name DGL d. ordinary
4=-1

• Chaoahleritisehes polynomdpartihuhireransaf-olinearen.GL 2.ordinary ly
"

tay't by

-0M
↳ t.koeffjientmuss-lse.in ! ⇒ ylx)= -eh×te×=e× -Ek

-

-

allgemeineForm: yKx)=pk) . tafx) ① chwohlerstishespohpom-litaltb-0-olosenoehle.laauf
-

gO:homogene linear DGL

t.ordumyglxtxo.inhom-ognebieareb.GLlooking LEsungeinerinhomogenenlin2.0rdmuy
- d)lot- 4b>0)⇒Ktla; tylzetk

•

Ally. ho-sangf-arhomogeueh.name DGL d. Ordinary

÷ i÷:÷÷÷:i÷÷÷÷¥:÷:÷:÷÷÷÷÷ylxkywmogentypokbtare.mil/LoLx)=fafx)EPk)dx@ ' =E×)t ¥× sinlcxodeoskx) Cssinlcx) tcycoskx)
hosting ↳

⇒Falls ausaffiryp.CN sdoninhomogener(enlsfandun dark Variation der Konstantin)

bhomogenelineareDGLl.0rdmuym.itKonstantinov
② dnfonopbedingongemeinsefenundsoce.ec, findin . hisahgvorkommt : mulkiphjiereknsafinyp.CN mifx !

yKx)Cx)tb ⇒ yk)=k.ea×_bT ylxo) - Yuko)
③

aIfd%!DGLeinsefendkonstontecyciyek.ykxd-yulxdwob.ee
stationed hosing: ylx)=-ha yp'

'4) tayplx) tbyplxtglx)
- ⇒

2gleiehwgenfirhlhhekamlreseporierbare.BGL-DGLHineardm.tt -linear) ④ Resulted : ylx)=yµCx) typlx)
-

③

www.hinsohreihenl.i#=hx).gyx)=oyCx)=G-YHlx- ⑤ Mitanfonpbendingmgen Ceda findin :
GLYN)=H the Bjp: y

"

+4,1+4=0, ylo)=qyYo)=f Y4D - Yuko)tYpKo)

wobei 64) stomfuttimvongfyeochmahfaish.de polynom:
ykxot-yitkdtyp.CN

-

tht 31+21=0--0 Xe=-2 YEA ⑥ lndvsultatafsdreibenB'WP sefeinvollstoidigehoswgyodxoe.in -
dlisenoehc of. yµCx)=GE"tCz
⇒ sdreibeho-sugfirttwpvollskveh.gl.



Syskmelinearer DGL 3) Fans ,h=I. ee
'↳↳

→ ;D ⑨
- - XEatpiivned.pe/l)aO=osfabil=oSpisolenoeh Inner °

• versdn.DGLl.ordnunj-f.lk?tkauYelt)t....tainynCt
) ylx) - Get"tCze

" ↳ a- signed ✓
*

• tell) >0 ⇒install ⇒spisolenahaussenyyiftt-amytttt.o.atannyntt) yC×)=Geft×µtCzektsd×µ=e%ei×µtCne"£ • the ⇒ ⇒ flown⇒ Ellipse umfentreun ↳juhani
* sdiabenalo.yktt-A.HN

hineareDGL2.0rdmuy-okx2-syskmv.D.GLFarrell Doodlebug: -" ;H÷⇒,
-

y"lx)tay'4) tbylx)=O

aagemeixseiteinrwomevvvmhaasheiahesg.es YKk¥HIYIs%¥IIII µ
,

⇒*,

A.v-itv.Dannisfyttt-et.ir eine Y'' 4) = -ay'Cx) - bylx)

Losing des DGL- systems y
'
-Ay tbsp: I'(x)=E5I] .jo/x);yYo)=Ef]
-

⇒ yW=AykH¥H.SI#*DLoImgvony'=Ay① d② til ,h= -3 ; rift] ,vz=[J)--

o(2x2)-DGL-Syskm→hineareDGL2.0rdmuyr④A- inxnnaria , it ,
y
' ③ →

wirsehensofmfdmslinearwithangigissp.at#fy,→ wir woken bison : ④ y→H= + Cattle
"

x x x

I'N=AJTN ITOKYI ⑤ Flo)= + GET)i"=EH⇒ I : 2%41=441 - yak) ⇒ yalxt
① Beneke Ewtivontt

⇒ y(×)=[f) ex + If]e-Sx ⇒ yµ=

IIEIIEEEEEELI.zk.in a.gs#wj.wm..waa-ar;f ⇒ " "" "

⇒Falls alle Ewreoschiedensindsindaoehalle y=Ay : 1%1=1%1;) .(%) Y1K) -YL6X-6KK) +2%4×1-244)

④ DFYI.IR methinks
.

① hoiel.gbihugnaehyeaefdkikae.at] K"W→Yikt4kKkO=
② sefeyndykin2.geaihuge.in Bsp fyilxka.yfxtb.mx)ylxkciekx.lkt.o.oo.tcn.cn/.V ↳wirahalknchaoahl.pdyuomi.tw/lykIosen yjlxf-cyewtdya.CH/A=Kk)
③ atlghomogenehosurgforyn
t ④ meEI :p.hn?TEITraeg.woY ⇒"""I¥±%Y±T
2×20 A- I:) ;y=(%) ; y

' hosugvonyatosen
⑤ nitaufarpbedingangencidcn finder Bsp. for kowtowing

Fair ③ &④ Betroehk.EU/lylavonAmitrel.EVVeik ⑥ Resulted : yk)=(%) ⇒ • 2.konponenkyaeinerhosuyydes.DK-systems eoftlt
1) Falls #talk,tneR linear DGL 2. Ordinary 0

die DGL 2. Ordering :yiYx) -8×47=0
-

- Y"lx)=(6th)yYx) -16.2-tsk-4D.ylx-8ykxttoylxkcieix.vetceem.ITQualitatioeshEsunghalkn ⇒yKx)-8ytx
2) FalbH⇒h=ae smRihkmpfldNehtof 7. 0

.

oder "

%;%a→ye="dyi="•wennk,klinearunabh Liketh

ylxt-G.es?ktCz.e*vf . who ⇒ stobil-okwoenmh.hu'd f g =6( -4h
.wennve,vnmihtbiearma.tn/b?O=oinsfahil--okurvenoehaussen--oVerwendeDGL2. Ordinary odnansof Substitution 4<04,⇒ salfelpunhf⇒ Iheuoeeoseielfgenbommelft Ha

'
-Ya

"
- KY2-6YI -1242=0 Ya

"

-8421=0
-



d.GrmdlogT additionally : substitution

poknzgeset.ee :
tank)=II ; sink task)=l fftglxD.gl/)dx--FCgCx))tf

-

g sinussahg.si#-sibnTo=N together :
am .am = amtn I a7an=am-n/(an)m=a~m cosinussofga-bti-2bc.cat) ÷gL×)dwnnesieuldan.bn-la.BY/a7bn--(I)n/ao=l,a-tO② Bestinmeglxl-ukxkdhq-odx-du.TNax= extra) I a-n=%nIaYn=nMa sinkt-H-sinCN.ws task) - sink) ③ Cafeglxt-ucxldeuchudxdureh.de#amh=Fam/mnamM=maynM-Coin)"m=a¥=n.gr cosC×±Y)= cook)'cos I sink) . sink) ④ fflu) da headmen
era . Fb'=(a. b)"n= Fbi fµ×±y)=ton4)±ton ⑤ crsefeuwiederdueehulxkgcx)
t£=eE=( Infatb # craters

#tank.tn" ⑥ Furbesfinmhe Integratesefegrengeneinsinlhx-2.sinlxl.com)
-

costa) - cook) - sintxt-2askxt-t-t-zs.in?4)
⇒ f¥¥Tdx=NfkYtC

hogorithmusgeseh.ee:- as4x)=E4twsl2xD ⇒Momauehnettyrieksabd.dgreyenalsb-ot-sx-logalb.to> 0
,
a>0
,
# at =L 111, venoenden '

bank)

loyola)=l toggle)=O absorb)=b--

÷÷:*:÷:÷:±:÷÷÷÷:÷::::÷:÷÷÷÷÷÷÷÷:÷÷÷÷:÷:÷÷÷±÷÷÷÷÷.in?:i:i::::i• Into) will def . -_

yorgehun : f(×)=p#alscapimbemer.at?ohmmnqlNReehenrege-
①glxltahkuisieren-o.gl/)--gelx).qzCx).....gnlx)peihen-:swm srfaetant.i-tan-IEai.fc.flxldx-c.ffkldxj.FI#dx--0
② pg¥=1¥tAgI×t . . . t¥Partitioning .

. fCfe±fz± . ..fm/dx=ffedxtffadxt...ffndxanthmelisheReihe:Sn--£Iai=nla[ nest jewels b ③ koeffjienknmgl.net : d§rAyAµ . . .
. An

# gender, wonder
• fbaflx)dx= - Ifk)dx ; = fat { ooftosen !swmnemtiuhiherjllui.sn?Ioi=nlIIZohlen, gumaddieren

Sonne der gooden fallen :Sn=£fi=nlnte) spgiahfda-b-sf.by#)dx ③ Integrationwieobeuvermerhtsumnederwgeoodenfahlui.snfi -d)=nZ- § Beicrponenkn
72 vontahtorisieremgsprodahtmussen

Integrationsmethadone bin PBZallepokyenbeisanmedebeise.in.

geomebsisehekiheo.sn?Ifai--tF ¥ i. Bsp :e=)t¥t¥
unmdbihegomehinhrihi.sn?Ioai=Ea,firaete,e)fbauYx).vfxIdx=uCx).vlxIIba-fabaCx).vYxlo 2. Dsp : =,th

habitat >lgeltsn-os.mn : =


