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The following was presented in the lecture on 18. February 2019.

1 Graphentheorie

k-Zusmmanhangend bedeutdet, man muss mindestens k Kanten wegnehmen um den zusam-

menhangenden Graphen zu zerstoren.

Theorem 1.1: Menger



G ist k-zusammenhéngend genau dann wenn Vu, v € V, u # v gibt es k intern-knotendisjunkte
u-v-Pfade.

G ist k-Kanten-zusammenhéngend genau dann wenn Vu,v € V, u # v gibt es k intern-
kantendisjunkte u-v-Pfade.

k-Kanten-zusammenhéngend sagt wieviele Kanten man wegnehmen miisste.

Es gilt immer:

Knotenzusammenhang < Kantenzusmmenhang < minimaler Grad

Aritkulationknoten (eng.:cut vertex) genau dann wenn G[V {v}] nicht zusammenhéngend ist.
Briicke (eng.:cut edge) genau dann wenn G - e nicht zusammenhéngend ist.

Lemma 1.2

Sei G=(V,E) ein Zusammenhéngender Graph. Ist {x,y} € E eine Briicke so gilt: deg(z) =1
oder x ist Aritkulationsknoten.

low-Nummer: Kleinste dfs-Nummer, die man von v aus durch einen Pfad aus Vorwértskanten
und maximal einer Riickwartskante erreichen kann.

v ist ein Artikulationsknoten < v = s und s hat in T Grad mindestens zwei, oder v # s und es
gibt w e V mit {v,w} € E(T) und low[w] > dfs[v].

The following was presented in the lecture on 21. February 2019.

Vorwartskante Kanten die im Baum nach unten zeigen

Riickwirtskante Kanten die im Baum nach oben zeigen

Ein Block ist eine maximale Menge von Kanten, so dass je zwei dieser Kanten auf einem gemein-
samen Kreis liegen.

1.1 Kreise

Hamiltonkreis Ein Kreis in G, der jeden Knoten genau einmal enthahlt

Eulertour Ein geschlossener Weg in G, der jede Kante genau einmal enthahlt/

Theorem 1.3

Ein zusammenhéngender Graph G=(V,E) enthéhlt eine Eulertour genau dann wenn der
Grad jedes Knotens gerade ist. Eine solche kann man in O(|E]|) Zeit finden.

Algorithmus 1.1: Eulertour finden

1. Laufer findet einen Kreis

2. Schildkote 1auft hinterher und lasst tiberall wo es noch nicht abgelaufene Kanten hat,



den Laufer wieder nach einem Weg suchen.
3. Die Schildkréte verkniipft den alten und den neuen Kreis.

4. Schildkréte lauft den neuen Weg entlangt und wiederholt das Ganze.

Laufzeit O(|E|)

Petersongraph

Theorem 1.4

Ein n x m Gitter enthdhlt einen Hamiltonkreis genau dann wenn n x m gerade ist.

The following was presented in the lecture on 26. February 2019.

Theorem 1.5

FEin zusammenhangender Graph enthéhlt eine Eulertour genau dann wenn der Grad jedes
Knotens gerade ist.

Algorithmus 1.2: Finde Eulerkreis

1 W « Randomtour (vgtqrt)
2 Ulgngsam < Startknoten von W
3while Vjgngsam ist nicht letzter Knoten in W do
4 v < Nachfolger von Vjgngsam in W
if Ng(v) # @ then
W' « Randomtour(v)
W « W] + W'+ W2
Vlangsam < Nachfolger von vigngsam in W
9 return W

5
6
7
8




Laufzeit: O(|E|) (E = Anzahl Edges

Bei einem d-dimensionalen Hyperwirfel untescheiden sich alle Knotenpaare an genau einer

Koordiante.
Bei einem Hamiltonkreis wird jeder Vertex genau einmal besucht.

Theorem 1.6: Dirac

G =(V,E), |v| > 3 sodass Yv e V deg(v) > |12| = G enthahlt einen Hamiltonkreis.

The following was presented in the lecture on 28. February 2019.

Theorem 1.7: Karp

Das Problem: ”Enthahlt ein Graph einen Hamiltonkreis?” ist NP-vollstandig.

1.2 NP-Problem

P Effizient entscheidbare Probleme

NP effizient verifizierbare Probleme

Ein Problem II aus NP heisst NP-vollstandig, falls gilt:
IIeP=P=NP

Die Frage ist nun, ob gilt P = NP?

1.3 Traveling Salesman Problem

Gegeben ein vollstandiger Graph und gesucht ist die kiirzeste Rundreise die all Knoten besucht.

Note 1. Ein Hamiltonkreis ist ein Spezialfall von Traveling Salesman Problem « - Approxima-

tionsalgorithmus of
o (n,l) <a-OPT(n,l) VYnVi

Algorithmus 1.3: a- Approximations

Eingabe: neN, - ( [g] - Ryp)

Notation: OPT'(n,l) = Lange des kiirzestens Hamiltonkreises
M St(n,l) = Lénge eines minimalen Spannbaumes
Dann gilt:

(2)



MST(n,1) > OPT(n,1) (3)
The following was presented in the lecture on 05. March 2019.

1.4 Matchings

Definition 1. Ein Matching M in einem Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge der Kanten
(also M ¢ E ) mit der Eigenschaft Vv € V: Grad von v beziiglich M ist < 1

Definition 2. Ein Matching M heisst perfekt, genau dann wenn |M| = g

Theorem 1.8

Vk e N gilt in einem 2* - reguléiren bipartiten Graphen kann man m O(|E|) ein perfektes
Matching bekommen.

Algorithmus 1.4

1 for i=k downto 1 do:
2 Fuer jede Zusammenhangskomponente bestimme Eulertour und loesche jede zweite
Kante.

Laufzeitanalyse:

O(lE])

Theorem 1.9

G = (AU B, E) bipartit und l-regular = |A| = | B|

Corollary 1.1

( wie oben ) ... fiir jede Zusammenhangskomponente gilt # Knoten ist gerade.

Theorem 1.10

Es gilt immer:
1
|MG7”eedy| 2 §|Mmax| (4)

The following was presented in the lecture on 07. March 2019.



Algorithmus 1.5

ingabe: V- [n] und [ : ([Z]) — Np, so dass die Dreiecksungleichung gilt.

Ausgabe: Hamiltonkreis C mit {(C') < % -minl(e).

1. Bestimme minimaler Spannbaum beziiglich [ ~ T

2. S:={v eV v hat ungeraden Grad in T'}
Bestimme minimal perfektes Matching: K[S] [ ~ M dann gilt alle Knoten in Tu M
haben geraden Grad.

3. Bestimme Eulertour in 7'u M, durchlaufe mit Abkiirzungen.

Laufzeit: O(|V[?)

https://uva.onlinejudge.org/ Milenium Ceremony

Theorem 1.11: Heiratssatz

Sei G = (Au B, FE) ein bipartiter Graph. Dann gilt:
3 Matching M das alle Knoten aus A tberdeckt

= VrcA: |z <|(2) (5)

Note 2. AU B bedeutet, das die Mengen disjunkt sind.
The following was presented in the lecture on 12. March 2019.

Corollary 1.2: Forbenius

Fiir alle k gilt: jeder k-regulére bipartiete Grpah enthéhlt ein perfektes Matching.

1.5 Farbungen

k-Farbung / chromatische Zahl ist die minimale Anzahl Farben, die fiir eine Knotenféarbung
von G bendtigt wird.

Algorithmus 1.6

Gegeben: Graph G = (V) F)

Aufgabe: Farbe mit moglichst wenigen Farben.
Greedy-Algorithmus

Laufzeit: O(|V|+|E|)



Theorem 1.12
G+ K,, (o1 zusammenhangend, mit Adjazenzlisten.

= O(|E|) kann man eine Farbung mit A(G) vielen Farben bestimmen.

The following was presented in the lecture on 14. March 2019.

2 Wahrscheinlichkeit

Definition 3. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist bestimmt durch eine Ergebnismenge
Q = {w1,ws, ...} bestimmt welche je eine Wahrscheinlichkeit zwischen 0 < x <1 und die Summe
ist 1.

Theorem 2.3: Siebformel

PI'[AZ']— Z PI‘[AﬂﬂAig]:l:...+(—1)i+1' Z Pr[Ailﬂ...ﬁAiq]... (6)

i<11<l2<n i<l1<. <lg<n

.
C
=
I
Tlagb

Definition 4. Laplace Raum - endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, in dem alle Elementar-
ergeignisse gleich wahrscheinlich sind.

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 5. Bedingte Wahrscheinlichkeit ist definiert durch:
Pr[A]nPr[B
py[a|p] def PrAINPr(B] (7)
Pr[B]
The following was presented in the lecture on 19. March 2019.
Theorem 2.12: Additionssatz

Ay, ..., A, seien paarweise disjunkt. und alle A zusammen geben den Wahrscheinlichkeit-

sraum, dann gilt:
n

Pr[B] = ;Pr[BlAi] -Pr[ 4] (8)

Theorem 2.10: Multiplikationssatz

Pr[A; A ...0 Ay] = Pr[A;]- Pr[Ao|A1] - Pr[As|A; 0 As] - Pr[An]Ar A0 Ang] (9)

Note 3. 1 -z <e™®



2.2 Unabhangigkeit

Definition 6. Zwei Ereignisse sind unabhéngig, wenn

Pr[An B] =Pr[A]-Pr[B] (10)

Note 4. Ereignisse konnen stochastisch unabhangig sein, ohne dass sie physikalisch unabhangig
sind.

The following was presented in the lecture on 21. March 2019.

Definition 7. Ereignisse sind unabhéngig, wenn fiir alle Teilmengen I ¢ {1,...,n} mit [ =

{il,...,ik} gﬂt:
PI"[AZ‘I ﬂ...r‘lAik] :PI‘[A“]PI“[A%] (11)

Lemma 2.1

Wenn A, B, C unabhéngig sind dann gilt auch das AnB und C oder AuB und C unabhéngig.
Note 5. In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Funktionen als X : 2 - R bezeichnet.
Note 6. X <5< {weQ: X(w) <5}

Note 7. W, < {X(w) :weQ} dlef Wertebereich der Zufallsvariable

Definition 8. Erwartungswert: E[z] = ) X(w)-Pr[w]
we?

The following was presented in the lecture on 28. March 2019.

Theorem 2.11

Sei X eine Zufallsvariable mit Wy ¢ Ny. Dann gilt:

E[X] = ZPT[X > ] (12)

Definition 9. Eine Zufallsvariable heisst Gedachnisslos, falls gilt Vs, t

Pr(X>s+t| X >s]=Pr[X >t] (13)

Theorem 2.12

X ~ Geo(p) = X Gedéchnisslos
Bei Geometrischer Verteilung gilt: E[X ] = %



Algorithmus 2.1: Finde stabile Menge

Gegeben: Graph G = (V, E)
Ziel: Finde eine moglichst grosse stabile Menge

1VveV: Werfe Muenze mit Wahrscheinlichkeit p fuer Kopf, falls Zahl loesche v.
2 Vee F: Falls beide Knoten noch da, loesche einen der beiden Knoten.

=E[S]>n-p-m-p* (14)

2.3 Alle n Bilder sammeln

Es gibt n verschiedene Bilder in jeder Runde erhalten wir gleichwahrscheinlich eines der Bilder
Gesucht ist die Anzahl der Runden bis wir alle n Bilder besitzen.
Losungsanzatz: Phase i: Runden wahrend wir i-1 verschieden Bilder besitzen.

X, ~ GeO(M) (15)

n

E[X]= Y E[X:] = n- (In(n) + O(1)) (16)
i=1
The following was presented in the lecture on 02. April 2019.

Theorem 2.13: Linearitit des Erwartungswertes

E[X]=aE[X ] +...+a,E[X,]+b (17)
Bestimmung einer staiblen Menge

E[S] 2 np - mp? (18)

2.4 Poisson Verteilung

Grenzwert von der Binominalverteilung und modelliert unwahrscheinliche Ereignisse.

X yé
(i) = S (19)
2.5 Varianz
Var(X) =E[(X - E[X])*] =E[X?] - (E[X])? (20)
o2 Iz

o=+/Var(z) (21)

10



The following was presented in the lecture on 04. April 2019.

E[X +Y]=E[X]+E[Y] gilt immer
E[X Y] =E[X] -E[Y] gilt nur fir unabhéngige X,Y
Var[ X +Y ] =Var[X] + Var[Y] gilt nur fir unabhéngige X,Y
Var[X-Y]# Var[X]-Var[Y] Ungleichheitszeichen gilt

Theorem 2.14

X, Y, Z V unabhangig

7€ty y

f2(2) = Z fm(x)fy(z_w)

xeWy,

The following was presented in the lecture on 09. April 2019.

Theorem 2.15: Waldsche Identitat

und X seien zwei unabhéngige Zufallsvariablen. mit

2.6 Abschatzen von Wahrscheinlichkeiten

2.6.1 Markov-Ungleichung

Falls gilt VX >0 Vt>0

Pr[X >t]<

2.6.2 Chebyshev-Ungleichung

VX Vt>t
Var[ X ]

Pr{|X ~ E[X]|> 1] < ——

11

[\
[\

~~ ~~ —~
[\]
w
— — — ~—

(28)



2.6.3 Chernoff-Ungleichung

n
Wichtig: Immer iiberpriifen, ob man sie anwenden darf. VX mit X = ZXZ' wobei X; un-

i=1
abhéngigen Bernoulli(p;). VO<d§ <1
Pr[X > (1-0) E[X]] < e 5 EY] (31)
Pr[X < (1-0) E[X]] < e 20 EX] (32)

The following was presented in the lecture on 11. April 2019.

2.7 Randomisierte Algorithmen

Algorithmus 2.2: Monte Carlo Algorithmen

Laufzeit immer beschrankt
Diirfen Fehler machen

Algorithmus 2.3: Las Vegas Algorithmus

Laufzeit immer beschrankt

Antwort ist entweder korrekt oder unbekannt

Zweite Definition:

Antwort immer korrekt, aber Laufzeit ist potentiell unbeschrankt.

2.8 Fehlerreduktion

Las Vegas Algorithmus mit beschrinkter Laufzeit aber mit Fehlerwahrscheinlcihkeit € > 0 be-
liebig klein.

Pr[A'[I] korrekt] >1-§ (33)

Das kann man erreichen indem man den Algorithmus n mal aufruft und falls es noch keine
Antwort hat gibt er unbekannt zurtick.

1
n=--In 5 (34)

Bei Monte Carlo Algorithmen gibt es zwei verschieden Typen, der erste Typ ist mit einseitigem
Fehler.

n= % Inét (35)

und mit zweiseitigen Fehler:
Es muss gelten:

Pr[A(7) korrekt] > = +¢€ (36)

N | =

12



Und man mochte folgendes damit erreichen:
Pr[A'(i) korrekt] >1 -8 (37)

Man ruft den Algorithmus N mal auf und gibt die Mehrheit der Antworten aus.

The following was presented in the lecture on 16. April 2019.

Algorithmus 2.4: QuickSelect

1p<Uniform({l,l+1,...,r})

2 t « Partition(A,l,r,p)

3if k=t then

4 return A[t]

5 else if k<t then

6 return QuickSelect(A,1l,t-1,k)

7 else

8 return QuickSelect(A,t+1,r,k—-t)

Laufzeit: O(n)

Note 8. Um ein Las Vegas Algorithmus daraus zu machen lasst man die Ausfiilhrung nach
Doppelter Erwarteter Laufzeit ab und gibt unbekannt zuriick.

2.9 Target-Shooting

Theorem 2.16

Falls N gross ist so ist die Ausgabe des Target-Shooting mit Wahrscheinlichkeit mindestens
1-¢ im Intervall

|5 Bl
((HW’((“G)W (38)

2.10 Hashing und Zuordnungsverfahren

eine Hashfunktion bildet ein grosse Datenmenge auf eine kleine Zahl ab.
Die Wahrscheinlichkeit das irgendein Bin mehr als t Balle enthahlt ist hochstens:

Pr[i Yiy>1]<m-27" (39)
i=1
=t >log(m) + log(%) (40)

The following was presented in the lecture on 18. April 2019.

13



2.11 Minimum Cut

Definition 10. Kantenkontraktion: Ersetze 2 Knoten durch einen und der neue Knoten bekommt
alle Kanten der alten Knoten.

Algorithmus 2.5: Kargers Algorithmus

1 CUT(G)

2 while|V(G)|>2 do

3 e < gleichverteilt zufaellige Kante in G
4 G« %

5 return Groesse des eindeutigen Schnitts in G

Findet Min-Cut mit Wahrscheinlichkeit mindestens n—12
Wenn man C -n? widerholt findet es die Kanten mit Wahrscheinichkeit 1 — e~
Laufzeit: O(C-n*) Laufzeit mit Bootstrapping: O(n?-log(n)?)

Lemma 2.2

Algorithmus findet Min-Cut, wenn er nur Kanten ausserhalb des Cuts kontrahiert.

2.12 Bootstrapping

Definition 11. Man bricht den ersten Algorithmus ab nachdem die Fehlerwahrscheinlichkeit
gross wird. Nachdem wir diesem Algorithmus abgespeichert haben, lassen wir diesen kleineren
Graphen mit einem anderen Algorithmus viele Male laufen, welcher weniger Fehler macht.

2.13 Primzahltest

Theorem 2.17: Kleiner Fermatischer Satz

n ist eine Primzahl und a < n dann gilt a™! = 1(modn)

Carmicheal-Zahlen sind Zahlen bei welcher ein einfacher Primzahltest fehlschlagt.

Algorithmus 2.6: Miller-Rabin-Primzahltest

1if n=2:

2 return Primzahl

3else if n gerade oder n=1:

4 return keine Primzahl

5 Bestimme a €{2,3,...,n—1} random,

¢ Berechne k,d€Z mit n—-1=d-2* und d ungerade.
72 < a® modn

sif x=1or z=n-1:

9 return Primzahl
10 for i in range(k-1):
11 z < 22 modn

14



12 if x=1:

13 return keine Primzahl
14 if z=n-1:
15 return Primzahl

16 return keine Primzahl

The following was presented in the lecture on 30. April 2019.

2.14 Color-Coding

Definition 12. Bunter Pfad ist ein Pfad mit allen Kanten unterschiedlich geférbt.

Example 1. Gegeben einen mit k + 1 Farben gefarbten Graphen, gibt es einen bunten Pfad
der Lange k7

Algorithmus 2.7

1 Bunte Pfade(G, k)
21. Initialisierung: Vv eV berechne P;(v)
32. for i=2 to k

4 VoeV: P(w)=0

5 Yw e N(v)

6 VS e Pi,l('lU)

7 if c¢(v) ¢S:

8 Pi(v) = Pi(v) u{Su{c(v)}}
93. if weV mit Py(v)+2

10 return Ja

11 else

12 return Nein

k
Laufzeit: O (Z > deg(v)-i- (Z _If 1)) =0O(m-n°-log(n))

i=1veV

The following was presented in the lecture on 02. May 2019.

2.15 Lange Pfade

Um nun ein Langer Pfad zu finden setzt man k£ = B + 1, und verwendet den bunte Pfade
Algorithmus. Farbe G zufillig mit k Farben, wende Bunte-Pfade-Algorithmus an. Falls die
Antwort ja ist, dann gib Ja zuriick, sonst Nein.

!
Pr[Algorithmus farbt Py nicht bunt] =1 - % <l-e* (41)

1 korrekte Antwort Nein

Pr[Algorithmus gibt richtige Antwort] > { e % Lorrekte Antwort Ja

15



2.16 Flusse in Netzwerken

Definition 13. Netwerk N = (V| A, s,t,¢)
V = Vertex, A = Arch (gerichtet), s=source, t=target, c=capacity
Flusserhaltung: f: A - R{

VeeV\(st): ¥ - X foe) (43)
(z,w)eA (v,z)eA)
val(f) = netoutflow(s) = > f(s,x)— >, f(a,s) (44)
(s,x)eA (x,5)eA
Lemma 2.3
Es gilt:
val(f) = netinflow(t) = Z flx,t) - Z f(t,z) =val(f) (45)
(z,t)eA (t,z)eA

The following was presented in the lecture on 07. Mai 2017. Ziel: Gegeben ein gerichter

Graph finde maximalen Fluss:

val(f) = fr}llax val(f) (46)

Definition 14. Ein s-t-Schnitt in einem Netzwerk N ist eine Partition V = SuUT mit s € S und
teT

cap(S,T) def > c(u,v) (47)
(u,v)eSxTNA

Lemma 2.4

V s-t-Schnitte(S, T):
val(t) < cap(S,T) (48)

Corollary 2.1

maxval(t) < mincap(S,T) (49)

Algorithmus 2.8: Ford-Fulkerson

1 f<0

2 while 3 s-t-Pfad P in (V,A) do
3 Erhoehe den Fluss entlang P
4return £

16



f(e)+e eauf P

f,(e) dsf f(e) — € CEntgegengesetzt auf P (50)
f(e) sonst
e =minry¢(e) (51)

The following was presented in the lecture on 09. May 2019.

Theorem 2.18: Maxflow-Mincut Theorem

maxval(t) = mincap(S,T) (52)

Definition 15. Restnetwerk: Kanten die im Netwerk noch nicht benutzt sind und ausgeschopfte
Kanten umgedreht.

Theorem 2.19

Ein Fluss ist genau dann maximal, wenn es im Restnetwerk keinen gerichten s-t-Pfad gibt.

Algorithmus 2.9: Edmonds-Karp

f<0

while 3 s-t-Pfad P in (V,A) do
Waehle einen kuerzesten solchen Pfad P
Erhoehe den Fluss entlang P

return f

ot W N =

Laufzeit: O(n-m?)

Note 9. Eine mogliche Anwendung von Flussdiagrammen ist maximaler Fluss = maximales
Matching

Alle Kanten werden beim Matching von A nach B gerichtet und eine Source und Target angefiigt
mit Kantengewichten 1.

The following was presented in the lecture on 14. May 2019.

2.17 Flussproblem

Gibt es einen Subgraphen G’ = (Au B, E') mit degar(a) = ko und deger(b) = ky?
G'exisitert <> IFluss t in N mitval(t) = Y ko= Y kp (53)

acA beB

2.18 Intern Kanten-disjunkte Pfade in gerichteten Graphen

17



Theorem 2.20

Maximaler Fluss = maximale Anzahl kantendisjunkte Pfade

Bei ungerichteten Pfaden:

7<~—~>/N X Y

2.19 Bildsegmentierung

Gesucht Patitionierung von Vordergrund und Hintergrund. Jeder Pixel ist entweder 1 oder 0,

ob er im Vordergrund ist oder nicht.

max—Q+Zap+Zﬁp—z%: min Zap+25p+ nye

(A,B) peA peB ecE (A’B)peB peA ecE

el

op 6/’

min cap(fl,l%) s —t — Schnitt = min Z ap + Z Bp + Z Ye
(A,B) (AB) peB peA ecE

The following was presented in the lecture on 16. May 2019.

3 Geometrische Algorithmen

3.1 Kleinster umschiessender Kreis

Lemma 3.1

Fiir jede Punktemenge P gibt es genau einen kleinsten umschliessenden Kreis.
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Algorithmus 3.1

1 do forever:

2 choose |@Q ¢ P| with |Q|=12 randomly.

3 calculate C(Q)

4 if PcC(Q):

5 return C(Q)

6 verdopple alle Punkte ausserhalb von C(Q)

Erwartete Laufzeit: O(nlog(n))

Lemma 3.2

Gegeben: ny,...,n; € N

1« Uniform({1,..,N})
2 T+« 1
T
s while k< ). nj
j=1
4 x += 1
5 return x

Dann gilt Pr[z =] = &

Lemma 3.3

3

E[Anzahl Punkte ausserhalb vonC(R)] < 1" (57)
r
k 3\
23sE[Xk]s(1+ ) n (58)
r+1

3.2 Konvexe Hiille

Wenn man eine Schnur um alle Punkte legt und sie anzieht, erhahlt man eine konvexe Hiille.

3.3 Voronoi Diagram

Teile Graph in Flachen auf, sodass wenn man einen neuen Punkt hinzufiigt sofort weiss, welcher
Punkt der nchste ist.
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3.4 Schoner Graph Zeichnen

Planarer Graph <> Es gibt eine kreuzungsfreie Darstellung (59)

The following was presented in the lecture on 21. May 2019.
E[T] <ko+O(1) <50 -In(n) + O(1) (60)

Dies zeigt man, da falls der Algorithmus lange braucht, die Anzahl der Punkte sehr schnell
wachst.

3.5 Manhatten Norm

1Pl = [P + [Py (61)

Definition 16. Eine Menge in R? ist konvex wenn fiir beliebige zwei Punkte der Menge auch
die Linie dazwischen vollstandig enthalten ist.

Definition 17. Sei S eine Menge Punkte in R?. Dann ist die konvexe Hiille, conv(S), von S
der Durchschnitt aller konvexen Mengen die S enthalten sind.

Definition 18. Eine Randkante ist eine Verbindung zwischen zwei Punkten die ganz aussen
sind.

Note 10. Der grosste Abstand zweier Punkte kann man finden indem man alle Eckkanten der
konvexen Hiille iiberpriift.

Note 11. Fiir die kleinste Distanz zwischen einem Punkt ausserhalb der konvexen Menge mit
der konvexen Menge ist entweder ein Eckpunkt der konvexen Hiille oder ein Punkt auf einer
Randkante

The following was presented in the lecture on 23. May 2019.

3.6 Finden einer konvexen Hiille

Ein ineffizienter Algorithmus ist es in @(n?) kann man alle Kanten finden. In O(n) kann man
priifen, ob es eine Randkante ist. Das gibt eine Laufzeit von O(n?)
Bestimme mit Hilfe der Randkanten die Eckenfolge der konvexen Hiille in O(n)

Algorithmus 3.2: JarvisWrap Finde konvexe Hiille

1 JarvisWrap (P)

2 h<0

3 Pnow < Find most left Point
4 do {

5 Ph < Pnow

6 Prow + FindNext (Ppow)

7 h+=1

8 } while (Prow! = po)

9 return (po,P1, .- Pho1)
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10
11 FindNext (p)
12 choose ¢ € P\{p} randomly

13 cand < q

14 for all re P\{p,q}

15 if r is right von p.cand:
16 cand < r

17 return cand

Laufzeit O(n - h)
Definition 19. Sei P eine Punktemenge in R€.

1. Eine Graph G ¢ (P, E) heisst eben, genau dann wenn sich fiir alle Kanten {p,q} € E die
Segmente pq hochstens in Endpunkten schneiden.

2. Entfernen wir alle Segmente / Kanten = Gebiete
3. Ein Graph T = (P, E) heisst Triangulierung genau dann wenn alle inneren Gebiete Dreiecke

sind.

Algorithmus 3.3

1 Bestimme einen Graph der alle Knoten enth&hlt von Links nach Rechts.

2 Solange es Abkiirzungen gibt:

3 Falls es eine Abkiirzung gibt die unten durch geht, nimm die Abkiirzung.
4

5 Mache das Gleiche noch von Rechts nach Links.

Lemma 3.4

P ist eine Punktemenge in R?, und h def # Punkte auf conv(P). Dann gilt der Algorithmus
macht genau 2n — 2 — h viele Verbesserungsschritte. Der Algorithmus erzeugt immer eine
Triangulierung.
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