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Kapitel 2.3

Unabhängigkeit



Unabhängigkeit

Intuitiv: 
     Ereignisse A und B sind unabhängig      gdw              
                  Eintritt von B beeinflusst nicht, ob A eintritt

 Pr[A|B]       =        Pr[A]       
Pr[A∩B]

Pr[B]

!
=Def.



Visuelle Kryptographie

abhängig
unabhängig



Unabhängigkeit - Beispiele

A := „            ist gerade“ B := „            +              ist 7“

Wichtig:  Ereignisse können (stochastisch) unabhängig sein,   
                ohne dass sie ‚physikalisch’ unabhängig sind

Pr[A] =  1/2 
 Pr[B] = 6/36

Pr[A∩B] = 3/36 



Unabhängigkeit - Beispiele

Wichtig:  Ereignisse können (stochastisch) unabhängig sein,   
                ohne dass sie ‚physikalisch’ unabhängig sind

Zufallszahlengenerator (Programmiersprachen) 

si:  interne Zustände 
ai:  Zufallszahlen    —     wir „nehmen an“, dass die ai unabhängig sind 

f :  {0,1}m      →    {0,1}m x  {0,1}n 

         si-1             →    (si, ai)



Unabhängigkeit - viele Ereignisse

Offensichtlich erfüllt, wenn die Ereignisse ‚physikalisch‘ unabhängig 
sind  (zB wenn jedes Ai einem unabhängigem Münzwurf entspricht) 

Dies ist aber nicht unbedingt erforderlich (zB Zufallszahlengenerator).



Unabhängigkeit - viele Ereignisse

Beweis:

Pr[ (A∩B) ∩ C]  =  Pr[ A ∩ B ∩ C]                           

Beweis für Vereinigung ähnlich, verwende die Siebformel, siehe Skript.

 =  Pr[ A ] Pr[B] Pr[C] =  Pr[ A ] Pr[B] Pr[C]

=   Pr[ A ∩ B] Pr[C]



Zwei Folgen von K und Z der Länge 200,

     - eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Münzwürfen

     - eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufällige?

Zufällige Folgen
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Verhältnis  Kopf : Zahl   =  0.459854 

Verhältnis  Kopf : Zahl   =  1.06186 



Zwei Folgen von K und Z der Länge 200,

     - eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Münzwürfen

     - eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufällige?

Zufällige Folgen
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Verhältnis  Kopf : Zahl   =  0. 980198

Verhältnis  Kopf : Zahl   =  1.00000 

# Änderungen =  112 

# Änderungen   =  133
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Zwei Folgen von K und Z der Länge 200,

     - eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Münzwürfen

     - eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufällige?

Zufällige Folgen
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 Wir erwarten 

-- Kopf und Zahl treten ungefähr gleich häufig auf, also
       Anzahl Kopf  dividiert durch Anzahl Zahl   ≈  1

-- W‘keit das zwei aufeinanderfolgende Buchstaben gleich sind ist 50%, also
       Anzahl Änderungen  ≈   Länge der Folge / 2 

-- längste identische Teilfolge  ≈   1 + log2(Länge der Folge) 

Wie „erkennt“ man Zufall?

Eigenschaften einer zufällige Folge:
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Zwei Folgen von K und Z der Länge 200,

     - eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Münzwürfen

     - eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufällige?

Zufällige Folgen
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 Wir erwarten 

-- Kopf und Zahl treten ungefähr gleich häufig auf, also
       Anzahl Kopf  dividiert durch Anzahl Zahl   ≈  1

-- W‘keit das zwei aufeinanderfolgende Buchstaben gleich sind ist 50%, also
       Anzahl Änderungen  ≈   Länge der Folge / 2 

-- längste identische Teilfolge  ≈   1 + log2(Länge der Folge) 

Wie „erkennt“ man Zufall?

Eigenschaften einer zufällige Folge:



Kapitel 2.4

Zufallsvariablen



Zufallsvariable

f : ⌦ ! RX : ⌦ ! R



Zufallsvariable - Beispiel

X : ⌦ ! R

X(!) =

(
1, ! Primzahl

0, sonst

⌦ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}



Zufallsvariable - Beispiel

X : ⌦ ! R
⌦ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

X(!) = !2 � 5!



Zufallsvariable - Notation

„X ≤ 5“     steht für das Ereignis, dass die Zufallsvariable  
                einen Wert kleiner gleich 5 annimmt, also  

X ≤ 5      ≙     {  𝜔 ∈ 𝛺  :   X(𝜔)  ≤  5} 

 Umgekehrt: 

Indikatorvariable X für ein Ereignis E:
<latexit sha1_base64="EGZMeEF5FNfyCQbMvq7uNmnc064="></latexit>

X(!) =

(
1, ! 2 E, d.h. Ereignis E gilt

0, ! 62 E, d.h. Ereignis E gilt nicht



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion 

Verteilungsfunktion 

 

<latexit sha1_base64="qwT5QdL1K9XhK/BkEW0sP6LBHKo="></latexit>

FX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X  x]

<latexit sha1_base64="b8XRi2+4vrZOHijoh5/P/hXygoo="></latexit>

fX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X = x] (= Pr[X(!) = x])



Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen eine Münze drei Mal:           X  :=   Anzahl „Kopf“

             
Wahrscheinlichkeitsraum: 𝜴 = {KKK, KKZ, ….,  ZZZ}

Pr[X=0]  =  Pr[{ZZZ}] =  1/8
Pr[X=1]  =  Pr[{ZZK,ZKZ, KZZ}] =  3/8
Pr[X=2]  =  Pr[{ZKK,KKZ, KZK}] =  3/8
Pr[X=3]  =  Pr[{KKK}] =  1/8

XX

Dichtefunktion Verteilungsfunktion



Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen einen Würfel drei Mal:     
                              Y  :=   Anzahl ungerader Augenzahlen

             
Wahrscheinlichkeitsraum: 𝜴 = {1,2,3,4,5,6}3

Pr[Y=0]  =  Pr[erster Wurf gerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf gerade] ∙  Pr[dritter Wurf gerade]   =  1/8

Pr[Y=2]  =  3/8,     Pr[Y=3]  =  1/8

Dichtefunktion Verteilungsfunktion

Pr[Y=1]  =  Pr[erster Wurf gerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf gerade] ∙  Pr[dritter Wurf ungerade]   +
 Pr[erster Wurf gerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf ungerade] ∙  Pr[dritter Wurf gerade]   +
 Pr[erster Wurf ungerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf gerade] ∙  Pr[dritter Wurf gerade]   =  3/8



Zufallsvariable

Ergebnismenge:

Ω

Wahrscheinlichkeitsfkt:

Pr : Ω → [0,1] mit ∑
ω∈Ω

Pr[ω] = 1

Zufallsvariable:

X : Ω → ℝ

Beispiel: 
Wir werfen eine Münze 100 mal

Ω = {K, Z}100

Pr[ω] = 2−100 ∀ω ∈ Ω
(Laplaceraum)

Beispiele für Zufallsvariablen:

X :=  #Kopf

Y := {
Wertebereich: {0,…,100}

Wertebereich: {0,1}

1     falls #Kopf gerade
0     sonst



Zufallsvariable - Erwartungswert

.... ?



Zufallsvariable - Erwartungswert

Vorlesung: wir betrachten nur Zufallsvariablen für die der Erwartungswert existiert.



Erwartungswert  - Spezialfall

Beweis: 
<latexit sha1_base64="1dT3OoBrW/yDEk4D8q8YR5kZ0T8="></latexit>

1X

i=1

Pr[X � i] =
1X

i=1

1X

j=i

Pr[X = j] =
1X

j=1

jX

i=1

Pr[X = j]

=
1X

j=1

j · Pr[X = j] =
1X

j=0

j · Pr[X = j]

= E[X].

Definition Vertauschen Summationsreihenfolge

Pr[] hängt nicht von i ab

Definition



Linearität des Erwartungswertes  

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen:

X : ⌦ ! R, Y : ⌦ ! R
<latexit sha1_base64="MCAGCUl6A7S6unHyg9ylP81j3Es="></latexit><latexit sha1_base64="qT2XIICipRcB+uKjvwfZG2UNUho="></latexit><latexit sha1_base64="qT2XIICipRcB+uKjvwfZG2UNUho="></latexit><latexit sha1_base64="8Hiq/hmW+uFQz+Ikwvx6kJBw5jk="></latexit>

Summe:

=
X

!2⌦

( X(!) + Y(!) ) · Pr[!]
<latexit sha1_base64="GgBSNKwGIWSfdzzGxvwW1wQtEMQ="></latexit><latexit sha1_base64="JCNgjzyRk3VUizU52KL7DMV01f8="></latexit><latexit sha1_base64="JCNgjzyRk3VUizU52KL7DMV01f8="></latexit><latexit sha1_base64="lX4wajhqFEVUcrulxTC5gR1STCY="></latexit>

=
X

!2⌦

X(!) · Pr[!] +
X

!2⌦

Y(!) · Pr[!]
<latexit sha1_base64="LyTldis/dMASGQXW88oY8tjQgGs="></latexit><latexit sha1_base64="gcfTHDwc9N13RU11yXgbZpTEgRM="></latexit><latexit sha1_base64="gcfTHDwc9N13RU11yXgbZpTEgRM="></latexit><latexit sha1_base64="6QPNzI265iqfMh82T40vUEJ48dg="></latexit>

E[X + Y] Def.=
X

!2⌦

(X + Y)(!) · Pr[!]
<latexit sha1_base64="Zmd+fiEdfK1jdZQQ58fq1KocDv8="></latexit><latexit sha1_base64="ZmPtqJSic76SJ1nDXZYpbryAaVo="></latexit><latexit sha1_base64="ZmPtqJSic76SJ1nDXZYpbryAaVo="></latexit><latexit sha1_base64="vDijoFSOAqqp17py54QUm8s+8xE="></latexit>

X + Y : ⌦ ! R
! 7! X(!) + Y(!)

<latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit><latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit><latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit><latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit>

= E[X] + E[Y]
<latexit sha1_base64="g9R/6KqcEmbILP0qN7JWy4vg818="></latexit><latexit sha1_base64="c6CywkYNsnOHtXcaeOCIj9EEa+c="></latexit><latexit sha1_base64="c6CywkYNsnOHtXcaeOCIj9EEa+c="></latexit><latexit sha1_base64="cQIalJaWTEywwJsIx6P3NNi6rcs="></latexit>



Linearität des Erwartungswertes  



Indikatorvariablen

Beispiel: Wir werfen eine Münze 100 Mal         
Setze für alle   i= 1,…,100:

X :=  Anzahl Kopf

Xi :=  Indikatorvariable für  „Kopf“  im i-ten Wurf

Dann

E[Xi] = 1/2,

daher E[X] = E[X1] +… +  E[X100] = 50

X = X1 + … + X100

und und wegen der Linearität des Erwartungswertes 



Ziel:  Knoten/Rechner sollen gemeinsam eine Aufgabe lösen

z.B:   Bestimme eine möglichst grosse stabile Menge

stabile Menge  ≙  Knoten, die nicht durch Kanten 
    verbunden sind

Verteiltes Rechnen — Stabile Menge



1. Runde: 
      alle Knoten:   „lösche“ Dich mit Wahrscheinlichkeit 1-p 
2. Runde: 
      alle noch vorhandenen Kanten:   „lösche“ einen der beiden Knoten

Stabile Menge



Analyse

Satz: 
   Für jeden Graphen G=(V,E)  mit  |V| = n und  |E| = m, 
   bestimmt der Algorithmus eine stabile Menge S  mit  
       E[S]  ≥  np  -  mp2  



X :=  Anzahl Knoten, die erste Runde „überleben“

Beweis

⇒  jeder einzelne Knoten überlebt mit Wahrscheinlichkeit p, 
     wir haben n Knoten
⇒  (Linearität des Erwartungswertes)     

Y :=  Anzahl Kanten, die erste Runde „überleben“
⇒  jede einzelne Kante überlebt mit Wahrscheinlichkeit p2, 
     wir haben m Kanten
⇒  (Linearität des Erwartungswertes)       

S  ≥  X - Y  da wir höchstens einen Knoten pro Kante löschen

⇒  

<latexit sha1_base64="DWtSikE9MEgP93C5aXt6P3kBBpo=">AAACDXicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWAVXZUZE3SgFEVxWsA9oh5JJb9tgJjMkd8QyzA+48VfcuFDErXt3/o3pY6GtBwKHc+5NTk4QS2HQdb+dufmFxaXl3Ep+dW19Y7OwtV0zUaI5VHkkI90ImAEpFFRRoIRGrIGFgYR6cHc59Ov3oI2I1C0OYvBD1lOiKzhDK7UL+y2EBxzdk2roZGkrZNgPgvQqazZ8ek5VnJXahaJbckegs8SbkCKZoNIufLU6EU9CUMglM6bpuTH6KdMouIQs30oMxIzfsR40LVUsBOOnoxQZPbBKh3YjbY9COlJ/b6QsNGYQBnZymNVMe0PxP6+ZYPfMT4WKEwTFxw91E0kxosNqaEdo4CgHljCuhc1KeZ9pxtEWmLcleNNfniW1o5J3UvJujovli0kdObJL9sgh8cgpKZNrUiFVwskjeSav5M15cl6cd+djPDrnTHZ2yB84nz8K3Zwg</latexit>

E[X] = np.

<latexit sha1_base64="6k0u0p+5F92xU6Zj67WfxKLICmk=">AAACD3icbVDLSgMxFM34rPVVdekmWBRXZaaIulEKIrisYB/SjiWT3rahmQfJHbEM8wdu/BU3LhRx69adf2P6WGjrgcDhnHuTk+NFUmi07W9rbn5hcWk5s5JdXVvf2MxtbVd1GCsOFR7KUNU9pkGKACooUEI9UsB8T0LN618M/do9KC3C4AYHEbg+6waiIzhDI7VyB02EBxzdkyhop0nTZ9jzvOQybdy69Iz60V0xLbRyebtgj0BniTMheTJBuZX7arZDHvsQIJdM64ZjR+gmTKHgEtJsM9YQMd5nXWgYGjAftJuMcqR03yht2gmVOQHSkfp7I2G+1gPfM5PDtHraG4r/eY0YO6duIoIoRgj4+KFOLCmGdFgObQsFHOXAEMaVMFkp7zHFOJoKs6YEZ/rLs6RaLDjHBef6KF86n9SRIbtkjxwSh5yQErkiZVIhnDySZ/JK3qwn68V6tz7Go3PWZGeH/IH1+QNMA5zE</latexit>

E[Y ] = mp2.

<latexit sha1_base64="BZSVJOhGkJc5FOWPkv6k1HDmXCk="></latexit>

E[S] � E[X � Y ]
Lin.
= E[X]� E[Y ] = np�mp2.



Analyse

Satz: 
   Für jeden Graphen G=(V,E)  mit  |V| = n und  |E| = m, 
   bestimmt der Algorithmus eine stabile Menge S  mit  
       E[S]  ≥  np  -  mp2  

Satz gilt für jedes p.  Wie sollen wir p wählen? Wähle p so, dass   np-mp2   maximal ist.

Korollar:    
   Für jeden Graphen G=(V,E)  mit  |V| = n und  |E| = m, 
   bestimmt der Algorithmus für  p = n/2m  eine stabile 
   Menge S  mit  
       E[S]  ≥  n2 / 4m 



Indikatorvariablen

Indikatorvariable: IA(!) =

(
1, ! 2 A,
0, ! 62 A

<latexit sha1_base64="UL5h6K+tx80oIv/eH5pTIzGwkHY="></latexit><latexit sha1_base64="OfAy/WwyzRAof5a2v5zr32hHDw4="></latexit><latexit sha1_base64="OfAy/WwyzRAof5a2v5zr32hHDw4="></latexit><latexit sha1_base64="KRQP3CkHMoZspGmQGCU63VfUDy8="></latexit>

- Komplement Ā := ⌦ \ A
<latexit sha1_base64="78hQfljLzmy6mWOLsxhvW9UXNro="></latexit><latexit sha1_base64="457xdbmr7sqRMSsIw0b20f5Q5rQ="></latexit><latexit sha1_base64="457xdbmr7sqRMSsIw0b20f5Q5rQ="></latexit><latexit sha1_base64="hb61a72QIK+LtIfmJwW7iN/sbv0="></latexit>

- Schnitt A \ B
<latexit sha1_base64="Fo+xabpzmCyvoulzxyMoyZiS+2s="></latexit><latexit sha1_base64="olwfZnreRetMWwNBtflXsXy9oKE="></latexit><latexit sha1_base64="olwfZnreRetMWwNBtflXsXy9oKE="></latexit><latexit sha1_base64="chExdXghNO9UAloUgwv3czqzox8="></latexit>

- Vereinigung A [ B
<latexit sha1_base64="AUx2FsMVuBnzdKsdDALm63+2Bus="></latexit><latexit sha1_base64="Vx2ghD8aBe4voZi49I03CAN4X3E="></latexit><latexit sha1_base64="Vx2ghD8aBe4voZi49I03CAN4X3E="></latexit><latexit sha1_base64="YGNYy6rgrDh8QbK+X6bnzT7IazM="></latexit>

IĀ = 1 � IA
<latexit sha1_base64="5NzKeWADFd8RBHE4V2cCcRQ8s70="></latexit><latexit sha1_base64="ynX9yJmnbMBXmX6s95a+zMHIqK8="></latexit><latexit sha1_base64="ynX9yJmnbMBXmX6s95a+zMHIqK8="></latexit><latexit sha1_base64="U3ZuSVq13v0RKAFCJqySyOTuong="></latexit>

IA\B = IA · IB
<latexit sha1_base64="mjGltCO/suBHVKfsIam4uJrHkG0="></latexit><latexit sha1_base64="IT5/VpoHhDT8F93ruzFE4Yhfzv8="></latexit><latexit sha1_base64="IT5/VpoHhDT8F93ruzFE4Yhfzv8="></latexit><latexit sha1_base64="zFcV0/+S2DCWy34FHB+vu+qDRC0="></latexit>

IA[B = ???
<latexit sha1_base64="gz4SDSP8zLcO/kPAsxRQNvOIRVo="></latexit><latexit sha1_base64="3RTuGHpM34M70vD7lzJpZDjH3Ig="></latexit><latexit sha1_base64="3RTuGHpM34M70vD7lzJpZDjH3Ig="></latexit><latexit sha1_base64="OqMnIh2PDsn/aAXZYgXIs5Akf3k="></latexit>

 Siebformel→



Verteilungen



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion 

Verteilungsfunktion 

 

<latexit sha1_base64="qwT5QdL1K9XhK/BkEW0sP6LBHKo="></latexit>

FX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X  x]

<latexit sha1_base64="b8XRi2+4vrZOHijoh5/P/hXygoo="></latexit>

fX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X = x] (= Pr[X(!) = x])



Indikatorvariable

Ereignis A ✓ ⌦
<latexit sha1_base64="FD3tLphZDsR+zTQssmWrvDwWQ6E="></latexit><latexit sha1_base64="67y7/KKzxSRhaL/mIGqf5iuRnJU="></latexit><latexit sha1_base64="67y7/KKzxSRhaL/mIGqf5iuRnJU="></latexit><latexit sha1_base64="K/F7ATohwJiZQ7bW8FqJmDVdUUk="></latexit>

Indikatorvariable:

IA(!) =

(
1, ! 2 A,
0, ! 62 A

<latexit sha1_base64="UL5h6K+tx80oIv/eH5pTIzGwkHY="></latexit><latexit sha1_base64="OfAy/WwyzRAof5a2v5zr32hHDw4="></latexit><latexit sha1_base64="OfAy/WwyzRAof5a2v5zr32hHDw4="></latexit><latexit sha1_base64="KRQP3CkHMoZspGmQGCU63VfUDy8="></latexit>

Dichtefunktion:

<latexit sha1_base64="x/39NA2hu017NrqHqIkrrAxtFh0=">AAACF3icbVDLSgMxFM34tr5GXQoSLIKrMuNCRVAqIuiugrXCdCiZ9LYNzTxI7ohlmL9wo5/ixoUibnXn35hpXfg6EDicc29ycoJECo2O82GNjU9MTk3PzJbm5hcWl+zllUsdp4pDnccyVlcB0yBFBHUUKOEqUcDCQEIj6B8XfuMalBZxdIGDBPyQdSPREZyhkVp2pYlwg8N7skCmkGfJ/gFt1pR35FNDQoa9IMhOcu+sdeTnLbvsVJwh6F/ifpFydf2uwH2tZb832zFPQ4iQS6a15zoJ+hlTKLiEvNRMNSSM91kXPEMjFoL2s2GenG4apU07sTInQjpUv29kLNR6EAZmssipf3uF+J/npdjZ8zMRJSlCxEcPdVJJMaZFSbQtFHCUA0MYV8JkpbzHFONoqiyZEtzfX/5LLrcr7k7FPTdtHJIRZsga2SBbxCW7pEpOSY3UCSe35IE8kWfrznq0XqzX0eiY9bWzSn7AevsE/jCjhQ==</latexit>

p := Pr[A] = E[IA]

<latexit sha1_base64="rhFohjgN83M5JKCvlH5p0GzdrzI="></latexit>

fIA(x) =

8
><

>:

p, x = 1,

1� p, x = 0,

0, sonst



Bernoulli-Verteilung

Dichtefunktion:
<latexit sha1_base64="9+kR33Dn3kxfH7cTyCquz/NXb6I="></latexit>

fX(x) =

8
><

>:

p, x = 1,

1� p, x = 0,

0, sonst

Beispiele:   Werfen einer Münze,   Indikator für Kopf
                   Werfen eines Würfels, Indikator für “Augenzahl gerade” 
                   Werfen eines Würfels, Indikator für “1”

<latexit sha1_base64="TTqot+s/uyYyg/ZWUR+ZXhvLsks=">AAACA3icbVDLSgNBEJyN7/iKetPLoAiKEHY9qMegF48RzAOyIcxOenXI7Owy0ysuS8CLf+A3ePGgiFd/wlv+xsnjoMaChqKqm+6uIJHCoOsOnMLM7Nz8wuJScXlldW29tLFZN3GqOdR4LGPdDJgBKRTUUKCEZqKBRYGERtC7GPqNO9BGxOoaswTaEbtRIhScoZU6pe0m9Y2IqI9wj/k5aBWnUor+QXLYKe25ZXcEOk28Cdmr7PpHT4NKVu2UvvxuzNMIFHLJjGl5boLtnGkUXEK/6KcGEsZ77AZalioWgWnnox/6dN8qXRrG2pZCOlJ/TuQsMiaLAtsZMbw1f72h+J/XSjE8a+dCJSmC4uNFYSopxnQYCO0KDRxlZgnjWthbKb9lmnG0sRVtCN7fl6dJ/bjsnZS9K5vGORljkeyQXXJAPHJKKuSSVEmNcPJAnskreXMenRfn3fkYtxacycwW+QXn8xunjpqD</latexit>

X ⇠ Bernoulli(p)

<latexit sha1_base64="2roLnz+I71g8wrMQt23L0U2fExE=">AAAB+XicbVDLSsNAFL2pr1pfUZduhhZBEEriQt0IRRFcVrAPSEKZTCft0MmDmUkhhP6FSzcuFHHrn7jr3zhpu9DWAwOHc+7lnjl+wplUljU1SmvrG5tb5e3Kzu7e/oF5eNSWcSoIbZGYx6LrY0k5i2hLMcVpNxEUhz6nHX90V/idMRWSxdGTyhLqhXgQsYARrLTUM003xGro+/n9xOl66CbpmTWrbs2AVom9ILVG1T1/njayZs/8dvsxSUMaKcKxlI5tJcrLsVCMcDqpuKmkCSYjPKCOphEOqfTyWfIJOtVKHwWx0C9SaKb+3shxKGUW+nqyyCmXvUL8z3NSFVx7OYuSVNGIzA8FKUcqRkUNqM8EJYpnmmAimM6KyBALTJQuq6JLsJe/vEraF3X7sm4/6jZuYY4ynEAVzsCGK2jAAzShBQTG8AJv8G7kxqvxYXzOR0vGYucY/sD4+gEMGZZA</latexit>

E[X] = p



Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen eine Münze drei Mal:           X  :=   Anzahl „Kopf“

             
Wahrscheinlichkeitsraum: 𝜴 = {KKK, KKZ, ….,  ZZZ}

Pr[X=0]  =  Pr[{ZZZ}] =  1/8
Pr[X=1]  =  Pr[{ZZK,ZKZ, KZZ}] =  3/8
Pr[X=2]  =  Pr[{ZKK,KKZ, KZK}] =  3/8
Pr[X=3]  =  Pr[{KKK}] =  1/8

XX

Dichtefunktion Verteilungsfunktion



Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen einen Würfel drei Mal:     
                              Y  :=   Anzahl ungerader Augenzahlen

             
Wahrscheinlichkeitsraum: 𝜴 = {1,2,3,4,5,6}3

Pr[Y=0]  =  Pr[erster Wurf gerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf gerade] ∙  Pr[dritter Wurf gerade]   =  1/8

Pr[Y=2]  =  3/8,     Pr[Y=3]  =  1/8

Dichtefunktion Verteilungsfunktion

Pr[Y=1]  =  Pr[erster Wurf gerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf gerade] ∙  Pr[dritter Wurf ungerade]   +
 Pr[erster Wurf gerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf ungerade] ∙  Pr[dritter Wurf gerade]   +
 Pr[erster Wurf ungerade]  ∙ Pr[zweiter Wurf gerade] ∙  Pr[dritter Wurf gerade]   =  3/8



Binomialverteilung

Beispiel:   Wir werfen einer Münze n mal        X := Anzahl Kopf

Pr[ X = k ]  =   ??

…

n Positionen, entsprechend den Ergebnissen der n Münzwürfen

->   wähle k Positionen, die Kopf zeigen sollen
�!

✓
n
k

◆
Möglichkeiten

<latexit sha1_base64="AxZZnJXGs5LycyHfqJCWg3LHpwM="></latexit><latexit sha1_base64="K9zdLxirTTleynPYCskhDwzgIrI="></latexit><latexit sha1_base64="K9zdLxirTTleynPYCskhDwzgIrI="></latexit><latexit sha1_base64="ogqHvVrqtxHf6hE/lBW/12p1q3Y="></latexit>

  Z      K       K      Z       Z       K                    Z      Z       K      Z 

Wahrscheinlichkeit jeder KZ-Folge/jedes Elementarereignisse: 
<latexit sha1_base64="v1zzb4n1wQOYw/6m376LA+2lgWI="></latexit>

1
|⌦| =

1
2n

Pr[ X = k ]  =  
<latexit sha1_base64="K0I07DBXfcoimFzh84/4onb3OXE="></latexit>✓
n
k

◆
· 1

2n
=>



Binomialverteilung

Beispiel:   Wir werfen statt einer fairen Münze eine Münze mit
                           Pr[Kopf] = p    und   Pr[Zahl] = 1-p
                 n mal                                                      

 X := Anzahl Kopf                           

…

n Positionen, entsprechend den Ergebnissen der n Münzwürfen

->   wähle k Positionen, die Kopf zeigen sollen
�!

✓
n
k

◆
Möglichkeiten

<latexit sha1_base64="AxZZnJXGs5LycyHfqJCWg3LHpwM="></latexit><latexit sha1_base64="K9zdLxirTTleynPYCskhDwzgIrI="></latexit><latexit sha1_base64="K9zdLxirTTleynPYCskhDwzgIrI="></latexit><latexit sha1_base64="ogqHvVrqtxHf6hE/lBW/12p1q3Y="></latexit>

  Z      K       K      Z       Z       K                    Z      Z       K      Z 

 ->   W’keit, dass die n Würfe genau dieses Ergebnis haben

Pr[ X = k ]   

= pk · (1 � p)n�k
<latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit><latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit><latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit><latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit>

=
✓

n
k

◆
· pk(1 � p)n�k

<latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit><latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit><latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit><latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit>

 Pr[ X = k ]  =   ??



Binomialverteilung

Beispiel:   Werfen einer Münze n mal,   X = Anzahl Kopf

E[X] = np
<latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit>


