Algorithmen und
Wahrscheinlichkeit



Kapitel 2.3

Unabhangigkeit



Unabhangigkeit

Intuitiv

Ereignisse A und B sind unabhangig  gdw
Eintritt von B beeinflusst nicht, ob A eintritt

Pr{AnB] |
= Pr[AlIB] = Pr[A]
Pr|B]
Definition Die Ereignisse A und B heissen unabhangig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].



Visuelle Kryptographie

L unabhangig
abhangig §

N
s




Unabhangigkeit - Beispiele

Definition Die Ereignisse A und B heissen unabhangig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].




Unabhangigkeit - Beispiele

Zufallszahlengenerator (programmiersprachen)

f: {0,1}m = {0,1}m x {0,1}n
Si-1 - (Si, ai)

Si: Interne Zustande
ai. Zufallszahlen —  wir ,nehmen an”, dass die a; unabhangig sind




Unabhangigkeit - viele Ereignisse

Definition Die Ereignisse Aq,..., A, heissen unabhangig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit I ={i;,..., 1} gilt, dass

].:)I'[/Ai1 AREERR Aik] — PI'[Ah] shes PI'[Aik]. (22)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit 1 € N heisst unab-
hangig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.

Offensichtlich erfdllt, wenn die Ereignisse ,physikalisch’ unabhangig
sind (zB wenn jedes Ai einem unabhangigem Munzwurf entspricht)

Dies ist aber nicht unbedingt ertorderlich (zB Zutallszahlengenerator).




Unabhangigkeit - viele Ereignisse

Lemma Seien A, B und C unabhangige Ereignisse. Dann sind

auch AN B und C bzw. A U B und C unabhangig.

Beweis:

Pr[ (AnB) n C]

Prf An B n C]
Pr[ A ] Pr[B] Pr[C]
Pr[ A n B] Pr[C]

Beweis fur Vereinigung &hnlich, verwende die Siebformel, siehe Skript.



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

N N N N M
N N N M N
&G MM NN
N M M NN
N X M M N
N NN NN
N N N MM
N N M NN
NN N N M
N M N M N
N N M NN
N M N NN
N N M NN
N N M NN
M N NN M
N M N NN
N NN NN
M NN NN
& N M NN
N N N M M
N N N M N
N N M N M
N M N NN
N NN NN
M N M N M
N N M NN
N M N XM M
N N X M N
N M N NN
N N M NN
N N N M M
2NN M
N M NN M
& NN MM N
M NN NN
N NN NN
M N M NN
N M N M N
N M M NN
N M M N XM

= 0.459854

Verhaltnis Kopf : Zahl

= 1.06186

Verhaltnis Kopf : Zahl



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

# Anderungen = 112

= 0. 980198

Verhaltnis Kopf : Zahl

NMNNDN
&M MMM
N M M N M
NNNNMN
MNNNDN
N M M NN
MM NN M
N M N MM
NMNNN
& N MMM
MM NMN
NN NNM
N MNN
N M M MM
M N M MN
MM NN M
N N M MDN
NN MNN
MM NN M
o N MMM
N M NN M
N X M MM
MM NNDN
N M N MM
MM NMN
N N M N M
MM N MDN
NN MNN
M NN MM
NN NMNDN
MNNMN
NN NN M
N M DN M
& MM MM
NNNNDN
N MMM
NNNNN
N M M N M
N N M MM
& MMM

# Anderungen

133

= 1.00000

Verhaltnis Kopf : Zahl



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

N M M MN
B NG XN NG
NN N N M
N X M M N
N N MMM
N N M MM
NG M N NN
N X M MM
N N M N M
NN N MM
N MNMN
B NG MM NG
NNNMN
N NN MN
M NN N M
M NNNMN
NNNNN
B NG MM NG
NN NN M
N N M N M
N NN M N
N M M MN
N N N M M
NN NN M
N N M NN
N XM M MM
2 NN NN
NNNMN
N N M MM
N XM MMM
NN N M
M N M NN
N N N N M
N N N M M
NNNNN
N XM MMM
N N N M M
BN NN
N N M MM
M N NDNN

# Anderungen = 117

Verhaltnis Kopf:Zahl = 1.0202

N MNMN
NN M NN
NN M N M
B MMM N
N M N MM
NN M N M
N N N N M
M NNNN
N NN MM
M N M MDN
N M M M N
N X M MM
NN MMM
NNNMN
M NNMN
N NN M N
N MM N
2 M N N M
M NNNMN
N M M N X
N M M MDN
N M N M M
NNNNN
2 N M NN
N NG M NN
2 N M NN
N MM N M
N XM M MM
M NNNDN
N M N NN
N X M N M
N N N M M
N M N NN
N N M MM
N MNNN
N MM N
N N M N M
B MMM
NN NN
N M N MN

105

# Anderungen

Verhaltnis Kopf: Zahl = 1.24719



Wie ,,erkennt* man Zufall?

Eigenschaften einer zufallige Folge:

Wir erwarten

-- Kopf und Zahl treten ungefahr gleich haufig auf, also
Anzahl Kopf dividiert durch Anzahl Zahl = 1

-- W'keit das zwei aufeinanderfolgende Buchstaben gleich sind ist 50%, also
Anzahl Anderungen = Lange der Folge / 2

-- langste identische Teilfolge = 1 + logz(Lange der Folge)



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

N M M MN
B NG XN NG
NN N N M
N X M M N
N N MMM
N N M MM
NG M N NN
N X M MM
N N M N M
NN N MM
N MNMN
B NG MM NG
NNNMN
N NN MN
M NN N M
M NNNMN
NNNNN
B NG MM NG
NN NN M
N N M N M
N NN M N
N M M MN
N N N M M
NN NN M
N N M NN
N XM M MM
2 NN NN
NNNMN
N N M MM
N XM MMM
NN N N M
M N M NN
N N N N M
N N N M M
NNNNN
N X M MM
N N N M M
BN NN
N N M MM
M N NDNN

# Anderungen = 117

Verhaltnis Kopf:Zahl = 1.0202

105

# Anderungen

Verhaltnis Kopf: Zahl = 1.24719

=8.6

1+log,(200)



Wie ,,erkennt* man Zufall?

Eigenschaften einer zufallige Folge:

-- Kopf und Zahl treten ungefahr gleich haufig auf, also
Anzahl Kopf dividiert durch Anzahl Zahl = 1

-- W'keit das zwei aufeinanderfolgende Buchstaben gleich sind ist 50%, also
Anzahl Anderungen = Lange der Folge / 2

-- langste identische Teilfolge = 1 + logz(Lange der Folge)



Kapitel 2.4

Zufallsvariablen



Zufallsvariable

X: Q=R



Zufallsvariable - Beispiel

X : Q=R

0 =1{1,2,3,4,5,6)

X (w) 1, w Primzahl
W) =
0, sonst




Zufallsvariable - Beispiel

X : Q=R

0 =1{1,2,3,4,5,6)

X (w) = w? — 5w




Zufallsvariable - Notation

X < 5" steht fur das Ereignis, dass die Zutallsvariable
einen Wert kleiner gleich 5 annimmt, also

X<5 2 {we : Xw) < 5}

Umgekehrt:

Indikatorvariable X tlr ein Ereignis E:

X (w) I, weFE, d.h. Ereignis E gilt
W) =
0, we&FE, d.h. Ereignis E gilt nicht



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion

fx :R—10,1], x+— Pr|X = x|

Vertellungsfunktion

Fx:R— 10,1, x+— Pr|lX <]



Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen eine Minze drei Mal: X := Anzahl ,,Kopf*

Wahrscheinlichkeitsraum: Q = (KKK, KKZ, ...., ZZZ}

o.

'{ZZZ)] = 1/8
[[(ZZK,ZKZ, KZZ}] = 3/8
[[(ZKK,KKZ, KZK)] = 3/8
[(KKK)] = 1/8

PriX=0] =
PriX=1] =
Pr[X=2] =
Pr(X=3] =

U U T

Dichtefunktion Verteilungsfunktion
0.4
1

0.3

=

0.2 0.5 |

L I

fx(
Fx(y)




Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen einen Wurfel drei Mal:

Y :

Wahrscheinlichkeitsraum:

(0,

Anzahl ungerader Augenzahlen

={1,2,3,4,5,6}3

Pr[Y=0] = Pr[erster Wurf gerade] - Pr[zweiter Wurf gerade] - Pr[dritter Wurf gerade] = 1/8

Pr[Y=1] = Pr[erster Wurf gerade] - Pr[zweiter Wurf gerade] - Pr[dritter Wurf ungerade] +

Pr[erster Wurf gerade] - Pr[zweiter Wurf ungerade] - Pr[dritter Wurf gerade] +
Prlerster Wurf ungerade] - Pr[zweiter Wurf gerade] - Pr[dritter Wurf gerade] = 3/8

Pr[Y=2] = 3/8, Pr[Y=3] = 1/8
Dichtefunktion
0.4 - ]
0.3
fﬁ 0.2 f_? 0.5
0.1 H H
0 0
0 ] 2 3

Verteilungsfunktion




Zufallsvariable

Beispiel:
Wir werfen eine Minze 100 mal

Ergebnismenge:

Q Q = {K,Z}!W

Wahrscheinlichkeitsfkt:

Pr:Q—[0,1] mt ) Prol=1 Priw] =271 Vo e Q
wEL (Laplaceraum)
Zufallsvariable: Beispiele fir Zufallsvariablen:
X = #Kopf

X:Q-R

Wertebereich: {0,...,100}

falls #Kopf gerade

1
Y':{ 0O sonst

Wertebereich: {0,1}



Zufallsvariable - Erwartungswert

Definition Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch




Zufallsvariable - Erwartungswert

Definition Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

LX) = Z x - Pr(X = x]

xEWx

Vorlesung: wir betrachten nur Zufallsvariablen fir die der Erwartungswert existiert.

Lemma Ist X eine Zufallsvariable, so gilt:

EX] = ) X(w)-Prlw].

weQ



Erwartungswert - Spezialfall

Satz Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E(X]=) PrlX>1l.
i=1

Bewels: Definition Vertauschen Summationsreihenfolge

D PrX > =) ) PrX =j]=3 > Pr[X =

Pr[] hangt nicht von i ab o0 o0

=D J-PrlX=jl=) j-Pr[X =]
Definition \ =1 i=%£0)



Linearitat des Erwartungswertes

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen:

X: 0 — R, Y:?—R

Summe: X+Y: 2—-R
w — X(w) + Y(w)

EX+Y] = 3 (X+Y)w)-Prlw]

we 2

= ) (X(@)+Y(w)) - Priw]

we 2

> X(w)-Priw] + Y Y(w)- Prw]

we 2 we (2

E[X] + E[Y]



Linearitat des Erwartungswertes

Satz (Linearitat des Erwartungswerts) Filir Zufallsvariablen
Xiyoo oy Xpund X =Xy +...+a. X, +bmit a;,...,a,,b € R gilt

EX] = iEXq] + ...+ a,E[X,] + b.



Indikatorvariablen

Beobachtung F'ur ein Ereignis A C Q) ist die zugehorige Indika-
torvariable X, definiert durch:

(

1, fallsweA

Xa(w) =«
0, sonst.

Fir den Erwartungswert von X, gilt: E[XA] = Pr[Al.

Beispiel:  Wir werfen eine Munze 100 Mal X := Anzahl Kopf
Setze fur alle i=1,...,100:

Xi := Indikatorvariable tar ,Kopf® im i-ten Wurf

Dann X=X1+ ... + X100

und E[X]| = 1/2, und wegen der Linearitat des Erwartungswertes

daher E[X] =E[X4] +... + E[X400] = 50



Verteiltes Rechnen — Stabile Menge

Ziel: Knoten/Rechner sollen gemeinsam eine Aufgabe losen

z.B: Bestimme eine moglichst grosse stabile Menge

stabile Menge 2 Knoten, die nicht durch Kanten
verbunden sind



Stabile Menge

2. Runde:
alle nochvormangenen Kanten: losche” einen der beiden Knoten
> —90 0 9o 0 o o o o o
> — 0 0 90 0o 0o o 0o o —°
> —0 0 9o 0 0o 0 0 o —°
® o o o o o o o o o
> — 0 0 9o 0 0o 0o 0o o —°
> —0 0 90 0 0o o 0o o —°
90 o o o o o o o o°
® o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o



Analyse

Satz:
Fur jeden Graphen G=(V,E) mit |V|=nund |E| =m,
bestimmt der Algorithmus eine stabile Menge S mit
E[S] 2 np - mp?



Beweis

X := Anzahl Knoten, die erste Runde ,uberleben”
= Jeder einzelne Knoten uberlebt mit Wahrscheinlichkeit p,

wir haben n Knoten
= (Linearitat des Erwartungswertes) E[X] = np.

Y := Anzahl Kanten, die erste Runde ,uberleben”
= Jede einzelne Kante uberlebt mit Wahrscheinlichkeit pZ,

wir haben m Kanten
= (Linearitdt des Erwartungswertes)  E[V] = mp®.

S = X-Y da wir hochstens einen Knoten pro Kante 16schen

= E[S] > E[X - Y] 2 E[X]-E[Y] =np — mp>.



Analyse

Satz:
Fur jeden Graphen G=(V,E) mit |V|=nund |E| =m,
bestimmt der Algorithmus eine stabile Menge S mit
E[S] 2 np - mp?

Satz gilt far jedes p. Wie sollen wir p wéhlen? Wéhle p so, dass np-mp2 maximal ist.

Korollar:
Fur jeden Graphen G=(V,E) mit |[V|=nund |E|=m,
bestimmt der Algorithmus fur p = n/2m eine stabile
Menge S mit
E[S] = n2/4m



Indikatorvariablen

: : 1, A,
Indikatorvariable: I5(w) = < Ve
\O, w & A
- Schnitt  ANB lare = Ia - 1B
- Komplement A := 2\ A i = 1— 1

- Vereinigung A UB lag = 77?7

— Siebformel



Vertellungen



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion

fx :R—10,1], x+— Pr|X = x|

Vertellungsfunktion

Fx:R— 10,1, x+— Pr|lX <]



Indikatorvariable

Indikatorvariable: Ereignis A C (?
f1 c A
W
| = ’ ’ -— Pr|A| = E|]
Alw) <\O, o d A p r|A] 4]
Dichtefunktion:
D, r =1,

fIA(x): 1_]7, CE:O,
0, sonst



Bernoulli-Verteilung

X ~ Bernoulli(p)

Dichtefunktion:
D, r =1,
fx(.fl?): 1_]9, ZE':O, “:[X]:p
0, sonst

Beispiele: Werfen einer Mlinze, Indikator fUr Kopf
Werfen eines Wurfels, Indikator fur “Augenzahl gerade”
Werfen eines Wurfels, Indikator fur “1”




Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen eine Minze drei Mal: X := Anzahl ,,Kopf*

Wahrscheinlichkeitsraum: Q = (KKK, KKZ, ...., ZZZ}

o.

'{ZZZ)] = 1/8
[[(ZZK,ZKZ, KZZ}] = 3/8
[[(ZKK,KKZ, KZK)] = 3/8
[(KKK)] = 1/8

PriX=0] =
PriX=1] =
Pr[X=2] =
Pr(X=3] =

U U T

Dichtefunktion Verteilungsfunktion
0.4
1

0.3

=

0.2 0.5 |

L I

fx(
Fx(y)




Dichte- und Verteilungsfunktion — Beispiele

Wir werfen einen Wurfel drei Mal:

Y :

Wahrscheinlichkeitsraum:

(0,

Anzahl ungerader Augenzahlen

={1,2,3,4,5,6}3

Pr[Y=0] = Pr[erster Wurf gerade] - Pr[zweiter Wurf gerade] - Pr[dritter Wurf gerade] = 1/8

Pr[Y=1] = Pr[erster Wurf gerade] - Pr[zweiter Wurf gerade] - Pr[dritter Wurf ungerade] +

Pr[erster Wurf gerade] - Pr[zweiter Wurf ungerade] - Pr[dritter Wurf gerade] +
Prlerster Wurf ungerade] - Pr[zweiter Wurf gerade] - Pr[dritter Wurf gerade] = 3/8

Pr[Y=2] = 3/8, Pr[Y=3] = 1/8
Dichtefunktion
0.4 - ]
0.3
fﬁ 0.2 f_? 0.5
0.1 H H
0 0
0 ] 2 3

Verteilungsfunktion




Binomialverteilung

Beispiel: Wir werfen einer Munze n mal X := Anzahl Kopf

PriX=k] = ??

n Positionen, entsprechend den Ergebnissen der n Munzwurfen

Z K K Z / K /[ K Z

T T T

-> wahle k Positionen, die Kopf zeigen sollen
n

— (k) Moglichkeiten
1 1
Wahrscheinlichkeit jeder KZ-Folge/jedes Elementarereignisse: @ = on

= PX=kK] = (E)ZL



Binomialverteilung

Beispiel: Wir werfen statt einer fairen Minze eine Munze mit
Pr[Kopf]=p und Pr[Zahl]=1-p
n ma

X := Anzahl Kopf PriX=k] = 77

n Positionen, entsprechend den Ergebnissen der n Munzwurfen

Z K K Z / K /[ K Z

T T T

-> wahle k Positionen, die Kopf zeigen sollen

— (E) Moglichkeiten

-> Wkeit, dass die n Wdrfe genau dieses Ergebnis haben = pk (1 — p)”—k

X =k = (§) PP



Binomialverteilung

Beispiel: Werfen einer Mlinze n mal, X = Anzahl Kopf



