Algorithmen und
Wahrscheinlichkeit



Kapitel 2.4

Zufallsvariablen



Zufallsvariable

X: Q=R



Zufallsvariable - Notation

X < 5" steht fur das Ereignis, dass die Zutallsvariable
einen Wert kleiner gleich 5 annimmt, also

X<5 2 {we : Xw) < 5}

Umgekehrt:

Indikatorvariable X tlr ein Ereignis E:

X (w) I, weFE, d.h. Ereignis E gilt
W) =
0, we&FE, d.h. Ereignis E gilt nicht



Zufallsvariable

Beispiel:
Wir werfen eine Minze 100 mal

Ergebnismenge:

Q Q = {K,Z}!W

Wahrscheinlichkeitsfkt:

Pr:Q—[0,1] mt ) Prol=1 Priw] =271 Vo e Q
wEL (Laplaceraum)
Zufallsvariable: Beispiele fir Zufallsvariablen:
X = #Kopf

X:Q-R

Wertebereich: {0,...,100}

falls #Kopf gerade

1
Y':{ 0O sonst

Wertebereich: {0,1}



Zufallsvariable - Erwartungswert

Definition Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

LX) = Z x - Pr(X = x]

xEWx

Vorlesung: wir betrachten nur Zufallsvariablen fir die der Erwartungswert existiert.

Lemma Ist X eine Zufallsvariable, so gilt:

EX] = ) X(w)-Prlw].

weQ



Erwartungswert - Spezialfall

Satz Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E(X]=) PrlX>1l.
i=1

Bewels: Definition Vertauschen Summationsreihenfolge

D PrX > =) ) PrX =j]=3 > Pr[X =

Pr[] hangt nicht von i ab o0 o0

=D J-PrlX=jl=) j-Pr[X =]
Definition \ =1 i=%£0)



Linearitat des Erwartungswertes

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen:

X: 0 — R, Y:?—R

Summe: X+Y: 2—-R
w — X(w) + Y(w)

EX+Y] = 3 (X+Y)w)-Prlw]

we 2

= ) (X(@)+Y(w)) - Priw]

we 2

> X(w)-Priw] + Y Y(w)- Prw]

we 2 we (2

E[X] + E[Y]



Linearitat des Erwartungswertes

Satz (Linearitat des Erwartungswerts) Filir Zufallsvariablen
Xiyoo oy Xpund X =Xy +...+a. X, +bmit a;,...,a,,b € R gilt

EX] = iEXq] + ...+ a,E[X,] + b.



Indikatorvariablen

Beobachtung F'ur ein Ereignis A C Q) ist die zugehorige Indika-
torvariable X, definiert durch:

(

1, fallsweA

Xa(w) =«
0, sonst.

Fir den Erwartungswert von X, gilt: E[XA] = Pr[Al.

Beispiel:  Wir werfen eine Munze 100 Mal X := Anzahl Kopf
Setze fur alle i=1,...,100:

Xi := Indikatorvariable tar ,Kopf® im i-ten Wurf

Dann X=X1+ ... + X100

und E[X]| = 1/2, und wegen der Linearitat des Erwartungswertes

daher E[X] =E[X4] +... + E[X400] = 50



Verteiltes Rechnen — Stabile Menge

Ziel: Knoten/Rechner sollen gemeinsam eine Aufgabe losen

z.B: Bestimme eine moglichst grosse stabile Menge

stabile Menge 2 Knoten, die nicht durch Kanten
verbunden sind



Analyse

Satz:
Fur jeden Graphen G=(V,E) mit |V|=nund |E| =m,
bestimmt der Algorithmus eine stabile Menge S mit
E[S] 2 np - mp?



Beweis

X := Anzahl Knoten, die erste Runde ,uberleben”
= Jeder einzelne Knoten uberlebt mit Wahrscheinlichkeit p,

wir haben n Knoten
= (Linearitat des Erwartungswertes) E[X] = np.

Y := Anzahl Kanten, die erste Runde ,uberleben”
= Jede einzelne Kante uberlebt mit Wahrscheinlichkeit pZ,

wir haben m Kanten
= (Linearitdt des Erwartungswertes)  E[V] = mp®.

S = X-Y da wir hochstens einen Knoten pro Kante 16schen

= E[S] > E[X - Y] 2 E[X]-E[Y] =np — mp>.



Vertellungen



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion

fx :R—10,1], x+— Pr|X = x|

Vertellungsfunktion

Fx:R— 10,1, x+— Pr|lX <]



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion

fx :R—10,1], x+— Pr|X = x|

Vertellungsfunktion

Fx:R— 10,1, x+— Pr|lX <]



Bernoulli-Verteilung

X ~ Bernoulli(p)

Dichtefunktion:
D, r =1,
fx(.fl?): 1_]9, ZE':O, “:[X]:p
0, sonst

Beispiele: Werfen einer Mlinze, Indikator fUr Kopf
Werfen eines Wurfels, Indikator fur “Augenzahl gerade”
Werfen eines Wurfels, Indikator fur “1”




Binomialverteilung

Beispiel: Wir werfen statt einer fairen Minze eine Munze mit
Pr[Kopf]=p und Pr[Zahl]=1-p
n ma

X := Anzahl Kopf PriX=k] = 77

n Positionen, entsprechend den Ergebnissen der n Munzwurfen

Z K K Z / K /[ K Z

T T T

-> wahle k Positionen, die Kopf zeigen sollen

— (E) Moglichkeiten

-> Wkeit, dass die n Wdrfe genau dieses Ergebnis haben = pk (1 — p)”—k

X =k = (§) PP



Binomialverteilung

Beispiel: Werfen einer Mlinze n mal, X = Anzahl Kopf



Binomialverteilung

Beispiel:

X := Anzahl Balle im ersten Korb

X~ Bin(n, 1/n)

1
E[X]=n-— =1

lim Prix=i] = lim (T) (




Binomialverteilung

Beispiel:

X := Anzahl Balle im ersten Korb

X ~ Bin(n, A/n)

A

E[X]=n-— =\
X]=n -
im PrX =i = lim (”) (é
n— oo n— oo I N
N——
_n:(n-1)-...-(n-i+1) | >.\'i N >.\'i




Poisson-Verteilung

Bin(n,A/n) konvergiert fr n =& « gegen Po(A)

Beispiel: Modellierung seltener Ereignisse, zum Beispiel
X:= Anzahl Herzinfarkte in der Schweiz in der nachsten Stunde



Geometrische Verteilung

Beispiel:  Wir werfen eine Minze mit
Pr[Kopfl]=p und Pr[Zahl]=1-p
so lange, bis Kopf kommt

X := Anzahl Wurfe
Prl X=k] = 77

)k—1

-> W'keit, dass die k Wurfe genau dieses Ergebnis haben = (1 —p o

PriX=K] = (1 —p)“'p



Geometrische Verteilung

X~ Geo(p)

. p(1—p)v ! fiirieN,
fx(1) =
0 sonst.

Fx(n) = 1 —(1 —p)" far alle n=1,2,. ..

I[X] = 1/p

Beispiel: Wiederholtes Werfen einer Munze,
X = Anzahl Wirfe bis zum ersten Mal Kopf




Geometrische Verteilung

Wichtige Eigenschaft: Gedachtnislosigkeit

Satz’ Ist X ~ Geo(p), so gilt fiir alle s,t € N:

t].

TN

Pr[X # s+1t| X > s] = Pr[X

Beweis: nachrechnen

Beispiel: Wahrscheinlichkeit im ersten Wurf Kopf zu bekommen ist
identisch zur Wahrscheinlichkeit nach 1000 Fehlversuchen
iIm 1001ten Wurf Kopf zu bekommen



Coupon Collector

Szenario: es gibt n verschiedene Bilder
In jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder

X = Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen

Frage: E[X] =77




Coupon Collector

Szenario: es gibt n verschiedene Bilder
In jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder

X := Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen

Frage: E[X] =77

Losungsansatz: betrachte n Phasen

Phase I: Runden wahrend wir I-1 verschiedene Bilder besitzen
Xi := Anzahl Runden in Phase i

Beispiel n=4:
2 y 2, ] y g, 2, 3, ] y 3, 2, 3, ] y 4 erhaltenes Bild
] 2 3 4 Phase

1 2 3 6 Xi ~ Geo("=U=1

)



Szenario:

X =

Frage:

E[X] = ??

Coupon Collector

es gibt n verschiedene Bilder
In jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder

Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen

X; := Anzahl Runden in Phasei, Xi ~ Geo("=U=1)

X = 2&1 X




Coupon Collector - Varianten

- Bekommen wir die ersten k Bilder geschenkt, so reduziert sich der Erwartungswert auf

n n n—k]

X =Y EX]=Y —F—=n-Y . =n-H.

i=k+1 L S + 1 = v

- Bekommen wir die letzten k Bilder geschenkt, so reduziert sich der Erwartungswert auf

n-k n-k n ]

7 — TIX.] — n — . o —n . -




Warten auf den n-ten Erfolg

Beispiel: Wir werfen eine Minze mit
Pr[Kopf]=p und Pr[Zahl]=1-p
so lange, bis wir n Mal Kopf gesehen haben

X := Anzahl Wurfe

P{X=k] = 77
Z K K Z Z K ... 7 K

b e ] ,

-> wahle n-1 weitere Positionen, die Kopf zeigen sollen
— (k_ 1) Mdglichkeiten

n—1

K—n,.n

-> Wkeit, dass die k Wurfe genau dieses Ergebnis haben =(1 —p)"'p

X =Kl = (1) P



Negative Binomialverteilung

X ~ NegativeBinomial(n,p)

fy (K) = (ﬁj)“ —p)"p", fark=1,2,...
0, sonst

3[X] = n/p

Beispiel: Warten auf den n-ten Erfolg



