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Kapitel 2.4

Zufallsvariablen



Zufallsvariable

f : ⌦ ! RX : ⌦ ! R



Zufallsvariable - Notation

„X ≤ 5“     steht für das Ereignis, dass die Zufallsvariable  
                einen Wert kleiner gleich 5 annimmt, also  

X ≤ 5      ≙     {  𝜔 ∈ 𝛺  :   X(𝜔)  ≤  5} 

 Umgekehrt: 

Indikatorvariable X für ein Ereignis E:
<latexit sha1_base64="EGZMeEF5FNfyCQbMvq7uNmnc064="></latexit>

X(!) =

(
1, ! 2 E, d.h. Ereignis E gilt

0, ! 62 E, d.h. Ereignis E gilt nicht



Zufallsvariable

Ergebnismenge:

Ω

Wahrscheinlichkeitsfkt:

Pr : Ω → [0,1] mit ∑
ω∈Ω

Pr[ω] = 1

Zufallsvariable:

X : Ω → ℝ

Beispiel: 
Wir werfen eine Münze 100 mal

Ω = {K, Z}100

Pr[ω] = 2−100 ∀ω ∈ Ω
(Laplaceraum)

Beispiele für Zufallsvariablen:

X :=  #Kopf

Y := {
Wertebereich: {0,…,100}

Wertebereich: {0,1}

1     falls #Kopf gerade
0     sonst



Zufallsvariable - Erwartungswert

Vorlesung: wir betrachten nur Zufallsvariablen für die der Erwartungswert existiert.



Erwartungswert  - Spezialfall

Beweis: 
<latexit sha1_base64="1dT3OoBrW/yDEk4D8q8YR5kZ0T8="></latexit>

1X

i=1

Pr[X � i] =
1X

i=1

1X

j=i

Pr[X = j] =
1X

j=1

jX

i=1

Pr[X = j]

=
1X

j=1

j · Pr[X = j] =
1X

j=0

j · Pr[X = j]

= E[X].

Definition Vertauschen Summationsreihenfolge

Pr[] hängt nicht von i ab

Definition



Linearität des Erwartungswertes  

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen:

X : ⌦ ! R, Y : ⌦ ! R
<latexit sha1_base64="MCAGCUl6A7S6unHyg9ylP81j3Es="></latexit><latexit sha1_base64="qT2XIICipRcB+uKjvwfZG2UNUho="></latexit><latexit sha1_base64="qT2XIICipRcB+uKjvwfZG2UNUho="></latexit><latexit sha1_base64="8Hiq/hmW+uFQz+Ikwvx6kJBw5jk="></latexit>

Summe:

=
X

!2⌦

( X(!) + Y(!) ) · Pr[!]
<latexit sha1_base64="GgBSNKwGIWSfdzzGxvwW1wQtEMQ="></latexit><latexit sha1_base64="JCNgjzyRk3VUizU52KL7DMV01f8="></latexit><latexit sha1_base64="JCNgjzyRk3VUizU52KL7DMV01f8="></latexit><latexit sha1_base64="lX4wajhqFEVUcrulxTC5gR1STCY="></latexit>

=
X

!2⌦

X(!) · Pr[!] +
X

!2⌦

Y(!) · Pr[!]
<latexit sha1_base64="LyTldis/dMASGQXW88oY8tjQgGs="></latexit><latexit sha1_base64="gcfTHDwc9N13RU11yXgbZpTEgRM="></latexit><latexit sha1_base64="gcfTHDwc9N13RU11yXgbZpTEgRM="></latexit><latexit sha1_base64="6QPNzI265iqfMh82T40vUEJ48dg="></latexit>

E[X + Y] Def.=
X

!2⌦

(X + Y)(!) · Pr[!]
<latexit sha1_base64="Zmd+fiEdfK1jdZQQ58fq1KocDv8="></latexit><latexit sha1_base64="ZmPtqJSic76SJ1nDXZYpbryAaVo="></latexit><latexit sha1_base64="ZmPtqJSic76SJ1nDXZYpbryAaVo="></latexit><latexit sha1_base64="vDijoFSOAqqp17py54QUm8s+8xE="></latexit>

X + Y : ⌦ ! R
! 7! X(!) + Y(!)

<latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit><latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit><latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit><latexit sha1_base64="K3uWLhYv/bhTS3WQgwlGcbvTjRE="></latexit>

= E[X] + E[Y]
<latexit sha1_base64="g9R/6KqcEmbILP0qN7JWy4vg818="></latexit><latexit sha1_base64="c6CywkYNsnOHtXcaeOCIj9EEa+c="></latexit><latexit sha1_base64="c6CywkYNsnOHtXcaeOCIj9EEa+c="></latexit><latexit sha1_base64="cQIalJaWTEywwJsIx6P3NNi6rcs="></latexit>



Linearität des Erwartungswertes  



Indikatorvariablen

Beispiel: Wir werfen eine Münze 100 Mal         
Setze für alle   i= 1,…,100:

X :=  Anzahl Kopf

Xi :=  Indikatorvariable für  „Kopf“  im i-ten Wurf

Dann

E[Xi] = 1/2,

daher E[X] = E[X1] +… +  E[X100] = 50

X = X1 + … + X100

und und wegen der Linearität des Erwartungswertes 



Ziel:  Knoten/Rechner sollen gemeinsam eine Aufgabe lösen

z.B:   Bestimme eine möglichst grosse stabile Menge

stabile Menge  ≙  Knoten, die nicht durch Kanten 
    verbunden sind

Verteiltes Rechnen — Stabile Menge



Analyse

Satz: 
   Für jeden Graphen G=(V,E)  mit  |V| = n und  |E| = m, 
   bestimmt der Algorithmus eine stabile Menge S  mit  
       E[S]  ≥  np  -  mp2  



X :=  Anzahl Knoten, die erste Runde „überleben“

Beweis

⇒  jeder einzelne Knoten überlebt mit Wahrscheinlichkeit p, 
     wir haben n Knoten
⇒  (Linearität des Erwartungswertes)     

Y :=  Anzahl Kanten, die erste Runde „überleben“
⇒  jede einzelne Kante überlebt mit Wahrscheinlichkeit p2, 
     wir haben m Kanten
⇒  (Linearität des Erwartungswertes)       

S  ≥  X - Y  da wir höchstens einen Knoten pro Kante löschen

⇒  

<latexit sha1_base64="DWtSikE9MEgP93C5aXt6P3kBBpo=">AAACDXicbVDLSgMxFM34rPVVdekmWAVXZUZE3SgFEVxWsA9oh5JJb9tgJjMkd8QyzA+48VfcuFDErXt3/o3pY6GtBwKHc+5NTk4QS2HQdb+dufmFxaXl3Ep+dW19Y7OwtV0zUaI5VHkkI90ImAEpFFRRoIRGrIGFgYR6cHc59Ov3oI2I1C0OYvBD1lOiKzhDK7UL+y2EBxzdk2roZGkrZNgPgvQqazZ8ek5VnJXahaJbckegs8SbkCKZoNIufLU6EU9CUMglM6bpuTH6KdMouIQs30oMxIzfsR40LVUsBOOnoxQZPbBKh3YjbY9COlJ/b6QsNGYQBnZymNVMe0PxP6+ZYPfMT4WKEwTFxw91E0kxosNqaEdo4CgHljCuhc1KeZ9pxtEWmLcleNNfniW1o5J3UvJujovli0kdObJL9sgh8cgpKZNrUiFVwskjeSav5M15cl6cd+djPDrnTHZ2yB84nz8K3Zwg</latexit>

E[X] = np.

<latexit sha1_base64="6k0u0p+5F92xU6Zj67WfxKLICmk=">AAACD3icbVDLSgMxFM34rPVVdekmWBRXZaaIulEKIrisYB/SjiWT3rahmQfJHbEM8wdu/BU3LhRx69adf2P6WGjrgcDhnHuTk+NFUmi07W9rbn5hcWk5s5JdXVvf2MxtbVd1GCsOFR7KUNU9pkGKACooUEI9UsB8T0LN618M/do9KC3C4AYHEbg+6waiIzhDI7VyB02EBxzdkyhop0nTZ9jzvOQybdy69Iz60V0xLbRyebtgj0BniTMheTJBuZX7arZDHvsQIJdM64ZjR+gmTKHgEtJsM9YQMd5nXWgYGjAftJuMcqR03yht2gmVOQHSkfp7I2G+1gPfM5PDtHraG4r/eY0YO6duIoIoRgj4+KFOLCmGdFgObQsFHOXAEMaVMFkp7zHFOJoKs6YEZ/rLs6RaLDjHBef6KF86n9SRIbtkjxwSh5yQErkiZVIhnDySZ/JK3qwn68V6tz7Go3PWZGeH/IH1+QNMA5zE</latexit>

E[Y ] = mp2.

<latexit sha1_base64="BZSVJOhGkJc5FOWPkv6k1HDmXCk="></latexit>

E[S] � E[X � Y ]
Lin.
= E[X]� E[Y ] = np�mp2.



Verteilungen



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion 

Verteilungsfunktion 

 

<latexit sha1_base64="qwT5QdL1K9XhK/BkEW0sP6LBHKo="></latexit>

FX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X  x]

<latexit sha1_base64="b8XRi2+4vrZOHijoh5/P/hXygoo="></latexit>

fX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X = x] (= Pr[X(!) = x])



Dichte- und Verteilungsfunktion

Dichtefunktion 

Verteilungsfunktion 

 

<latexit sha1_base64="qwT5QdL1K9XhK/BkEW0sP6LBHKo="></latexit>

FX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X  x]

<latexit sha1_base64="b8XRi2+4vrZOHijoh5/P/hXygoo="></latexit>

fX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X = x] (= Pr[X(!) = x])



Bernoulli-Verteilung

Dichtefunktion:
<latexit sha1_base64="9+kR33Dn3kxfH7cTyCquz/NXb6I="></latexit>

fX(x) =

8
><

>:

p, x = 1,

1� p, x = 0,

0, sonst

Beispiele:   Werfen einer Münze,   Indikator für Kopf
                   Werfen eines Würfels, Indikator für “Augenzahl gerade” 
                   Werfen eines Würfels, Indikator für “1”

<latexit sha1_base64="TTqot+s/uyYyg/ZWUR+ZXhvLsks=">AAACA3icbVDLSgNBEJyN7/iKetPLoAiKEHY9qMegF48RzAOyIcxOenXI7Owy0ysuS8CLf+A3ePGgiFd/wlv+xsnjoMaChqKqm+6uIJHCoOsOnMLM7Nz8wuJScXlldW29tLFZN3GqOdR4LGPdDJgBKRTUUKCEZqKBRYGERtC7GPqNO9BGxOoaswTaEbtRIhScoZU6pe0m9Y2IqI9wj/k5aBWnUor+QXLYKe25ZXcEOk28Cdmr7PpHT4NKVu2UvvxuzNMIFHLJjGl5boLtnGkUXEK/6KcGEsZ77AZalioWgWnnox/6dN8qXRrG2pZCOlJ/TuQsMiaLAtsZMbw1f72h+J/XSjE8a+dCJSmC4uNFYSopxnQYCO0KDRxlZgnjWthbKb9lmnG0sRVtCN7fl6dJ/bjsnZS9K5vGORljkeyQXXJAPHJKKuSSVEmNcPJAnskreXMenRfn3fkYtxacycwW+QXn8xunjpqD</latexit>

X ⇠ Bernoulli(p)

<latexit sha1_base64="2roLnz+I71g8wrMQt23L0U2fExE=">AAAB+XicbVDLSsNAFL2pr1pfUZduhhZBEEriQt0IRRFcVrAPSEKZTCft0MmDmUkhhP6FSzcuFHHrn7jr3zhpu9DWAwOHc+7lnjl+wplUljU1SmvrG5tb5e3Kzu7e/oF5eNSWcSoIbZGYx6LrY0k5i2hLMcVpNxEUhz6nHX90V/idMRWSxdGTyhLqhXgQsYARrLTUM003xGro+/n9xOl66CbpmTWrbs2AVom9ILVG1T1/njayZs/8dvsxSUMaKcKxlI5tJcrLsVCMcDqpuKmkCSYjPKCOphEOqfTyWfIJOtVKHwWx0C9SaKb+3shxKGUW+nqyyCmXvUL8z3NSFVx7OYuSVNGIzA8FKUcqRkUNqM8EJYpnmmAimM6KyBALTJQuq6JLsJe/vEraF3X7sm4/6jZuYY4ynEAVzsCGK2jAAzShBQTG8AJv8G7kxqvxYXzOR0vGYucY/sD4+gEMGZZA</latexit>

E[X] = p



Binomialverteilung

Beispiel:   Wir werfen statt einer fairen Münze eine Münze mit
                           Pr[Kopf] = p    und   Pr[Zahl] = 1-p
                 n mal                                                      

 X := Anzahl Kopf                           

…

n Positionen, entsprechend den Ergebnissen der n Münzwürfen

->   wähle k Positionen, die Kopf zeigen sollen
�!

✓
n
k

◆
Möglichkeiten

<latexit sha1_base64="AxZZnJXGs5LycyHfqJCWg3LHpwM="></latexit><latexit sha1_base64="K9zdLxirTTleynPYCskhDwzgIrI="></latexit><latexit sha1_base64="K9zdLxirTTleynPYCskhDwzgIrI="></latexit><latexit sha1_base64="ogqHvVrqtxHf6hE/lBW/12p1q3Y="></latexit>

  Z      K       K      Z       Z       K                    Z      Z       K      Z 

 ->   W’keit, dass die n Würfe genau dieses Ergebnis haben

Pr[ X = k ]   

= pk · (1 � p)n�k
<latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit><latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit><latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit><latexit sha1_base64="GbQiJ5+oA7oQvl/4vYMXbICgs1Q="></latexit>

=
✓

n
k

◆
· pk(1 � p)n�k

<latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit><latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit><latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit><latexit sha1_base64="ldABF2P3GrrYVAHYBh+1/0goMN8="></latexit>

 Pr[ X = k ]  =   ??



Binomialverteilung

Beispiel:   Werfen einer Münze n mal,   X = Anzahl Kopf

E[X] = np
<latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit>



Binomialverteilung

Beispiel:           

n Körbe (bins)

n Bälle  (balls)

zufällig
X :=  Anzahl Bälle im ersten Korb

X ∼  Bin( n,  1/n )

E[X] = n · 1
n

= 1
<latexit sha1_base64="R3fJWPWm5Gao6rQ0OXxXCVIGXfw="></latexit><latexit sha1_base64="R3fJWPWm5Gao6rQ0OXxXCVIGXfw="></latexit><latexit sha1_base64="R3fJWPWm5Gao6rQ0OXxXCVIGXfw="></latexit><latexit sha1_base64="R3fJWPWm5Gao6rQ0OXxXCVIGXfw="></latexit>

Pr[X = i] =
✓

n
i

◆✓
1
n

◆i ✓
1 � 1

n

◆n�i

<latexit sha1_base64="Lp7XLsXbwxxCzZNAOlYwZRcIo6E="></latexit><latexit sha1_base64="SwJjOjt+wL4ot7ts77OoPb9RmD0="></latexit><latexit sha1_base64="SwJjOjt+wL4ot7ts77OoPb9RmD0="></latexit><latexit sha1_base64="M4xfjr3JnJsTaLouyVd99Nd+ESI="></latexit>

lim
n!1

<latexit sha1_base64="yD1CLwyZ0QgoVGenCelIURrE99E="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="yNtkAYM2qlzmscQo6nBnQq/XvJQ="></latexit>

lim
n!1

<latexit sha1_base64="yD1CLwyZ0QgoVGenCelIURrE99E="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="yNtkAYM2qlzmscQo6nBnQq/XvJQ="></latexit>

=
e�1

i!
<latexit sha1_base64="/lenregurusUIQxWfb2Kbz9fxhg="></latexit><latexit sha1_base64="c0pU5u0tW5Q3iQmgwcLS6zvS2K0="></latexit><latexit sha1_base64="c0pU5u0tW5Q3iQmgwcLS6zvS2K0="></latexit><latexit sha1_base64="xSjDL2WNQGtfXIlWIWR9pwf+hkk="></latexit>

<latexit sha1_base64="mJmcP7dilya0oGcReXifhFJbYhA="></latexit>| {z }
⇡(e� 1

n )n�i=e� n�i
n !e�1

<latexit sha1_base64="VKwijF2CZlKBljdvEP/onHqaRyo="></latexit> | {z }
= n·(n-1)·...·(n-i+1)

n·n·...·n · 1
i! !

1
i!



Binomialverteilung

Beispiel:           

n /𝜆 Körbe (bins)

n Bälle  (balls)

zufällig
X :=  Anzahl Bälle im ersten Korb

X ∼  Bin( n,  𝜆/n )

lim
n!1

<latexit sha1_base64="yD1CLwyZ0QgoVGenCelIURrE99E="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="yNtkAYM2qlzmscQo6nBnQq/XvJQ="></latexit>

lim
n!1

<latexit sha1_base64="yD1CLwyZ0QgoVGenCelIURrE99E="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="IbJdcWR8ljwwGQUU/jLXuLeQLPA="></latexit><latexit sha1_base64="yNtkAYM2qlzmscQo6nBnQq/XvJQ="></latexit>

E[X] = n · �
n

= �
<latexit sha1_base64="Emt+tXsJewknIEMhOU5geD/UZrA="></latexit><latexit sha1_base64="Emt+tXsJewknIEMhOU5geD/UZrA="></latexit><latexit sha1_base64="Emt+tXsJewknIEMhOU5geD/UZrA="></latexit><latexit sha1_base64="Emt+tXsJewknIEMhOU5geD/UZrA="></latexit>

Pr[X = i] =
✓

n
i

◆✓
�

n

◆i ✓
1 � �

n

◆n�i

<latexit sha1_base64="xx9pFAoKnCWBHylF2dmJ2gboyrU="></latexit><latexit sha1_base64="lRHuKQgQ32atTFkD7+3XAOrBsb0="></latexit><latexit sha1_base64="lRHuKQgQ32atTFkD7+3XAOrBsb0="></latexit><latexit sha1_base64="2fkpRb+0sm7fpddn2+Q3U2Bi5Yo="></latexit>

<latexit sha1_base64="aNnkiB2NxcoucAehsgtoIWysVD4="></latexit>| {z }
⇡(e��

n )n�i=e�� n�i
n !e��

<latexit sha1_base64="0JzYpJWN4ndyP5zCnfuKb71Ed6U="></latexit>

=
�i

i!
e��

<latexit sha1_base64="9ktXBUOnzkAOuNgGnbN45/qSjRk="></latexit> | {z }
= n·(n-1)·...·(n-i+1)

n·n·...·n ·�i
i! !

�i
i!



Poisson-Verteilung

Bin(n,𝝺/n)    konvergiert für n → ∞   gegen  Po(𝝺)    

Beispiel:  Modellierung seltener Ereignisse, zum Beispiel
    X:= Anzahl Herzinfarkte in der Schweiz in der nächsten Stunde



Geometrische Verteilung

Beispiel:    Wir werfen eine Münze mit
                           Pr[Kopf] = p    und   Pr[Zahl] = 1-p
                  so lange, bis Kopf kommt
                             X := Anzahl Würfe

Pr[ X = k ]  =   ??

…  Z      Z       Z      Z       Z      Z                Z      K      

Länge k

 ->   W’keit, dass die k Würfe genau dieses Ergebnis haben = (1 � p)k�1p
<latexit sha1_base64="LVTcQJq2IpKjXhQwN/5osskY5pg="></latexit><latexit sha1_base64="LVTcQJq2IpKjXhQwN/5osskY5pg="></latexit><latexit sha1_base64="LVTcQJq2IpKjXhQwN/5osskY5pg="></latexit><latexit sha1_base64="LVTcQJq2IpKjXhQwN/5osskY5pg="></latexit>

Pr[X = k] = (1 � p)k�1p
<latexit sha1_base64="1ryRcu26Q+WMKb/Lw5xw1+G1Lck="></latexit><latexit sha1_base64="1ryRcu26Q+WMKb/Lw5xw1+G1Lck="></latexit><latexit sha1_base64="1ryRcu26Q+WMKb/Lw5xw1+G1Lck="></latexit><latexit sha1_base64="1ryRcu26Q+WMKb/Lw5xw1+G1Lck="></latexit>



Geometrische Verteilung

Beispiel:   Wiederholtes Werfen einer Münze,   
                 X = Anzahl Würfe bis zum ersten Mal Kopf

E[X] = 1/p
<latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit><latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit><latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit><latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit>

FX(n) = 1 � (1 � p)n für alle n=1,2,. . .
<latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit><latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit><latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit><latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit>



Geometrische Verteilung

Beispiel:   Wahrscheinlichkeit im ersten Wurf Kopf zu bekommen ist
                 identisch zur Wahrscheinlichkeit nach 1000 Fehlversuchen
                 im 1001ten Wurf Kopf zu bekommen

Wichtige Eigenschaft:   Gedächtnislosigkeit

Beweis:     nachrechnen

<latexit sha1_base64="/TWjKik7OjI4umB0rkT7MWsHmpk="></latexit>= <latexit sha1_base64="/TWjKik7OjI4umB0rkT7MWsHmpk="></latexit>=
<latexit sha1_base64="JCBQYpuC3DGuLet2XPNbkQ//eSg="></latexit>

/
<latexit sha1_base64="JCBQYpuC3DGuLet2XPNbkQ//eSg="></latexit>

/

`



Coupon Collector

Szenario:    es gibt n verschiedene Bilder
                   in jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder   

X   :=   Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen  

Frage:     E[X]  = ??



Coupon Collector

Szenario:    es gibt n verschiedene Bilder
                   in jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder   

X   :=   Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen  

Frage:     E[X]  = ??

Lösungsansatz:    betrachte n Phasen 

      Phase i:    Runden während wir i-1 verschiedene Bilder besitzen 

Beispiel n=4:

Phase 

erhaltenes Bild 

Xi 1 2 3 6

Xi  :=  Anzahl Runden in Phase i

Xi ⇠ Geo(n�(i�1)
n )



Coupon Collector

Xi  :=  Anzahl Runden in Phase i, Xi   

Szenario:    es gibt n verschiedene Bilder
                   in jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder   

X   :=   Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen  

Frage:     E[X]  = ??

<latexit sha1_base64="YGh3T8psPxdQp8GnXuKRzAmFv+g="></latexit>

X =
Pn

i=1 Xi

Xi ⇠ Geo(n�(i�1)
n )



Coupon Collector - Varianten

- Bekommen wir die ersten k Bilder geschenkt, so reduziert sich der Erwartungswert auf

k+1 k+1

n-k

n-k

- Bekommen wir die letzten k Bilder geschenkt, so reduziert sich der Erwartungswert auf

n-k n-k

k+1
( - Hk)



Warten auf den n-ten Erfolg

Beispiel:    Wir werfen eine Münze mit
                           Pr[Kopf] = p    und   Pr[Zahl] = 1-p
                  so lange, bis wir n Mal Kopf gesehen haben
                             X := Anzahl Würfe

Pr[ X = k ]  =   ??
  Z      K       K      Z       Z      K                Z      …

Länge k

     K      

->   wähle n-1 weitere Positionen, die Kopf zeigen sollen
�!

✓
k � 1
n � 1

◆
Möglichkeiten

<latexit sha1_base64="ZXz/BOqJDpVFcRAkUpNt2osaQ48="></latexit><latexit sha1_base64="ZXz/BOqJDpVFcRAkUpNt2osaQ48="></latexit><latexit sha1_base64="ZXz/BOqJDpVFcRAkUpNt2osaQ48="></latexit><latexit sha1_base64="ZXz/BOqJDpVFcRAkUpNt2osaQ48="></latexit>

 ->   W’keit, dass die k Würfe genau dieses Ergebnis haben = (1 � p)k�npn
<latexit sha1_base64="+yB56skXLZyAOeLX/OXJ2SGbUzU="></latexit><latexit sha1_base64="+yB56skXLZyAOeLX/OXJ2SGbUzU="></latexit><latexit sha1_base64="+yB56skXLZyAOeLX/OXJ2SGbUzU="></latexit><latexit sha1_base64="+yB56skXLZyAOeLX/OXJ2SGbUzU="></latexit>

Pr[X = k] =
✓

k � 1
n � 1

◆
(1 � p)k�npn

<latexit sha1_base64="hFPwsbhzNV1HPemATnpS/dnQNQw="></latexit><latexit sha1_base64="hFPwsbhzNV1HPemATnpS/dnQNQw="></latexit><latexit sha1_base64="hFPwsbhzNV1HPemATnpS/dnQNQw="></latexit><latexit sha1_base64="hFPwsbhzNV1HPemATnpS/dnQNQw="></latexit>



Negative Binomialverteilung

Beispiel:   Warten auf den n-ten Erfolg

E[X] = n/p
<latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit><latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit><latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit><latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit>

fX(k) =

(�k�1
n�1

�
(1 � p)k�npn, für k = 1, 2, ...

0, sonst
<latexit sha1_base64="Rn1RcKJJPhSDBTMSrxhBCgoDTBQ="></latexit><latexit sha1_base64="fp621/qucfqOsQjFUlUtfZmaNkw="></latexit><latexit sha1_base64="fp621/qucfqOsQjFUlUtfZmaNkw="></latexit><latexit sha1_base64="LMM5HtZvivfGSnEM5fkKkDKeqgg="></latexit>

X ∼  NegativeBinomial(n,p)  


