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Wahrscheinlichkeit



Verteilungen



Bernoulli-Verteilung

Dichtefunktion:
<latexit sha1_base64="9+kR33Dn3kxfH7cTyCquz/NXb6I="></latexit>

fX(x) =

8
><

>:

p, x = 1,

1� p, x = 0,

0, sonst

Beispiele:   Werfen einer Münze,   Indikator für Kopf
                   Werfen eines Würfels, Indikator für “Augenzahl gerade” 
                   Werfen eines Würfels, Indikator für “1”

<latexit sha1_base64="TTqot+s/uyYyg/ZWUR+ZXhvLsks=">AAACA3icbVDLSgNBEJyN7/iKetPLoAiKEHY9qMegF48RzAOyIcxOenXI7Owy0ysuS8CLf+A3ePGgiFd/wlv+xsnjoMaChqKqm+6uIJHCoOsOnMLM7Nz8wuJScXlldW29tLFZN3GqOdR4LGPdDJgBKRTUUKCEZqKBRYGERtC7GPqNO9BGxOoaswTaEbtRIhScoZU6pe0m9Y2IqI9wj/k5aBWnUor+QXLYKe25ZXcEOk28Cdmr7PpHT4NKVu2UvvxuzNMIFHLJjGl5boLtnGkUXEK/6KcGEsZ77AZalioWgWnnox/6dN8qXRrG2pZCOlJ/TuQsMiaLAtsZMbw1f72h+J/XSjE8a+dCJSmC4uNFYSopxnQYCO0KDRxlZgnjWthbKb9lmnG0sRVtCN7fl6dJ/bjsnZS9K5vGORljkeyQXXJAPHJKKuSSVEmNcPJAnskreXMenRfn3fkYtxacycwW+QXn8xunjpqD</latexit>

X ⇠ Bernoulli(p)

<latexit sha1_base64="2roLnz+I71g8wrMQt23L0U2fExE=">AAAB+XicbVDLSsNAFL2pr1pfUZduhhZBEEriQt0IRRFcVrAPSEKZTCft0MmDmUkhhP6FSzcuFHHrn7jr3zhpu9DWAwOHc+7lnjl+wplUljU1SmvrG5tb5e3Kzu7e/oF5eNSWcSoIbZGYx6LrY0k5i2hLMcVpNxEUhz6nHX90V/idMRWSxdGTyhLqhXgQsYARrLTUM003xGro+/n9xOl66CbpmTWrbs2AVom9ILVG1T1/njayZs/8dvsxSUMaKcKxlI5tJcrLsVCMcDqpuKmkCSYjPKCOphEOqfTyWfIJOtVKHwWx0C9SaKb+3shxKGUW+nqyyCmXvUL8z3NSFVx7OYuSVNGIzA8FKUcqRkUNqM8EJYpnmmAimM6KyBALTJQuq6JLsJe/vEraF3X7sm4/6jZuYY4ynEAVzsCGK2jAAzShBQTG8AJv8G7kxqvxYXzOR0vGYucY/sD4+gEMGZZA</latexit>

E[X] = p



Binomialverteilung

Beispiel:   Werfen einer Münze n mal,   X = Anzahl Kopf

E[X] = np
<latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit><latexit sha1_base64="jjvr6oGrn+XA7Qczcy4Yzqy5M5Y="></latexit>



Poisson-Verteilung

Bin(n,𝝺/n)    konvergiert für n → ∞   gegen  Po(𝝺)    

Beispiel:  Modellierung seltener Ereignisse, zum Beispiel
    X:= Anzahl Herzinfarkte in der Schweiz in der nächsten Stunde



Geometrische Verteilung

Beispiel:   Wiederholtes Werfen einer Münze,   
                 X = Anzahl Würfe bis zum ersten Mal Kopf

E[X] = 1/p
<latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit><latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit><latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit><latexit sha1_base64="VnKxl6jMkqsm2g99y7/yowK9IfI="></latexit>

FX(n) = 1 � (1 � p)n für alle n=1,2,. . .
<latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit><latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit><latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit><latexit sha1_base64="AciS/E0W0mzXB8pO2d0VM37CbIs="></latexit>



Negative Binomialverteilung

Beispiel:   Warten auf den n-ten Erfolg

E[X] = n/p
<latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit><latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit><latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit><latexit sha1_base64="tYYyvKG6ifhf/M3KdXPAwWxaDiM="></latexit>

fX(k) =

(�k�1
n�1

�
(1 � p)k�npn, für k = 1, 2, ...

0, sonst
<latexit sha1_base64="Rn1RcKJJPhSDBTMSrxhBCgoDTBQ="></latexit><latexit sha1_base64="fp621/qucfqOsQjFUlUtfZmaNkw="></latexit><latexit sha1_base64="fp621/qucfqOsQjFUlUtfZmaNkw="></latexit><latexit sha1_base64="LMM5HtZvivfGSnEM5fkKkDKeqgg="></latexit>

X ∼  NegativeBinomial(n,p)  



Coupon Collector

Xi  :=  Anzahl Runden in Phase i, Xi   

Szenario:    es gibt n verschiedene Bilder
                   in jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder   

X   :=   Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen  

Frage:     E[X]  = ??

<latexit sha1_base64="YGh3T8psPxdQp8GnXuKRzAmFv+g="></latexit>

X =
Pn

i=1 Xi

Xi ⇠ Geo(n�(i�1)
n )



Geometrische Verteilung

Beispiel:   Wahrscheinlichkeit im ersten Wurf Kopf zu bekommen ist
                 identisch zur Wahrscheinlichkeit nach 1000 Fehlversuchen
                 im 1001ten Wurf Kopf zu bekommen

Wichtige Eigenschaft:   Gedächtnislosigkeit

Beweis:     nachrechnen

<latexit sha1_base64="/TWjKik7OjI4umB0rkT7MWsHmpk="></latexit>= <latexit sha1_base64="/TWjKik7OjI4umB0rkT7MWsHmpk="></latexit>=
<latexit sha1_base64="JCBQYpuC3DGuLet2XPNbkQ//eSg="></latexit>

/
<latexit sha1_base64="JCBQYpuC3DGuLet2XPNbkQ//eSg="></latexit>

/

`



Kapitel 2.6

Mehrere Zufallsvariablen



Dichte- und Verteilungsfunktion, Erwartungswert

Dichtefunktion 

Verteilungsfunktion 

Erwartungswert 
 

<latexit sha1_base64="qwT5QdL1K9XhK/BkEW0sP6LBHKo="></latexit>

FX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X  x]

<latexit sha1_base64="b8XRi2+4vrZOHijoh5/P/hXygoo="></latexit>

fX : R ! [0, 1], x 7! Pr[X = x] (= Pr[X(!) = x])

<latexit sha1_base64="3b45f5ofW6z2at9r6C88NcjmvZI="></latexit>

E[X] :=
X

x2WX

x · Pr[X = x] =
X

!2⌦

X(!) · Pr[!]

( = Pr[{ω : X(ω) = x}] )

Ω Wahrscheinlichkeitsraum


Zufallsvariable:           X : Ω  
→ ℝ



Bedingte Zufallsvariable

A ⊆ Ω Ereignis mit Pr[A] > 0

bedingte W’keit:     Pr[  |A] 
⋅

Die bedingte Zufallsvariable X|A ist dieselbe Funktion wie X, aber  
der Definitionsbereich ist auf die Menge A eingeschränkt:


                                              Zufallsvariable:           X|A : A  
→ ℝ

Ω Wahrscheinlichkeitsraum


Zufallsvariable:           X : Ω  
→ ℝ



Bedingte Zufallsvariable

Ω Wahrscheinlichkeitsraum,           A ⊆ Ω Ereignis mit Pr[A] > 0


Die bedingte Zufallsvariable X|A ist dieselbe Funktion wie X, aber  
der Definitionsbereich ist auf die Menge A eingeschränkt:


                                              Zufallsvariable:           X|A : A  
→ ℝ

Dichtefunktion 

Verteilungsfunktion 

Erwartungswert 
 

<latexit sha1_base64="DCWYdnYMnEJdURBuv/pqHh0H4Rc="></latexit>

fX|A : R ! [0, 1], x 7! Pr[X = x | A]

<latexit sha1_base64="9L8ew+1OoOaDPCq/FZOj8QNMHB0="></latexit>

FX|A : R ! [0, 1], x 7! Pr[X  x | A]

<latexit sha1_base64="hyBgnNd2JafXhUGl97gA8MyJkeg="></latexit>

E[X | A] :=
X

x2WX

x · Pr[X = x | A] =
1

Pr[A]

X

!2A

X(!) · Pr[!]

X ist unabhängig von A, 
falls                     .

<latexit sha1_base64="o7zYwJLuQFbJn3/86FDVgWYubo4=">AAACB3icbVDJSgNBEO1xjXGLehSkMQiewoyIelCIePEYwSyQhKGnU5M06VnorhHDODcv/ooXD4p49Re8+Td2loMmPih4vFfV1fW8WAqNtv1tzc0vLC4t51byq2vrG5uFre2ajhLFocojGamGxzRIEUIVBUpoxApY4Emoe/2roV+/A6VFFN7iIIZ2wLqh8AVnaCS3sOe7aaOFcI+jt1IFnSx9uMwyekF9t+EWinbJHoHOEmdCimSCilv4anUingQQIpdM66Zjx9hOmULBJWT5VqIhZrzPutA0NGQB6HY62p3RA6N0qB8pUyHSkfp7ImWB1oPAM50Bw56e9obif14zQf+snYowThBCPl7kJ5JiRIeh0I5QwFEODGFcCfNXyntMMY4murwJwZk+eZbUjkrOScm5OS6Wzydx5Mgu2SeHxCGnpEyuSYVUCSeP5Jm8kjfryXqx3q2PceucNZnZIX9gff4AgjeZrg==</latexit>

fX|A = fX



A := “X2 ist gerade” 
 

Beispiel

X1 := Augenzahl des ersten Würfels 
X2 := Augenzahl des zweiten Würfels 
X  := Summe der Augenzahlen = X1 + X2

X1 ist unabhängig von B, denn für alle i ist Pr[B | X1 = i] = Pr[B] = 1/2. 
                                    ⇒ Es ist auch Pr[X1 = i | B] = Pr[X1 = i]. Ebenso für X2.

<latexit sha1_base64="KnNtHPYIt0qN9uyW2v9bTYfzHW8=">AAACUnicbVJbS8MwGE3rbc6pVR99CQ6HIIx2XuaDg4EIPk5wF2jLSLN0C0svJKkwyn6jIL74Q3zxQU23PsxtHyQczvkO+XISL2ZUSNP81PSNza3tncJuca+0f3BoHB13RJRwTNo4YhHveUgQRkPSllQy0os5QYHHSNcbP2R695VwQaPwRU5i4gZoGFKfYiQV1TdoxQmQHHkefLR7fcuFDbhI1DLiqnrjOMXKorDcp4yXa42KzvYGrPeNslk1ZwVXgZWDMsir1TfenUGEk4CEEjMkhG2ZsXRTxCXFjEyLTiJIjPAYDYmtYIgCItx0FskUnitmAP2IqxVKOGMXHSkKhJgEnurMphbLWkau0+xE+nduSsM4kSTE84P8hEEZwSxfOKCcYMkmCiDMqZoV4hHiCEv1CkUVgrV85VXQqVWt26r1fF1u3udxFMApOAMXwAJ10ARPoAXaAIM38AV+wK/2oX3r6pfMW3Ut95yAf6WX/gBfqquz</latexit>

E[X1] = E[X2] = 3.5

E[X] = E[X1] + E[X2] = 3.5 + 3.5 = 7

<latexit sha1_base64="W7d4lztQgPgaBOFiYw5hMmcw0Ss="></latexit>

E[X | A] = E[X1 | A] + E[X2 | A]

= E[X1] +
X

i2{2,4,6}

i · Pr[X2 = i | A] = 3.5 + 4 = 7.5

<latexit sha1_base64="h4YBkTd6iZ43JrXSK9gBDsOADB8="></latexit>

E[X | B] =
X

i2{2,4,6,8,10,12}

i · Pr[X = i | B] = . . .

<latexit sha1_base64="/AGfjQHIKiYgAfjki6/skVhDvbw="></latexit>

) E[X | B] = E[X1 | B] + E[X2 | B] = 3.5 + 3.5 = 7

Aber: X = X1 + X2 ist nicht  
          unabhängig von B. 

Dazu müssten X1, X2, B unabhängig sein. Sie 
sind aber nur paarweise unabhängig!

B := “X ist gerade”



Mehrere Zufallsvariablen

…

X1  Indikator für Kopf im 1ten Wurf

X2  Indikator für Kopf im 2ten Wurf

Xn  Indikator für Kopf im nten Wurf

X = X1 + X2 +  … + Xn  =  Anzahl Kopf



Beispiel

- werfe zunächst einen Würfel

X :=   Augenzahl des Würfels

- werfe danach X-mal eine Münze

Y :=   Anzahl Kopf



Beispiel

- werfe zunächst einen Würfel

X :=   Augenzahl des Würfels

Y :=   Anzahl Kopf

Pr[X = x, Y = y] =

(

0, x 62{1,2,3,4,5,6} or y 62{0,1,...,x}
<latexit sha1_base64="EJLlFxfnDa1ZdYyHnFZQzitcZ/Q="></latexit><latexit sha1_base64="rqoZMLLMz6qrN/Qvmln7UvrM0Ww="></latexit><latexit sha1_base64="rqoZMLLMz6qrN/Qvmln7UvrM0Ww="></latexit><latexit sha1_base64="u38muOOtzCysJZ8W9R6BWIUeoRw="></latexit>

x2{1,2,3,4,5,6} and y2{0,1,...,x}
<latexit sha1_base64="jJl2eSEMc1X+cYI/PZ7NaC2RTHk="></latexit><latexit sha1_base64="1Wwf5PVrDDQsmE5MayY3+GtVn3s="></latexit><latexit sha1_base64="1Wwf5PVrDDQsmE5MayY3+GtVn3s="></latexit><latexit sha1_base64="L4AtlF6JP1eZ1//g0Rd/TfEGApw="></latexit>

1
6
·
�x

y

�

2x
<latexit sha1_base64="9XDoB88eJvWjMHkfkFNZu+g/EKM="></latexit><latexit sha1_base64="MK9YafnxhMQKfWiLBeMf9WUs3Js="></latexit><latexit sha1_base64="MK9YafnxhMQKfWiLBeMf9WUs3Js="></latexit><latexit sha1_base64="JsmAqlIHfxICxDnDreqJissJV5g="></latexit>

<latexit sha1_base64="QUQxmKYPRAqE+gmBN0AArjKPd4E="></latexit>

Pr[Y = 3] =
6X

x=1

Pr[X = x, Y = 3] =
1

6
·
✓
0 + 0 +

1

8
+

4

16
+

10

32
+

20

64

◆
=

1

6

- werfe danach X-mal eine Münze



Dichten

gemeinsame Dichte

X, Y Zufallsvariablen

“Randdichte von X” (= Dichte von X)

(nach dem Additionssatz)



Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

Definition (Version 1): 
X1,…,Xn heissen unabhängig, wenn für alle                           die 
Ereignisse “X1 = x1”, “X2 = x2”, …, “Xn = xn” unabhängig sind, d.h.  
 
 
 

und genauso für jede Teilmenge von Indizes!

<latexit sha1_base64="LEV32R3DdNHshGcJpoCgt1xr1QA=">AAACBnicbVDLSsNAFJ34rPUVdSnCYBFclJKIqMuCG5dV7AOaECbTSTt0MhNmJtISunLjr7hxoYhbv8Gdf+OkzUJbD1w4nHMv994TJowq7Tjf1tLyyuraemmjvLm1vbNr7+23lEglJk0smJCdECnCKCdNTTUjnUQSFIeMtMPhde63H4hUVPB7PU6IH6M+pxHFSBspsI9GgVv1WE9oVYWjgEOPmoqRHoQhvAvsilNzpoCLxC1IBRRoBPaX1xM4jQnXmCGluq6TaD9DUlPMyKTspYokCA9Rn3QN5Sgmys+mb0zgiVF6MBLSFNdwqv6eyFCs1DgOTWd+oJr3cvE/r5vq6MrPKE9STTieLYpSBrWAeSawRyXBmo0NQVhScyvEAyQR1ia5sgnBnX95kbTOau5Fzb09r9TrRRwlcAiOwSlwwSWogxvQAE2AwSN4Bq/gzXqyXqx362PWumQVMwfgD6zPH11Ml8c=</latexit>

x1, . . . , xn 2 R

<latexit sha1_base64="H4SeusQYRsJP9XbZHCKChEHhFYM=">AAACEHicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsIguSsmIqMuCG5cV7APaECaTSTt0MgkzE2kJ+QQ3/oobF4q4denOv3HaBtTWAxcO59zLvff4CWdKO86XtbS8srq2Xtoob25t7+zae/stFaeS0CaJeSw7PlaUM0GbmmlOO4mkOPI5bfvD64nfvqdSsVjc6XFC3Qj3BQsZwdpInn0y8hDsMQHbXtbxUF7t8SDWqgpHnvjRRe7ZFafmTAEXCSpIBRRoePZnL4hJGlGhCcdKdZGTaDfDUjPCaV7upYommAxxn3YNFTiiys2mD+Xw2CgBDGNpSmg4VX9PZDhSahz5pjPCeqDmvYn4n9dNdXjlZkwkqaaCzBaFKYc6hpN0YMAkJZqPDcFEMnMrJAMsMdEmw7IJAc2/vEhaZzV0UUO355V6vYijBA7BETgFCFyCOrgBDdAEBDyAJ/ACXq1H69l6s95nrUtWMXMA/sD6+Aa/WJvL</latexit>

x1 2 WX1 , . . . , xn 2 WXn

<latexit sha1_base64="dthufIbrZZH4jL5KhxU/PHwDM+c="></latexit>

Pr[X1 = x1, . . . , Xn = xn] = Pr[X1 = x1] · . . . · Pr[Xn = xn],
<latexit sha1_base64="VSrb7OOBdiUpxkaeOPxOTaWuA9Y="></latexit>| {z }

=fX1,...,Xn (x1,x2,...,xn)

<latexit sha1_base64="6G3GqaNyH3TMUkY7lvMgLHuvwjs=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWIR2UxLxtREKblxWsA9oSphMb9qhk0mYmYgl5Bvc+CtuXCji1pU7/8ZJm4W2HhjmcM693HuPHzMqlW1/G0vLK6tr66WN8ubW9s6uubffllEiCLRIxCLR9bEERjm0FFUMurEAHPoMOv74Ovc79yAkjfidmsTQD/GQ04ASrLTkmTU34QMQvsAEUnck4/w/gzDLvPQq8NKu52TVB8+pZZ5Zsev2FNYicQpSQQWanvnlDiKShMAVYVjKnmPHqp9ioShhkJXdRIIeN8ZD6GnKcQiyn05PyqxjrQysIBL6cWVN1d8dKQ6lnIS+rgyxGsl5Lxf/83qJCi77KeVxooCT2aAgYZaKrDwfa0AFEMUmmmAiqN7VIiOs41E6xbIOwZk/eZG0T+rOed25Pa00GkUcJXSIjlAVOegCNdANaqIWIugRPaNX9GY8GS/Gu/ExK10yip4D9AfG5w+5Pp4Z</latexit>| {z }
=fX1 (x1)

<latexit sha1_base64="lE0Ar3hDJYyNTPVeWCYwCfBGccU=">AAACEnicbVDLSsNAFJ34rPUVdekmWIR2UxLxtREKblxWsA9oSphMb9qhk0mYmYgl5Bvc+CtuXCji1pU7/8ZJm4W2HhjmcM693HuPHzMqlW1/G0vLK6tr66WN8ubW9s6uubffllEiCLRIxCLR9bEERjm0FFUMurEAHPoMOv74Ovc79yAkjfidmsTQD/GQ04ASrLTkmTU34QMQvsAEUnck4/w/gzDLvPQq8NKux7Pqg8drmWdW7Lo9hbVInIJUUIGmZ365g4gkIXBFGJay59ix6qdYKEoYZGU3kaDHjfEQeppyHILsp9OTMutYKwMriIR+XFlT9XdHikMpJ6GvK0OsRnLey8X/vF6igst+SnmcKOBkNihImKUiK8/HGlABRLGJJpgIqne1yAjreJROsaxDcOZPXiTtk7pzXnduTyuNRhFHCR2iI1RFDrpADXSDmqiFCHpEz+gVvRlPxovxbnzMSpeMoucA/YHx+QN0Wp6T</latexit>| {z }
=fXn (xn)

Aber: Viele der Gleichungen sind redundant. 
Beispiel für n = 3: Falls X3 Wertebereich {0,1} hat, dann folgt aus
 
 
 

<latexit sha1_base64="twLWbe6Pw2Ry0UXbJuJbqmkPDeQ="></latexit>

Pr[X1 = x1, X2 = x2, X3 = 0] = Pr[X1 = x1] · Pr[X2 = x2] · Pr[X3 = 0], und
<latexit sha1_base64="B592mF5rotXvlmCFCrfHNxYGIEQ="></latexit>

Pr[X1 = x1, X2 = x2, X3 = 1] = Pr[X1 = x1] · Pr[X2 = x2] · Pr[X3 = 1]

<latexit sha1_base64="LwxmYQ1YXe6AN/vH95KqpkjvYi0=">AAAEJXicpVNda9RAFJ0mftT1a6uPvgwuloplyVSxpVIo+OLjCm67sAnLZHK3HTr5YOZGdgn5M770r/jig0UEn/wrTrJR1m3AYgdCzpxz77knEybMlDToeT/WHPfGzVu31+907t67/+Bhd+PRkUlzLWAoUpXqUcgNKJnAECUqGGUaeBwqOA7P3lb68UfQRqbJB5xnEMT8JJFTKThaarLhvPERZlgbFRqisvAHelxurrKjScFKSg 8onVVom1pip7T7WfUOaAWrzkXdQWvVNl1yDVUOte3LSvesxYvrGLAy8P3OZluKgPoiSvG3sJy6EVZNm8pFsqBsS3Y9U2ZN/zvu1lXy/mP68z/jW/7+FeOU/Um35/W9etHLgDWgR5o1mHQv/CgVeQwJCsWNGTMvw6DgGqVQUHb83EDGxRk/gbGFCY/BBEUdr6TPLBPRaartkyCt2eWOgsfGzOPQVsYcT82qVpFt2jjH6V5QyCTLERKxGDTNFcWUVleGRlKDQDW3gAstbVYqTrnmAu3F6thDYKuffBkc7fTZ6z57/6p3uN8cxzp5Qp6SLcLILjkk78iADIlwPjmfna/OhXvufnG/ud8Xpc5a0/OY/LXcn78AJwhVGA==</latexit>

Pr[X1 = x1, X2 = x2] = Pr[X1 = x1, X2 = x2, X3 = 0] + Pr[X1 = x1, X2 = x2, X3 = 1]

= Pr[X1 = x1] · Pr[X2 = x2] · Pr[X3 = 0] + Pr[X1 = x1] · Pr[X2 = x2] · Pr[X3 = 1]

= Pr[X1 = x1] · Pr[X2 = x2] · (Pr[X3 = 0] + Pr[X3 = 1])

= Pr[X1 = x1] · Pr[X2 = x2].



Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

Alternativ: 

für alle

(Version 2)



Unabhängigkeit: Beispiel

𝛀 = {2,3}   mit     Pr[𝝎] = 1/2    für alle  𝝎 ∊ 𝛀

X(𝝎) =       
1   wenn 𝝎 durch 2 teilbar

0   sonst

Y(𝝎) =       
1   wenn 𝝎 durch 3 teilbar

0   sonst

fX(i) =       
0      sonst

1/2   für i=0,1

fY(i) =       
0      sonst

1/2   für i=0,1

fX,Y(1,1) = 0  ≠  fX(1) ·fY(1)                X und Y sind 
         nicht unabhängig⇒



Unabhängigkeit: Beispiel

𝛀 = {1,2,3,6}   mit     Pr[𝝎] = 1/4    für alle  𝝎 ∊ 𝛀

X(𝝎) =       
1   wenn 𝝎 durch 2 teilbar

0   sonst

Y(𝝎) =       
1   wenn 𝝎 durch 3 teilbar

0   sonst

fX(i) =       
0      sonst

1/2   für i=0,1

fY(i) =       
0      sonst

1/2   für i=0,1

fX,Y(1,1) =       1/4  = fX(1) . fY(1)



Unabhängigkeit: Indikatorvariablen

Für zwei Indikatorvariablen X und Y gilt

fX,Y(1,1) = fX(1) ·fY(1)        ⟺X und Y sind 
unabhängig

Achtung:   Für drei und mehr Variablen gilt analoges nicht

Beweis:      1. Möglichkeit:      

                             ->  nachrechnen, dass aus fX,Y(1,1) = fX(1) fY(1) auch die übrigen drei Glg folgen 

                   2. Möglichkeit:

                             ->  verwende, dass aus A,B unabhängig auch A,B unabhängig folgt, und analog für A,B und A,B    

_ _ _ _



Summe von Zufallsvariablen

Beweis:     Additionssatz und Definition der Unabhängigkeit, siehe Skript



Summe von Zufallsvariablen

Folgerungen:    

Poisson(𝜆1)    +    Poisson(𝜆2)    =       Poisson(𝜆1+𝜆2)      

Bin( n, p)    +    Bin( m, p)    =       Bin( n+m, p)      



Waldsche Identität

- werfe zunächst einen Würfel

X :=   Augenzahl des Würfels

Y :=   Anzahl Kopf

E[Y] = ??

- werfe danach X-mal eine Münze



Waldsche Identität  

Beweis:



Waldsche Identität

- werfe zunächst einen Würfel

X :=   Augenzahl des Würfels

- werfe danach eine Münze und zwar so oft wie die Augenzahl des Würfels angibt

Y :=   Anzahl Kopf

E[Y] = E[X]*1/2 = 7/4- aus Waldscher Identität folgt:



Waldsche Identität  

2. Beispiel:
    - wir werfen ein faire Münze bis zum ersten Mal Kopf kommt, 
      N  :=  Anzahl Würfe           
   - wir werfen die Münze nochmals N mal 
      Z   := Anzahl Kopf insgesamt  

1.Phase:   1 mal Kopf
2.Phase:    Waldsche Identität
                      N ∾ Geo(1/2) 
                         … gibt an wie oft wir das Experiment wiederholen
                      X  ∾ Bernoulli(1/2)
                         … in jedem Experiment mit W’keit 1/2 Kopf                   

E[Anzahl Kopf in 2. Phase] = E[N ] · E[X] = 2 · 1
2
= 1

1.Phase

2.Phase


