Algorithmen und
Wahrscheinlichkeit



Vertellungen



Bernoulli-Verteilung

X ~ Bernoulli(p)

Dichtefunktion:
D, r =1,
fx(.fl?): 1_]9, ZE':O, “:[X]:p
0, sonst

Beispiele: Werfen einer Mlinze, Indikator fUr Kopf
Werfen eines Wurfels, Indikator fur “Augenzahl gerade”
Werfen eines Wurfels, Indikator fur “1”




Binomialverteilung

Beispiel: Werfen einer Mlinze n mal, X = Anzahl Kopf



Poisson-Verteilung

Bin(n,A/n) konvergiert fr n =& « gegen Po(A)

Beispiel: Modellierung seltener Ereignisse, zum Beispiel
X:= Anzahl Herzinfarkte in der Schweiz in der nachsten Stunde



Geometrische Verteilung

X~ Geo(p)

. p(1—p)v ! fiirieN,
fx(1) =
0 sonst.

Fx(n) = 1 —(1 —p)" far alle n=1,2,. ..

I[X] = 1/p

Beispiel: Wiederholtes Werfen einer Munze,
X = Anzahl Wirfe bis zum ersten Mal Kopf




Geometrische Verteilung

Wichtige Eigenschaft: Gedachtnislosigkeit

Satz’ Ist X ~ Geo(p), so gilt fiir alle s,t € N:

t].

TN

Pr[X # s+1t| X > s] = Pr[X

Beweis: nachrechnen

Beispiel: Wahrscheinlichkeit im ersten Wurf Kopf zu bekommen ist
identisch zur Wahrscheinlichkeit nach 1000 Fehlversuchen
iIm 1001ten Wurf Kopf zu bekommen



Kapitel 2.6

Mehrere Zutallsvariablen



Bedingte Zufallsvariable

() Wahrscheinlichkeitsraum, A € Q) Ereignis mit Pr[A] >0

Die bedingte Zufallsvariable X|A ist dieselbe Funktion wie X, aber
der Definitionsbereich ist auf die Menge A eingeschrankt:

Zufallsvariable: XA:A—->R

Dichtefunktion
fxa:R—10,1, x—PrlX =ux|A

Vertellungsfunktion
X ist unabhangig von A,

Fxia:R—10,1], o+ Pr[X <z |A] falls fx|a = fx.
Erwartungswert

(X (A= S @ PrX = | A] = Pr:jA] S X(w) - Prlw

wEA




Dichten

X, Y Zufallsvariablen

gemeinsame Dichte

fxvy(x,y) :=PrX =%,Y =yl

*Randdichte von X" (= Dichte von X)

fx(x) = ) fxy(x,y)

yeWy (nach dem Additionssatz)



Unabhangigkeit

Definition Zufallsvariablen Xj,..., X, heissen unabhangig genau
dann, wenn fiir alle (xq,...,%,) € Wx, X ... x Wyx_ gilt

PriXi =x1,...,Xn =%l = Pr[X; =x1] - ... - Pr[X,, = x4l.

Lemma Sind Xj,...,X,, unabhangige Zufallsvariablen und sind
S1,...,S1 € R beliebige Mengen, dann gilt

Pr(X; € S1,..., X, € Si.)=Pr[X;€85]----- Pr(X, € S.].



Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition wveson2 Zufallsvariablen Xi, ..., X, heissen unabhangig genau
dann, wenn fiir alle (xq,...,%,) € Wx, X ... x Wyx_ gilt

PriXis =%1,...,Xn = xn] = Pr[X; =%1] - ... Pr[X,, = xul.

Alternativ:

th_“,xn (X], . oo ,Xn) = fx1 (X]) IPUPRPR an (Xn)

fur alle (X],...,Xn) S WX1 ><-“XV\/Xn



Summe von Zufallsvariablen

Satz Fir zwel unabhangige Zufallsvariablen X und Y sei Z :=
X+Y. Es gilt

= ) fx(x)-fy(z—x).

xEWxX

Beweis: Additionssatz und Definition der Unabhangigkeit, siehe Skript



Summe von Zufallsvariablen

Satz Fir zwel unabhangige Zufallsvariablen X und Y sei Z :=
X+Y. BEs gilt

= ) fx(x) - fy(z—x).

xEWxX

Folgerungen:

Poisson(11) + Poisson(l2) = Poisson(11+12)

Bin(n,p) + Bin(m,p) = Bin(n+m,p)



Waldsche Identitat

Satz 2.64 (Waldsche Identitdt). N und X seien zwei unabhangige Zu-
fallsvariable, wobeil fur den Wertebereich von N gelte: Wy € N. Wei-

ter sel
N

L= in,

i=1

wobel Xj, X3,... unabhangige Kopien von X seien. Dann gilt:

E[Z] = E[N] - E[X].

Beweis: E[Z] = ) E[Z|N=n]-Pr[N=n]

neEWN

E[Z|N=n]=EX; +...+ X, =n-EX]

E[Z] = Z n-E[X] - Pr[N =n] = E[X] Z n-Pr[N =n] = E[X] - E[N].

neEWnN neEWN



Waldsche Identitat

- werfe zunachst einen Wirfel
X := Augenzahl des Wurfels
- werfe danach eine Minze und zwar so oft wie die Augenzahl des Wiurfels angibt

Y := Anzahl Kopf

- aus Waldscher Identitét folgt: E[Y] = E[X]*1/2 = 7/4



Kapitel 2.4.2 + 2.7

Varianz und Konzentration



Zufallsvariable - Erwartungswert

Definition Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

L[X] == Z x - Pr[X = x]

xEWx

Welche Schllisse konnen wir ziehen,

wenn wir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen kennen?



Zufallige Folgen

Zwei Folgen von K und Z der Lange 200,

- eine Folge entspricht dem Ergebnis von 200 Munzwurfen

- eine ist von mir erzeugt.

Welche Folge ist die zufallige?

# Anderungen = 112

= 0. 980198

Verhaltnis Kopf : Zahl
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# Anderungen

133

= 1.00000

Verhaltnis Kopf : Zahl



Zufallsvariable - Erwartungswert

Definition Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

LX) = Z x - Pr[X = x|

xEWxX

Welche Schlusse konnen wir ziehen,

wenn wir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen kennen?

Was wir gerne hatten:

P X — E[X]

"gross” ] = “klein”



Abweichung vom Erwartungswert

Was wir gerne hatten:

Pr[ |X — E[X]| "gross”] = “klein”
Beobachtung: stimmt sicher nicht immer ... -
Beispiel:
Pr[X = —10"°] = L Pr[X = 10'9]

2



Abweichung vom Erwartungswert

Was wir gerne hatten:

P X — E[X]

"gross” ] = “klein”

Laplaceraummitwi =1, w2=4, ws3=7, wa=8 Erwartungswert u =25
Was wir messen wollen ist die durchschnittliche Abweichung vom Erwartungswert
zum Beispiel 1 Z Wi — oder ! Z(w — u)?
4 £~ 4 £

Varianz Var[X] = E[(X — u)?], wobei i = E[X]



Varianz

Definition Fiir eine Zufallsvariable X mit u = E[X] definieren wir
die Varianz Var(X]| durch

Var(X] ;= E[(X —w)? = ) (x—n)* PrlX=xl.

xEWx

Die Grosse 0 ;= \/Var[X] heisst Standardabweichung von X.

Satz F'ir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X*] — E[X]*.

Beweis: E[(X — 1)?] = E[X? — 2uX + 1]
= E[X®] - 2uE[X] + p* = E[X°] - p°




Varianz

Satz F'ir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X + b] = a’ - Var[X].

Beweis: Definition der Varianz und Linearitat des Erwartungswertes, siehe Skript

Warum spielt das b keine Rolle?




Varianz

Satz F'ir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X + b] = a? - Var[X].

Beweis: Definition der Varianz und Linearitat des Erwartungswertes, siehe Skript

Warum spielt das b keine Rolle?

———1— & —¢&—1—¢—9 g

Abweichung vom Erwartungswert bleibt gleich!



Rechenregeln fur Momente

X +Y] = E[X] + E[Y ? Vv
X Y] =E[X]-E[Y] ?
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] ?

Var[X - Y]=Var[X] - Var[V] ?



L L xy - PrlX=x,Y =]

xEWx yeWy

L L xy - Pr[X =x] - Pr[Y =y]

xEWx yeWy

Zx Pr(X Zy PrlY =y] =

xEWx yeWy

Rechenregeln

-ElY] VX, Yunabhangig

= E[X] - E[Y].




Rechenregeln

Satz (Multiplikativitdt des Erwartungswerts) Fiir unabhingi-
ge Zufallsvariablen X;,..., X, gilt

Satz Fir unabhangige Zufallsvariablen X;,...,X,, und X := X;+
oo X5 gilt
Var[X] = Var[X;] +... + Var[X,].

Beweise: siehe Skript



Rechenregeln fur Momente

X + Y| =E[X|+E|Y] VX,Y
X Y] = EX]-E[Y] VX, Yunabhingig
Var|X + Y| = Var|X| 4 Var|Y]| VX, Yunabhangig

Var [X ) Y] #Va»r [X] ) Var [Y] 1A (auch fiir unabhéngige ZV)



Wdh

Definition
tungswert

Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-

£(X] durch

LX) = Z x - Pr(X = x]

xEWx

Welche Schlusse konnen wir ziehen,

wenn wir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen kennen?

Was wir gerne hatten:

P X — E[X]

"gross” ] = “klein”

...gilt wenn Varianz ,klein*



Was wir zeigen werden ...

X Zufallsvariable

X —E[X]| >t

E[X] -1 E[X] E[X] +t X

PHIX — EX]| > 1] < ?27




Was wir zeigen werden ...

X Zufallsvariable

— | >
E[X] -t E[X] E[X] +1 X
Chebyshev:

PIX — EX] > 1] < o

VX, Vt>0




Satz

Markov Ungleichung

(Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die

nur nicht-negative Werte annimmt. Dann gilt fur allet € R mit t > 0,

dass

Beweis:

Pr(X > t] < @

iX] = Y x-PrX =x]

xeWy
I
X, X<1 xEWy, x>t

iX] >t S PiX=x] =t-PrX> {]

XeEWy, x>t



Chebyshev Ungleichung

Satz (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

Beweis:

X -

PrIIX — E[X]| > 1] 2 Pr[Y > 2] < _

Pr(|X —

E[X]| >t

dann gilt

> Var|X] |

—  (X=E[X])? >t

(da'Y ein Quadrat ist)

daher kdnnen wiy die Markov-Ungleichung anwenden:

Y] Var(X]

t2 t2



Markov & Chebyshev

Markov:

PrIX > 1] < VX=20, Vt>0

Chebyshev:
PHIX — E[X]| > 1] <

Var[X]
> VX Vt>0

Insbesondere: ( o :=/Var[X] Standardabweichung)

C
Flr t .= #¥80

C
Pri|X — E[X]| > #00] <

Var[X] 1
C C2




Zufallige Folgen
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# Anderungen

133

= 1.00000

Verhaltnis Kopf : Zahl
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