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Kapitel 2.4.2 + 2.7

Varianz und Konzentration



Zufallsvariable - Erwartungswert

Welche Schlüsse können wir ziehen,  
wenn wir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen kennen?

Was wir gerne hätten:

Pr[ |X � E[X]| ”gross” ] = ”klein”
<latexit sha1_base64="t61zMYKIeikpCeEKSrpKW09BMZY="></latexit><latexit sha1_base64="NoszcU/B+/h8cxk+jPFBAqYiCiE="></latexit><latexit sha1_base64="NoszcU/B+/h8cxk+jPFBAqYiCiE="></latexit><latexit sha1_base64="mhdMmLmuQWCdVe1RgJlQUTML8rM="></latexit>



Abweichung vom Erwartungswert

Was wir gerne hätten:

Pr[ |X � E[X]| ”gross” ] = ”klein”
<latexit sha1_base64="t61zMYKIeikpCeEKSrpKW09BMZY="></latexit><latexit sha1_base64="NoszcU/B+/h8cxk+jPFBAqYiCiE="></latexit><latexit sha1_base64="NoszcU/B+/h8cxk+jPFBAqYiCiE="></latexit><latexit sha1_base64="mhdMmLmuQWCdVe1RgJlQUTML8rM="></latexit>

Beobachtung: stimmt sicher nicht immer …

Pr[ X = �1010 ] =
1
2

= Pr[ X = 1010 ]
<latexit sha1_base64="EsHJcmSfeo6cEjY2vUEHEwzeORA="></latexit><latexit sha1_base64="odrm8/03bOzAM/3EbEt0lZR014g="></latexit><latexit sha1_base64="odrm8/03bOzAM/3EbEt0lZR014g="></latexit><latexit sha1_base64="HvqP2xdp8ewrhAWrXpQ9ozJ/JEc="></latexit>

Beispiel:



Abweichung vom Erwartungswert

Was wir gerne hätten:

Pr[ |X � E[X]| ”gross” ] = ”klein”
<latexit sha1_base64="t61zMYKIeikpCeEKSrpKW09BMZY="></latexit><latexit sha1_base64="NoszcU/B+/h8cxk+jPFBAqYiCiE="></latexit><latexit sha1_base64="NoszcU/B+/h8cxk+jPFBAqYiCiE="></latexit><latexit sha1_base64="mhdMmLmuQWCdVe1RgJlQUTML8rM="></latexit>

0 5

Laplaceraum mit 𝜔1 = 1,   𝜔2 = 4,  𝜔3 = 7,  𝜔4 = 8 Erwartungswert   𝜇 = 5

Was wir messen wollen ist die durchschnittliche Abweichung vom Erwartungswert

zum Beispiel oder
<latexit sha1_base64="q9unyebn9UnT2O8GdzD487klzy4="></latexit>

1
4

X

i

|!i � µ|
<latexit sha1_base64="TTJprT6sRQmr796z57w1iZqTobM="></latexit>

1
4

X

i

(!i � µ)2

Varianz   Var[X]  = 
<latexit sha1_base64="ghhGk3VURs+3BJ4cMmt6vETHzdU="></latexit>

E[(X � µ)2], wobei µ := E[X]



Varianz

Beweis:  
<latexit sha1_base64="LEs+XXuBMqKzsPsTpfb1hHa31+M="></latexit>

E[(X � µ)2] = E[X2 � 2µX + µ2]

= E[X2] � 2µE[X] + µ2 = E[X2] � µ2



Varianz

Beweis:   Definition der Varianz und Linearität des Erwartungswertes, siehe Skript



Rechenregeln für Momente

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] 8X,Y

E[X · Y ] = E[X] · E[Y ] 8X,Y unabhängig

Var[X + Y ] = Var[X] + Var[Y ] 8X,Y unabhängigVar[X + Y ] = Var[X] + Var[Y ] 8X,Y unabhängig

Var[X + Y ] = Var[X] + Var[Y ] 8X,Y unabhängig

i.A.  (auch für unabhängige ZV)Var[X · Y ] 6=Var[X] ·Var[Y ]



Tail Bounds

X

X  Zufallsvariable

+t-t

Pr[|X � E[X]| � t]
<latexit sha1_base64="J4sZokHRJ01ybciaoLOSlBPV0Ks="></latexit><latexit sha1_base64="J4sZokHRJ01ybciaoLOSlBPV0Ks="></latexit><latexit sha1_base64="J4sZokHRJ01ybciaoLOSlBPV0Ks="></latexit><latexit sha1_base64="J4sZokHRJ01ybciaoLOSlBPV0Ks="></latexit>

E[X]
<latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit>

E[X]
<latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit>

E[X]
<latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit><latexit sha1_base64="uwid/Y4YPROHN+dy1wOXoNFAWWY="></latexit>

∀ X,   ∀ t > 0  
Chebyshev:

Pr[|X � E[X]| � t]  Var[X]
t2

<latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit>



Markov Ungleichung

Beweis:
E[X] Def=

X

x2WX

x · Pr[X = x]
<latexit sha1_base64="cXBOeEcMDosKjOYcPe4OOK5ZBis="></latexit><latexit sha1_base64="Jwn3C8wgE65Y79LkZNHWxW/9rig="></latexit><latexit sha1_base64="Jwn3C8wgE65Y79LkZNHWxW/9rig="></latexit><latexit sha1_base64="VVkpw3p03GS3uAj7rt4gYS+1eec="></latexit>

=
X

x2WX, x<t

x · Pr[X = x] +
X

x2WX, x�t

x · Pr[X = x]
<latexit sha1_base64="VtblPnIIdjjnWusxc4I+FjZE56s="></latexit><latexit sha1_base64="WDTBz5uJgSM3lnA3x1dgFFdYv6Q="></latexit><latexit sha1_base64="WDTBz5uJgSM3lnA3x1dgFFdYv6Q="></latexit><latexit sha1_base64="1EWWO3WtAaM/aHyruJAxw8hva9k="></latexit>

t

E[X] � t ·
X

x2WX, x�t

Pr[X = x]
<latexit sha1_base64="TqFatS9HZ3xdm5kut9WHpoEA5yI="></latexit><latexit sha1_base64="G4B/qCRMPjFgKji0TDoYwaIN4MA="></latexit><latexit sha1_base64="G4B/qCRMPjFgKji0TDoYwaIN4MA="></latexit><latexit sha1_base64="6DzfqhVCDeI6WsXOXM81adEQkZk="></latexit>

= t · Pr[X � t]
<latexit sha1_base64="NR0ynVMQeF8AZqstgb9PSyVBAko="></latexit><latexit sha1_base64="mWq6JM5rCfjAGQeoamJpnihgBx0="></latexit><latexit sha1_base64="mWq6JM5rCfjAGQeoamJpnihgBx0="></latexit><latexit sha1_base64="DvtplrL30AeKIWFRBXiOf/c1XdU="></latexit>



Chebyshev Ungleichung

Beweis:

|X � E[X]| � t
<latexit sha1_base64="v1aSon24GamkyPBs1wNyhnaKvHo="></latexit><latexit sha1_base64="pOJ/w4eXKhulQSULxkGaLclxb3o="></latexit><latexit sha1_base64="pOJ/w4eXKhulQSULxkGaLclxb3o="></latexit><latexit sha1_base64="j268ZdhrITutdzDDuvVAtiJYmdA="></latexit>

() (X � E[X])2 � t2
<latexit sha1_base64="y86BCfYH/VoPoJNtoRLdCX49+Gw="></latexit><latexit sha1_base64="N3lbN3V/flDlMfBaxDV/LpHdS9A="></latexit><latexit sha1_base64="N3lbN3V/flDlMfBaxDV/LpHdS9A="></latexit><latexit sha1_base64="szDJqzMDYp2y0mVNRvDRHaJWhMw="></latexit>

 Y :=

dann gilt  Y  ≥   0      (da Y ein Quadrat ist)

daher können wir die Markov-Ungleichung anwenden:

Pr[Y � t2]  E[Y]
t2

<latexit sha1_base64="dbHzU2022Aqj0BwRzx6vkrEhI2U="></latexit><latexit sha1_base64="pTyc3J0XDNiNeTSUiaJ5T6iY0nc="></latexit><latexit sha1_base64="pTyc3J0XDNiNeTSUiaJ5T6iY0nc="></latexit><latexit sha1_base64="rQ4uD1+V0PPmqGIfQ4kZ/PIC+Ro="></latexit>

Pr[|X � E[X]| � t] =
<latexit sha1_base64="VvTgQaJxiFKQbtOz8hN5w6kzyYY="></latexit><latexit sha1_base64="3F26+E1/FMF7rm0oCmaH5+a9Zs4="></latexit><latexit sha1_base64="3F26+E1/FMF7rm0oCmaH5+a9Zs4="></latexit><latexit sha1_base64="fJbJyCzRtuWelEJszG4jUN4Y/1Q="></latexit>

=
Var[X]

t2
<latexit sha1_base64="USN/Xzk97Oh0VX8rMZUFVStazHU="></latexit><latexit sha1_base64="eDKKmgnbk9ARJveWvepEqtJQGcQ="></latexit><latexit sha1_base64="eDKKmgnbk9ARJveWvepEqtJQGcQ="></latexit><latexit sha1_base64="sh8z5akdlYbi0q3h07CMYXw30QA="></latexit>



Markov & Chebyshev

∀ X,   ∀ t > 0  
Chebyshev:

Markov:

∀ X ≥ 0,   ∀ t > 0  Pr[X � t]  E[X]
t

<latexit sha1_base64="U2NyiaDBV+fvkXwi2iQflASA+RU="></latexit><latexit sha1_base64="5/M0IaIY126655V4zfIb4VlXZ9U="></latexit><latexit sha1_base64="5/M0IaIY126655V4zfIb4VlXZ9U="></latexit><latexit sha1_base64="X0qPqlV93hZ7jXoRzTkYUzyPEdM="></latexit>

Pr[|X � E[X]| � t]  Var[X]
t2

<latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit>

Insbesondere:  (                     Standardabweichung) 
<latexit sha1_base64="GAkcLKgXFmYzjRs6EOUjz2YGnGw="></latexit>

� :=
p

Var[X]

Für
<latexit sha1_base64="8ZjdwAlsGsKLds0oEpxsmAMWDsM="></latexit>

t := 10�
<latexit sha1_base64="4TtyMSF+IusylkvLBP5d5JLWR8g="></latexit>

Pr[|X � E[X]| � 10�]  Var[X]
(10�)2 =

1
100 ∀ X,  

<latexit sha1_base64="4PGtcCraBSmAzUx6PaGYVdoNeYc="></latexit>

C

<latexit sha1_base64="4PGtcCraBSmAzUx6PaGYVdoNeYc="></latexit>

C <latexit sha1_base64="vfPAEdW/bfXUFiKL3cayUybuYhU="></latexit>

C2

∀ C > 0  

<latexit sha1_base64="4PGtcCraBSmAzUx6PaGYVdoNeYc="></latexit>

C



Kapitel 2.7

Abschätzen von Wahrscheinlichkeiten  

Beispiele



Bernoulli-Verteilung

Beispiel:   Werfen einer Münze,   Indikator für Kopf

<latexit sha1_base64="WVy8G08bZ/Fm4/Z1BPLe2MzjdIQ="></latexit>

Var[X] = E[(X � p)2]

= p · (1 � p)2 + (1 � p) · (0 � p)2 = ...
= p(1 � p)

<latexit sha1_base64="nFlJRmTmQ6ARlQvZBCP9TnzqxxY="></latexit>

E[X] = p



Binomialverteilung

Beispiel:   Werfen einer Münze n mal,   X = Anzahl Kopf

X ∼ Bin(n,p)     ⟺    X = X1 + … + Xn    mit    Xi ∼  Bernoulli(p) 
                                                                  Xi   unabhängig



Geometrische Verteilung

Beispiel:   Wiederholtes Werfen einer Münze,   
                 X = Anzahl Würfe bis zum ersten Mal Kopf



Coupon Collector

Xi  :=  Anzahl Runden in Phase i, Xi    ∾   Geo( (n-(i-1))/n )

Szenario:    es gibt n verschiedene Bilder
                   in jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder   

X   :=   Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen  

+ O(  )

Var[X] Xi unabh.=
nX

i=1

Var[Xi]
<latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit><latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit><latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit><latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit>

 ...  n2 ·
nX

i=1

1
i2

 n2 · ⇡
2

6
<latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit><latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit><latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit><latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit>



Coupon Collector

Xi  :=  Anzahl Runden in Phase i, Xi    ∾   Geo( (n-(i-1))/n )

+ O(  )

Var[X] Xi unabh.=
nX

i=1

Var[Xi]
<latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit><latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit><latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit><latexit sha1_base64="2NrBXrW4ZHRfMU99icduQI+KWFQ="></latexit>

Chebyshev:

 ...  n2 ·
nX

i=1

1
i2

 n2 · ⇡
2

6
<latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit><latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit><latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit><latexit sha1_base64="jtP2FIEuqzwf09KHNVEpE2mcuZY="></latexit>

<latexit sha1_base64="TzvUZs2N5Afp38dpykkCaWc9WJw="></latexit>

Pr[|X � E[X]| � C
⇡p
6

n]  1
C2



Kapitel 2.7

Die Ungleichung von Chernoff  



Abschätzen von Wahrscheinlichkeiten

∀ X,   ∀ t > 0  
Chebyshev:

Markov:

∀ X ≥ 0,   ∀ t > 0  Pr[X � t]  E[X]
t

<latexit sha1_base64="U2NyiaDBV+fvkXwi2iQflASA+RU="></latexit><latexit sha1_base64="5/M0IaIY126655V4zfIb4VlXZ9U="></latexit><latexit sha1_base64="5/M0IaIY126655V4zfIb4VlXZ9U="></latexit><latexit sha1_base64="X0qPqlV93hZ7jXoRzTkYUzyPEdM="></latexit>

Pr[|X � E[X]| � t]  Var[X]
t2

<latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit><latexit sha1_base64="EOCMxsN1gDYU2UzryMNPnka2/o8="></latexit>

Chernoff:

Pr[X � (1 + �)E[X]]  e� 1
3 �

2E[X]
<latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit><latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit><latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit><latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit>

 ∀ X ∼ Bin(n,p),   
 ∀ 0 < 𝛅 < 1  



Chernoff Schranken

Pr[X ≥  (1+𝜹)          ]       für   𝜹 = 0.1:   E[X] = 0



Abschätzen von Wahrscheinlichkeiten

Chernoff:

Pr[X � (1 + �)E[X]]  e� 1
3 �

2E[X]
<latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit><latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit><latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit><latexit sha1_base64="4OGIlwpC2HinUlOP0DCgYCO8qWc="></latexit>

 ∀ X ∼ Bin(n,p),   
 ∀ 0 < 𝛅 < 1  

Beispiel:    X ∼ Bin(n,1/2)      

dann gilt:    
setze:    � := C/

p
n und somit (1 + �)E[X] = E[X] + C ·

p
Var[X]

<latexit sha1_base64="Ek3lY4Ef9oJfknKCvYhEp4M3Ze8="></latexit><latexit sha1_base64="Ek3lY4Ef9oJfknKCvYhEp4M3Ze8="></latexit><latexit sha1_base64="Ek3lY4Ef9oJfknKCvYhEp4M3Ze8="></latexit><latexit sha1_base64="Ek3lY4Ef9oJfknKCvYhEp4M3Ze8="></latexit>

Chebyshev:    

Chernoff:    Pr[X � (1 + �)E[X]]  e� C2
6

<latexit sha1_base64="LBDaKYcea03vX4UhpIPNFdfA0fw="></latexit><latexit sha1_base64="LBDaKYcea03vX4UhpIPNFdfA0fw="></latexit><latexit sha1_base64="LBDaKYcea03vX4UhpIPNFdfA0fw="></latexit><latexit sha1_base64="LBDaKYcea03vX4UhpIPNFdfA0fw="></latexit>

<latexit sha1_base64="UkpOskznzE2eyWY8DUrvJXj1IMo="></latexit>

E[X] = n/2 Var[X] = n/4 � =
p

n/2

(d.h Abweichung 2C𝜎)    
<latexit sha1_base64="c2Ia7pv0EthHL7pTkbNHpm5yB5g="></latexit>

Pr[X � (1 + �)E[X]]  1/C2



Chernoff Ungleichung

Beweisidee:

X ≥ (1 + δ)𝔼[X] etX ≥ et(1+δ)𝔼[X]⟺

∀t > 0

Pr[                            ]             =          Pr[                          ]

≤
Markov Ungl. 𝔼[etX]

et(1+δ)𝔼[X]

≤ … ≤ e− 1
3 δ2𝔼[X]

Rechnen und geschickte Wahl von t



Chernoff Ungleichung



Kapitel 2.8

Randomisierte Algorithmen



Algorithmen

Klassischer Algorithmus:

 Algorithmus  A Eingabe I Ausgabe A(I)

Wir beweisen:
  
  (1)  Korrektheit:      
             für alle Eingaben I gilt:   A(I)  ist korrekt  (d.h. was es sein soll) 

   (2)  Laufzeit:
             für alle Eingaben I mit Länge |I|=n:   Laufzeit = O(f(n)) 



Randomisierte Algorithmen

 Algorithmus  A Eingabe I Ausgabe A(I,R)

 zufällige Bits / Zufallszahlen  

Eigenschaften:
  
    Ausgabe   A(I,R)   hängt von Eingabe I  und  Zufallszahlen R ab. 

    Insbesondere:    Ergebnis lässt sich i.A. nicht reproduzieren .. ! 
                                           



Randomisierte Algorithmen

 Algorithmus  A Eingabe I Ausgabe A(I,R)

 zufällige Bits / Zufallszahlen R    

Wir beweisen:
  
  (1)  Korrektheit:      
             für alle Eingaben I gilt:   Pr[A(I,R)  ist korrekt] ≥  … 

   (2)  Laufzeit:
             für alle Eingaben I mit Länge |I|=n:    
                [Laufzeit] = O(f(n))  und/oder   Pr[Laufzeit ≦ f(n)] ≥  …𝔼

W’keit ist bzgl Wahl der 
Zufallszahlen R



Randomisierte Algorithmen

 Algorithmus  A Eingabe I Ausgabe A(I,R)

 zufällige Bits / Zufallszahlen  R  

Wir beweisen:
  
  (1)  Korrektheit:      
             für alle Eingaben I gilt:   Pr[A(I,R)  ist korrekt] ≥  … 

   (2)  Laufzeit:
             für alle Eingaben I mit Länge |I|=n:    
                [Laufzeit] = O(f(n))   und/oder   Pr[Laufzeit ≦ f(n)] ≥  …𝔼

Idealer Weise: 
W’keit „praktisch“ Eins



Randomisierte Algorithmen

 Algorithmus  A Eingabe I Ausgabe A(I,R)

 Zufallszahlengenerator     

Wir beweisen:
  
  (1)  Korrektheit:      
             für alle Eingaben I gilt:   Pr[A(I,R)  ist korrekt] ≥  … 

   (2)  Laufzeit:
             für alle Eingaben I mit Länge |I|=n:    
                [Laufzeit] = O(f(n))   und/oder   Pr[Laufzeit ≦ O(f(n))] ≥  …𝔼

Idealer Weise: 
W’keit „praktisch“ Eins

Anfragen der Form:  
   liefere einen Wert für X, 
   wobei X verteilt ist wie …

Annahme:   
   alle Werte, die der Zufallszahlengenerator erzeugt sind unabhängig



Las-Vegas und Monte-Carlo Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber  
- Laufzeit ist eine Zufallsvariable  

Monte-Carlo Algorithmen:
- Laufzeit immer polynomiell, aber 
- geben zuweilen eine falsche Antwort

Ziel:     [Laufzeit]   =   „polynomiell“  (in Eingabelänge)𝔼

Ziel:     Pr[Antwort falsch]   =   „winzig“



Beispiele

Las-Vegas Algorithmen:

- QuickSort

Monte-Carlo Algorithmen:



QuickSort

Satz:     
- QuickSort bestimmt immer das richtige Ergebnis 
- 𝐄[Laufzeit]  = O(n ln n)

Aufgabe:   sortiere Elemente



Selektieren

Aufgabe:   finde das k-te kleinste Element  
               aus einem unsortierten Array

Select( [12, 3, 22, 67, 8, 15, 19, 13]  ,  4):   13



Selektieren



Selektieren

Satz:     
- QuickSelect bestimmt immer das richtige Ergebnis 
- 𝐄[Laufzeit]  = O(n)



Sortieren und Selektieren

O(n)

Selektieren: 

erwartete Laufzeit:

Frage:  Was bedeutet dies für die Praxis?



Gedankenexperiment

tn :=  erwartete Laufzeit von Quickselect bei n Elementen

Wir definieren einen neuen Algorithmus wie folgt:

SuperQuickSelect(A,1,n,k)
rufe quickselect(A,1,n,k) auf, sobald Laufzeit grösser als 2tn: 
     breche Ausführung ab und gebe ??? aus 

Dies ist ein randomisierter Algorithmus mit  
    - Laufzeit ≦ 2tn 

      - Wahrscheinlichkeit für ??? ≦ 1/2

wg. Markov Ungleichung



Gedankenexperiment

tn :=  erwartete Laufzeit von Quickselect bei n Elementen

SuperQuickSelect(A,1,n,k)
rufe QuickSelect(A,1,n,k) auf, 
sobald Laufzeit grösser als 2tn: 
     breche Ausführung ab und gebe ??? aus 

SuperSuperQuickSelect(A,1,n,k)
wiederhole maximal 100 mal: 
     rufe SuperQuickSelect(A,1,n,k) auf, 
     terminiere, falls dieser Ergebnis findet (also nicht ??? ausgibt) 
gebe ??? aus

Dies ist ein randomisierter Algorithmus mit  
    - Laufzeit ≦ 200tn    
      - Wahrscheinlichkeit für ??? ≦ 2-100



Las-Vegas Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber  
- Laufzeit ist eine Zufallsvariable T 

- Laufzeit immer polynomiell, aber 
- zuweilen Antwort „???“

mit:     [T]   =   „polynomiell (in Eingabelänge)“𝔼

⟹

stoppe Alg nach  Schritten 2𝔼[T ]

Pr[Antwort „???“]   ≤ 1/2 (wg Markov Ungleichung)

… wdh 100 Mal

(      )100



Las-Vegas Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber  
- Laufzeit ist eine Zufallsvariable T 

- Laufzeit immer polynomiell, aber 
- zuweilen Antwort „???“

⟹
while Antwort „???“: repeat

mit:     Pr[Antwort „???“]   =   δ

poly𝔼[T] =
1

1 − δ
⋅

(Anzahl Versuche: Geo(1- ))δ



Las-Vegas Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber  
- Laufzeit ist eine Zufallsvariable T 

alternative Definition:
- Laufzeit immer polynomiell, aber 
- geben zuweilen eine Antwort „???“

Ziel:     [T]   =   „polynomiell“ (in Eingabelänge)𝔼

Ziel:     Pr[Antwort „???“]   =   „winzig“



Beispiele

Las-Vegas Algorithmen:

- QuickSort, QuickSelect

Monte-Carlo Algorithmen:
- Testen einer Münze:   fair (Kopf/Zahl)  vs. fake (Kopf/Kopf)

Algorithmus: werfe Münze ein Mal, falls Zahl:   return „fair“ 
                                    falls Kopf:  return „fake“   

Fehlerw’lichkeit: 
0,                    falls Münze fake     

1/2,                 falls Münze fair     



Beispiele

Las-Vegas Algorithmen:

- QuickSort

Monte-Carlo Algorithmen:
- Testen einer Münze:   fair (Kopf/Zahl)  vs. fake (Kopf/Kopf)

Algorithmus: werfe Münze ein Mal, falls  1 mal Zahl:   return „fair“ 
                                    ansonsten:  return „fake“   

≥

Fehlerw’lichkeit: 
0,                           falls Münze fake     

(1/2 ,                 falls Münze fair     )100

100



Fehlerkorrektur

Angenommen wir haben einen Algorithmus mit

Pr[Alg antwortet „nein“] = 0            Ja-Instanzen 
Pr[Alg antwortet „ja“ ]    ≦ 1-ε         Nein-Instanzen 

        

∀
∀

(Antwort „nein“:     wenn mind. ein Aufruf „nein“ ausgibt,
Antwort „ja“:          wenn alle Wdh “ja“ ausgeben)

Monte-Carlo Algorithmen für Entscheidungsprobleme

Dann gilt:   ε-1 ln δ-1     Wiederholungen reduzieren Fehler auf δ

Pr[Alg gibt falsche Antwort] ≦ (1-ε)  ≦.. ≦ ϵ−1 ln δ−1 δ

entscheide:  Ist Antwort „ja“  oder „nein“ 

einseitigem Fehler:



Fehlerkorrektur

Einseitiger Fehler:

Zweiseitiger Fehler:

        ⇒   ε-1 ln δ-1     Wiederholungen reduzieren Fehler auf 
               Pr[Antwort falsch] ≦ δ

Pr[Antwort falsch] ≦ 1/2-ε             Instanzen 
    ⇒   4 ε-2 ln δ-1   Wiederholungen reduzieren Fehler                   
               Pr[Antwort falsch] ≦ δ

∀

(Antwort:  Mehrheit der gesehenen Antworten)

Monte-Carlo Algorithmen für Entscheidungsprobleme

Pr[Alg antwortet „nein“] = 0            Ja-Instanzen 
Pr[Alg antwortet „ja“ ]    ≦ 1-ε         Nein-Instanzen 

        

∀
∀

(Antwort „nein“:     wenn mind. ein Aufruf „nein“ ausgibt,
Antwort „ja“:          wenn alle Wdh “ja“ ausgeben)



Ich wüsste so gerne, 
wie gross 𝝅 ist ….







Target-Shooting

Gegeben:    zwei Mengen   S ⊆ U 
Aufgabe:     bestimme     |S| / |U| 

Beispiel:     U = [-1,1] x [-1,1]  

                            S = {(x,y) ∈ U : x2 + y2 ≦ 1} 
                   |S| / |U|   =  𝝿 / 4 



Target-Shooting

Gegeben:    zwei Mengen   S ⊆ U 
Aufgabe:     bestimme     |S| / |U| 

Annahmen:    - wir können ein Element aus U 
                              effizient zufällig gleichverteilt  wählen  
                            - es gibt eine effizient berechenbare Funktion

IS(u) :=
(
1 falls u 2 S

0 sonst

Beispiel:     U = [-1,1] x [-1,1]  

                            S = {(x,y) ∈ U : x2 + y2 ≦ 1} 
                   |S| / |U|   =  𝝿 / 4 



Target-Shooting

Gegeben:    zwei Mengen   S ⊆ U 
Aufgabe:     bestimme     |S| / |U| 

Annahmen:    - wir können ein Element aus U 
                              effizient zufällig gleichverteilt  wählen  
                            - es gibt eine effizient berechenbare Funktion

IS(u) :=
(
1 falls u 2 S

0 sonst



Target-Shooting

Notation:                               für alle i=1,…,N

Dann gilt:                             …      



Target-Shooting

„gross“  

Beweis:    Chernoff-Schranke …



Randomisierte Algorithmen - Beispiele

Las-Vegas-Algorithmen

QuickSort, QuickSelect:    
        immer korrekt,  
          erwartete Laufzeit   O(n log n)   bzw   O(n)

Monte-Carlo-Algorithmen
Primzahltest:    
        Fehlerw’keit  „klein“,  
          Laufzeit   O(poly(log n))

Optimierungsalgorithmen

stabile Menge, Target-Shooting:    
        Ausgabe  „nahe“ am Erwartungswert  
         


