Algorithmen und
Wahrscheinlichkeit



Kapitel 2.8

Randomisierte Algorithmen



Randomisierte Algorithmen

Fingabe | »| Algorithmus A ~ Ausgabe 4A(l,R)

I Anfragen der Form:

liefere einen Wert fur X,
wobel X verteilt ist wie ...

/Zufallszahlengenerator

Annahme:
alle Werte, die der Zufallszahlengenerator erzeugt sind unabhangig

Wir bewelisen:

(1) Korrektheit:
fur alle Eingaben | gilt: Pr[A(l,R) ist korrekt] > ...

|dealer Weise:

(2) Laufzeit: W'keit ,praktisch® Eins
far alle Eingaben | mit Lange [l|=n:
—[Laufzeit] = O(f(n)) und/oder Pr[Laufzeit = O(f(n))

\VJ




Las-Vegas und Monte-Carlo Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber
- Laufzelt ist eine Zutfallsvariable

—[Laufzeit] = ,polynomiell”® (n Eingavetange)

Monte-Carlo Algorithmen:

- Laufzeit immer polynomiell, aber
- geben zuweilen eine falsche Antwort

Ziel: Pr[Antwort falsch] = ,winzig”



Las-Vegas Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber
- Laufzelt ist eine Zutallsvariable T

U stoppe Alg nach 2[E[ 7’| Schritten
... wdh 100 Mal

- Laufzeit immer polynomiell, aber
- zuweilen Antwort 277"

Pr[Antwort 222 < (1/2)'%

(wg Markov Ungleichung)



Las-Vegas Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

- geben nie eine falsche Antwort, aber
- Laufzelt ist eine Zutallsvariable T

1
|1 1] = - pol
| 1] 1_6py

ﬂ while Antwort ,,??7?“: repeat
(Anzahl Versuche: Geo(1-0))

- Laufzeit immer polynomiell, aber
- zuweilen Antwort 277"

mit:  Pr[Antwort ,???“] = o



Fehlerkorrektur

Monte-Carlo Algorithmen fur Entscheidungsprobleme

Einseitiger Fehler:

PrlAlg antwortet ,nein“| = 0 VY Ja-Instanzen
PrlAlg antwortet ,ja“] = 1-¢ YV Nein-Instanzen

= ¢e1In o1 Wiederholungen reduzieren Fehler aut

Pr [ Antwort falsch ] =8 (Antwort ,nein“:  wenn mind. ein Aufruf ,nein“ ausgibt,

Antwort ,ja“: wenn alle Wdh “ja“ ausgeben)

Zweiseitiger Fehler:

Pr[Antwort falsch] = 1/2-¢ V Instanzen
= 4¢e2In o1 Wiederholungen reduzieren Fehler

P r [ A Ntwort f a| SC h ] < 6 (Antwort: Mehrheit der gesehenen Antworten)



Target-Shooting

Gegeben: zwel Mengen S c U
Aufgabe:  bestimme |S|/|U|

Annahmen: - wir kbnnen ein Element aus U
effizient zuféllig gleichverteilt wéahlen
- €s gibt eine effizient berechenbare Funktion
(1 fallsuesS

To(u) ;= <
S( ) 0 sonst

\

TARGET-SHOOTING
1: Wahle u,,...,uy € U zufallig, gleichverteilt und unabhangig

2: return N~ - 5 N Is(w)




Target-Shooting

TARGET-SHOOTING
1: Wahle uy,...,uy € U zufallig, gleichverteilt und unabhangig

2: return N~ -ZL Is(wy)

Satz Seien §,& > 0. Falls N > 315 - e - log(2/8), so ist die
Ausgabe des Algorithmus TARGET-SHOOTING mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — & im Intervall (1 — &), (1+ )]

Beweis: Chernoff-Schranke ...



Primzahltest

MILLER-RABIN-PRIMZAHLTEST(N)
if n =2 then
return ‘Primzahl’
else if n gerade oder n = 1 then
return ‘keine Primzahl’
Wahle a € {2,3,...,n— 1} zufallig und
berechne k,d € Z mit n — 1 = d2* und d ungerade.
X — a% (mod n)
if x=1orx=n-—1 then
return ‘Primzahl’
repeat k — 1 mal
X — x* (mod n)
if x =1 then
return ‘keine Primzahl’
if x =n —1 then
return ‘Primzahl’
. return ‘keine Primzahl’

e e = =
S ool WO




Kapitel 2.85

Hashing und Zuordnungsverfahren



Hashing

ldee: eine Hashfunktion bildet
(potentiell sehr grosse) Datenmenge
auf eine
(kleine) nattrliche Zah!l ab

o Daten — {0O,....m-1}
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Hashing

ldee: eine Hashfunktion bildet
(potentiell sehr grosse) Datenmenge
auf eine
(kleine) nattrliche Zah!l ab

o Daten — {0O,....m-1}

Gewulnschte Eigenschaften:

- alle Hashwerte sollen ,gleich oft” vorkommen

- ,geringe” Wahrscheinlichkeit von Kollisionen

- ahnliche Eingaben sollen zu verschieden Ergebnissen fUhren
- 1 soll effizient berechenbar sein

- [in der Kryptographie] -1 soll nicht effizient berechenbar sein



Hashing

Anwendungen:

- Datenbanken
- Prufsummen
- Kryptographie

- Algorithmen flr grosse Datenmengen



Hashing

Theorie;

In der Analyse von Algorithmen geht man meist davon, dass

Hashtfunktionen die gegebenen Daten zuféllig und unabhdngig
von einander auf {0,...,m-1} abbilden.

m Kérbe
Praxis:
Man wahlit eine Hashfunktion f aus einer vorgegeben Menge
von Funktionen (universelle Hashklasse) zuféllig. f - &

(deterministisch)

Man geht davon aus, dass die Funktion f die in der

theoretischen Analyse gemachten Annahmen ertllt.




Probleme die es zu [6sen qilt:

- Konstruktion einer Hashfunktion \/<mod m)

- Umgang mit Kollisionen

notwendig: theoretisches Verstandnis ,was ist Uberhaupt moglich®

Speicher M
IMI=m

Universum U, IUI=N

Datensatz S, ISl=n =




Balls and Bins

Xi = Anzahl Balle im I-ten Korb

Imax Xz ?
1<i1<n

Wie gross ist

Frage:

m Koérbe (bins)



