
Kapitel 1

Graphentheorie



Überblick

A&D:
- Breiten- und Tiefensuche   
- Eulertouren 
- Minimal spannende Bäume 
- Kürzeste Wege

A&W:
- Zusammenhang   
- Hamiltonkreise
- Matchings
- Färbungen



Kapitel 1.3

Zusammenhang



Definition: Sei                       ein Graph. G = (V,E)
G heisst zusammenhängend, wenn 

                              gilt: es gibt einen u-v-Pfad in G.   ⇤u, v � V, u ⇥= v

Zusammenhang

Heute:

Gegeben ein zusammenhängender Graph. 

Wie (sehr) zusammenhängend ist dieser Graph? 



Wieviele Knoten / Kanten muss man (mindestens) löschen, 
um den Zusammenhang des Graphen zu zerstören?

Zusammenhang



k-Zusammenhang

Definition: Sei                     ein Graph,                     . 

G heisst k-zusammenhängend, wenn gilt: 

                           und 

                       mit                     ist                        zusammenhängend     

                            

G = (V,E)

Anschaulich:

Man muss mindestens k Knoten (und die inzidenten Kanten)  löschen, 
um den Zusammenhang zu zerstören.

⇥X � V |X| < k G[V \ X]



Ausprobieren:
   -  Graph ist 2-zusammenhängend

Zusammenhang

  -  Graph ist nicht 3-zusammenhängend



      Graph ist nicht 3-zusammenhängend

Zusammenhang

Es gilt allgemein:

       Enthält G einen Knoten mit   Grad < k    so ist G   nicht k-zusammenhängend.    
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k-Zusammenhang

Definition: Sei                       ein Graph. 

G heisst k-zusammenhängend, wenn gilt: 

                           und 

                       mit                     ist                        zusammenhängend     

                             

G = (V,E)

⇥X � V |X| < k G[V \ X]

Satz von Menger:

Sei                       ein Graph. Dann gilt:

G ist   k-zusammenhängend           genau dann wenn (gdw.)

                                        gibt es k intern-knotendisjunkte  u-v-Pfade   

G = (V,E)

⇤u, v � V, u ⇥= v



k-Zusammenhang

Definition: Sei                       ein Graph. 

G heisst k-zusammenhängend, wenn gilt: 

                           und 

                       mit                     ist                        zusammenhängend     

                             

G = (V,E)

⇥X � V |X| < k G[V \ X]

G = (V,E)Definition: Sei                       ein Graph. 

G heisst k-kanten-zusammenhängend, wenn gilt: 

                       mit                     ist                        zusammenhängend    8X ✓ E |X| < k (V,E \X)



k-Kanten-Zusammenhang

Satz von Menger (Kanten-Version):

Sei                       ein Graph. Dann gilt:

G ist   k-kanten-zusammenhängend           genau dann wenn (gdw.)

                                        gibt es k kantendisjunkte  u-v-Pfade   

G = (V,E)

⇤u, v � V, u ⇥= v

G = (V,E)Definition: Sei                       ein Graph. 

G heisst k-kanten-zusammenhängend, wenn gilt: 

                       mit                     ist                        zusammenhängend    8X ✓ E |X| < k (V,E \X)

(Beweis:   später im Semester, im Kapitel über Flüsse)
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Es gilt immer:         

            (Knoten-)Zusammenhang  ≦  Kanten-Zusammenhang  ≦  minimaler Grad



Heute:

Spezialfall     k=1



Definition: Sei                       ein zusammenhängender Graph.
Ein Knoten                  heisst  Artikulationsknoten (engl. cut vertex)
        gdw.                        nicht zusammenhängend ist            

Artikulationsknoten

v 2 V
G[V \ {v}]

G = (V,E)



Definition: Sei                       ein zusammenhängender Graph.
Ein Kante                  heisst  Brücke (engl. cut edge)
        gdw.                        nicht zusammenhängend ist            

Brücken

G = (V,E)
e 2 E
G� e



Lemma:      Sei                       ein zusammenhängender Graph.
Ist                         eine Brücke so gilt:

    deg(x) = 1    oder   x ist Artikulationsknoten

(und analog für y).

Artikulationsknoten und Brücken

G = (V,E)
{x, y} 2 E

Beweisidee:     
 

xy



Lemma:      Sei                       ein zusammenhängender Graph.
Ist                         eine Brücke so gilt:

    deg(x) = 1    oder   x ist Artikulationsknoten

(und analog für y).

Artikulationsknoten und Brücken

G = (V,E)
{x, y} 2 E

Aber:          die Umkehrung gilt i.A. nicht …!!         

Artikulationsknoten



Definition: Sei                  . Wir definieren eine Äquivalenzrelation auf E 
durch  

 
Die Äquivalenzklassen nennen wir Blöcke.

Blöcke
<latexit sha1_base64="3enqvSy2jwOPycb9F7lw3sHH5vQ=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekm2AoVpCRd9LFQCiK6rGAf0g4lk6ZtaCYzJBmhDP0KNy4UcevnuPNvzLQVVPTAhcM593LvPV4ouDYIfThLyyura+upjfTm1vbObmZvv6mDSFHWoIEIVNsjmgkuWcNwI1g7VIz4nmAtb3yR+K17pjQP5K2ZhMz1yVDyAafEWOkud3WWb55enuR6mSwqIIQwxjAhuFxCllSrlSKuQJxYFlmwQL2Xee/2Axr5TBoqiNYdjELjxkQZTgWbpruRZiGhYzJkHUsl8Zl249nBU3hslT4cBMqWNHCmfp+Iia/1xPdsp0/MSP/2EvEvrxOZQcWNuQwjwySdLxpEApoAJt/DPleMGjGxhFDF7a2Qjogi1NiM0jaEr0/h/6RZLOBSAd0Us7XzRRwpcAiOQB5gUAY1cA3qoAEo8MEDeALPjnIenRfndd665CxmDsAPOG+fihuO7Q==</latexit>

G = (V,E)
<latexit sha1_base64="fmU5z1fg8Og9nnvU77cqu/s5fpw="></latexit>

e ⇠ f :()
(
e = f, oder

9 Kreis durch e und f

Transitiv? 



Blöcke

Lemma: Zwei Blöcke schneiden sich — wenn überhaupt — immer in 
einem Artikulationsknoten.

Definition: Sei                  . Wir definieren eine Äquivalenzrelation auf E 
durch  

 
Die Äquivalenzklassen nennen wir Blöcke.

<latexit sha1_base64="3enqvSy2jwOPycb9F7lw3sHH5vQ=">AAAB8HicdVDLSgMxFM34rPVVdekm2AoVpCRd9LFQCiK6rGAf0g4lk6ZtaCYzJBmhDP0KNy4UcevnuPNvzLQVVPTAhcM593LvPV4ouDYIfThLyyura+upjfTm1vbObmZvv6mDSFHWoIEIVNsjmgkuWcNwI1g7VIz4nmAtb3yR+K17pjQP5K2ZhMz1yVDyAafEWOkud3WWb55enuR6mSwqIIQwxjAhuFxCllSrlSKuQJxYFlmwQL2Xee/2Axr5TBoqiNYdjELjxkQZTgWbpruRZiGhYzJkHUsl8Zl249nBU3hslT4cBMqWNHCmfp+Iia/1xPdsp0/MSP/2EvEvrxOZQcWNuQwjwySdLxpEApoAJt/DPleMGjGxhFDF7a2Qjogi1NiM0jaEr0/h/6RZLOBSAd0Us7XzRRwpcAiOQB5gUAY1cA3qoAEo8MEDeALPjnIenRfndd665CxmDsAPOG+fihuO7Q==</latexit>

G = (V,E)
<latexit sha1_base64="fmU5z1fg8Og9nnvU77cqu/s5fpw="></latexit>

e ⇠ f :()
(
e = f, oder

9 Kreis durch e und f



Definition: Sei                   ein zusammenhängender Graph.  
Der Block-Graph von G ist der bipartite Graph                            mit

                                                      .
                                 .
                                                                                                      .

Der Block-Graph
G = (V,E)

<latexit sha1_base64="jEsm1ydUmoXG+hE7FMXOojiCepU=">AAAB/HicdVDLSgMxFM3UV62vapeCBItQQUrSRR8LpSqCywp9QVuGTJppQzMPkoxQSv0P3bhxoYhbP8Sdf2OmVVDRAxcO59zLvfc4oeBKI/RuJRYWl5ZXkquptfWNza309k5TBZGkrEEDEci2QxQT3GcNzbVg7VAy4jmCtZzReey3rplUPPDrehyynkcGPnc5JdpIdjpTP86dwm4UikjBsyN4YdcP7XQW5RFCGGMYE1wqIkMqlXIBlyGOLYNsde82xl3NTr91+wGNPOZrKohSHYxC3ZsQqTkVbJrqRoqFhI7IgHUM9YnHVG8yO34KD4zSh24gTfkaztTvExPiKTX2HNPpET1Uv71Y/MvrRNot9ybcDyPNfDpf5EYC6gDGScA+l4xqMTaEUMnNrZAOiSRUm7xSJoSvT+H/pFnI42IeXZk0TsAcSbAL9kEOYFACVXAJaqABKBiDe/AInqwb68F6tl7mrQnrcyYDfsB6/QBlOZcP</latexit>

T = (A ]B,ET )
<latexit sha1_base64="E0dbrmHGjySea2PwX/roR/bkLPo="></latexit>

A = {Artikulationsknoten von G}
<latexit sha1_base64="bNfU9JnYqDcshoFv0Op/l7zX+O8="></latexit>

B = {Blöcke von G}
<latexit sha1_base64="vUtp5j/0K4NAHDWzMimAb1tgbvs="></latexit>

8a 2 A, b 2 B : {a, b} 2 ET () a inzident zu einer Kante in b

Satz: Ist G zusammenhängend, so ist der Blockgraph von G ein Baum.


