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Flisse in Netzwerken: Einfiihrung & Modellierung

Ursprung: Interesse am russischen Schienennetz,

[A.N. Tolstor ‘30] und [Harris&Ross ‘55] (diese Abb.).
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Problemstellung

MaxFlow Problem. Gegeben ein Netzwerk, finde einen Fluss
grossten Werts. (Netzwerk?, Fluss?, Wert?)
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Verkehrsfliisse elektrische Leitungen

Geldfliisse mit Widerstanden
Transportprobleme Bildsegmentierung

in der Bildverarbeitung
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Problemstellung

MaxFlow Problem. Gegeben ein Netzwerk, finde einen Fluss

grossten Werts.

Verkehrsflusse
Geldfliisse
Transportprobleme

Matchings in Graphen
Schnitte (Cuts) in Graphen
Disjunkte Wege in Graphen

(Netzwerk?, Fluss?, Wert?)

elektrische Leitungen

mit Widerstanden
Bildsegmentierung

in der Bildverarbeitung

Grenzbereich polynomiell vs.
nicht polynomiell
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Netzwerk — Definition

Ein Netzwerk ist ein Tupel N = (V, A, c,s, t), wobei gilt:

» (V,A) ist ein gerichteter Graph (ohne Schleifen),
» s c V, die Quelle,

» t e V\ {s}, die Senke, und
» c: A— R{, die Kapazitdtsfunktion.
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Fluss — Definition

Sei N =(V,A,c,s,t) ein Netzwerk. Ein Fluss in N ist eine
Funktion f : A — R mit den Bedingungen

» Zuldssigkeit: 0 < f(e) < c(e) fiir alle e € A.
» Flusserhaltung: Fiir alle v e V' \ {s, t} gilt

Z f(u,v) = Z f(v,u) .

ueV: (u,v)EA ueV:(v,u)eA

Der Wert eines Flusses f ist definiert als

val(f) :=netoutflow(s) := > f(s,u)— > f(u,s).

ueV:(s,u)€A ueV:(u,s)EA
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Netzwerk und Fluss
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Fluss mit Wert 3 —14+5=7
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Nettozufluss der Senke

Intuition: Soviel, wie bei der Quelle herausfliesst, muss bei der
Senke hineinfliessen.
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Nettozufluss der Senke

Intuition: Soviel, wie bei der Quelle herausfliesst, muss bei der
Senke hineinfliessen.

Lemma
Der Nettozufluss der Senke t gleicht dem Wert des Flusses, d.h.

netinflow(t) == Y f(u,t)— Y f(t,u) = val(f).

ueV: (u,t)eA ueV: (t,u)eA
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Nettozufluss der Senke — Beweis

vau quv

(V U)EA (u V)EA

Z ( Z f(v7 U) - Z f(uv V))
veV \ueV:(v,u)eA ueV:(u,v)EA

=0 fir ve{s,t}

( Z f(s,u)— Z f(u,s))
ueV

(s, u)eA ueV:(u,s)EA
:v;T(f)
+ o of(tu)y— > fut)
ueV: (t,u)eA ueV: (u,t)eA

= —netinflow(t)
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Problemstellung

MaxFlow Problem. Gegeben ein Netzwerk N = (V, A, ¢, s, t),
finde einen Fluss f grossten Werts (einen maximalen Fluss).

» Gibt es immer einen solchen maximalen Fluss? Es kdnnte ein
ahnliches Phinomen auftreten wie beim offenen Intervall
(0,1): Es gibt keine grosste Zahl, kein Maximum.

» Wie erkennt man, dass ein Fluss maximal ist? Was ist ein
,einfacher” Beweis fiir die Maximalitat eines Flusses?

Wir betrachten dazu vorerst Schnitte in Graphen.
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Schnitt - Definition

Ein s-t-Schnitt fiir ein Netzwerk (V/, A, ¢, s, t) ist eine Partition
(S, T)von V mits € Sund t € T. Die Kapazitat eines
s-t-Schnitts (S, T) ist durch

cap(S, T) = Z c(u, w)

(u,w)e(SXT)NA

definiert. (Partition (S, T): SUT =V und SN T =10)
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Schnitt - Definition

Ein s-t-Schnitt fiir ein Netzwerk (V/, A, ¢, s, t) ist eine Partition
(S, T)von V mits € Sund t € T. Die Kapazitat eines
s-t-Schnitts (S, T) ist durch

cap(S, T) = Z c(u, w)

(u,w)e(SXT)NA

definiert. (Partition (S, T): SUT =V und SN T =10)

Wichtig: Die Kapazitat eines Schnitts (S, T) ignoriert die Kanten
von T nach S!
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Schnitt
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Schnitt

Schnitt mit Kapazitat 6 + 2 + 2 = 10.
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Schnitt vs. Fluss

Lemma
Ist f ein Fluss und (S, T) ein s-t-Schnitt in einem Netzwerk
(V,A, c,s,t), so gilt

val(f) <cap(S,T) .
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Schnitt vs. Fluss

Lemma
Ist f ein Fluss und (S, T) ein s-t-Schnitt in einem Netzwerk
(V,A, c,s,t), so gilt

val(f) <cap(S,T) .

Ein Fluss kann nie grosser sein als die Kapazitdt eines s-t-Schnitts.

Finden wir zu einem Fluss f einen s-t-Schnitt (S, T) mit
cap(S, T) = val(f), so ist f ein maximaler Fluss.

Der Schnitt (S, T) is ein einfacher Beweis (ein einfaches Zertifikat)
fir die Maximalitat von f.
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Schnitt vs. Fluss

Schnitt mit Kapazitat 6 + 2 + 2 = 10.
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Lemma ,val(f) < cap(S, T)" - Beweis

Fiir eine Partition (U, W) von V sei

fF(UW) = > fu,w) .

(u,w)e(UxW)NA
Wir behaupten

i (ii) (iii)
val(F) L (S, T) — F(T.S) < £(5, T) < cap(S. T),

—

(i) Folgt aus Nichtnegativitat des Flusses auf jeder Kante.
(iii) Folgt aus der Kapazitatsbeschrankung ,,f(u, w) < c(u, w)".

fir S = {s} bei Definition, und

(08l i 7 — (£} we. netinflow(t) — val(F). ~l&emein -
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Lemma ,val(f) < cap(S, T)" - Beweis

val(f) = > f(ssu)— > f(u,s)

ueV: (s,u)EA ueV:(u,s)€EA

:Z ( Z f(v,u) — Z f(u, v))

veS \weV:(v,u)eA ueV:(u,v)EA

=0 fiir v#s

= Z flu,w)— Z f(u,w)

(u,w)e(SXT)NA (u,w)e(TxS)NA

=f(5,T)-1(T,S)
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Maxflow-Mincut

Ein einfaches Maximalitatszertifikat existiert immer.

Satz (,,Maxflow-Mincut Theorem")
Jedes Netzwerk N = (V, A, c,s, t) erfiillt

maxs FlussVal(f) = min(s 1y s.¢-schniee Cap(S, T)

Beachte: Da es nur endlich viele s-t-Schnitte gibt, d.h.
» s-t-MinCut ist ein endliches algorithmisches Problem, und
» ein minimaler Schnitt existiert immer.
Am Ende werden wir doch s-t-MinCut mit MaxFlow |8sen.
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